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在 人 类 开始 跨 入 21 世纪 的 历史 时 期 ,人 们 已 普遍 地 看 到 
了 一 种 历史 现象 , 即 数 学 问题 的 多 样 性 与 数学 应 用 的 广泛 性 
及 深入 性 ,已 经 成 为 现代 科技 发 展 的 重要 特征 ， 可 以 预期 , 伴 
随 着 计算 机 科技 在 新 世纪 里 的 不 断 发 展 ,此 特征 今后 还 将 以 
更 高 的 水 平 显示 出 来 。 

在 中 国 ,“ 科 学 技术 是 第 一 生产 力 ”( 邓 小 平 名 言 ) 已 逐渐 
成 ,为 人 们 信奉 的 朴实 真理 。 国 家 富强 显然 要 以 第 一 生产 为 即 
科技 的 发 达 为 必要 条 件 。 但 是 ,如 果 没 有 近 、 现 代 发 展 起 来 的 
数学 各 分 支 学 科 作 工具 ,当然 也 就 不 会 有 现代 科技 。 因 此 “ 国 
3 1 UR Edd E CGEGORGACGAR Eni tee 
(Napoleon) 名 言 ), 自 然 也 是 一 条 不 容 置 疑 的 客观 真理 。 

基于 上 述 认 识 , 在 华中 理工 大 学 出 版 社 的 倡议 与 委托 下 ， 
我 们 通过 全 体 协 作 , 努 力 编 幕 了 这 部 《现代 数学 手册 少 巨著 ,其 
目的 正 是 怀 着 对 我 国 将 在 新 世纪 里 能 尽快 成 为 富强 国家 的 热 
蕊 希望 ,而 欲 为 科技 界 提 供 一 份 力所能及 的 奉献 。 具 体 说 来 ， 
这 部 工具 性 巨著 服务 的 读者 (或 使 用 者 ) 对 象 ,包括 广大 科学 
工作 者 、 工 程 技 术 人 员 、 经 济 管理 工作 者 ,高 革 院 校 的 教师 和 
学 生 等 。 

那么 ,作为 数学 工具 书 , 这 部 巨型 手册 要 求 具备 哪些 特点 
"E? 在 编写 过 程 中 ,出 版 社 负 责 人 和 我 们 达成 了 一 项 共识 , 即 
手册 应 具备 科学 性 、 先 进 性 、 实 用 性 .规范 性 与 简明 性 。200 余 
位 摆 稿 人 与 审 稿 人 (来 自 中 国 和 科学院、 北京 大 学 .清华 大 学 、 复 
旦 大 学 、 南 京 大 学 、 浙 江 大 学 、 北 京师 范 大 学 、 厦 门 大 学 上 海 
交通 大 学 西安 交通 大 学 、 中国 科技 大 学 、 南 开 大 学 、 武 汉 大 
学 华中 理工 大 学 大连 理工 大学、 南京 航空 航天 大 学 、 陕西 师 
范 大 学 等 40 多 所 部 校 与 研究 所 ) 按 照 这 些 特 点 和 要 求 付 出 了 
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艰辛 的 劳动 。 我 们 要 感谢 他 们 的 通力 合作 与 努力 ,使 本 手册 
基本 上 体现 了 上 述 所 希 费 的 特点 或 特色 。 

为 了 读者 选 购 和 使 用 方便 ,本 手册 分 5 郑 出 版 ,分 别名 为 
“经 典 数学 卷 "“ 近 代数 学 卷 "“ 计 算 机 数学 卷 " “随机 数学 
礁 " 和 “经 济 数学 卷 "。 需 要 指出 的 是 ,各 个 分 支 { 篇 目 ) 的 归属 
是 相对 的 ,这 里 考虑 了 各 分 卷 篇 幅 大 小 的 平衡 问题 。 例 如 ， 
“蒙特 卡 罗 法 ”这 一 篇 也 可 归 入 “计算 机 数 掌 卷 ”。 

我 们 要 感谢 诸 分 卷 主编 为 精心 组 稿 、 编 稿 、 审 稿 付 出 的 精 
力 和 时 间 。 特 别 要 对 中 国 科 学 院 两 位 老 院士 钱 伟 长 先生 与 吴 
文俊 先生 ,以 及 杨 上 政子 院士 乐 愿 担任 本 手册 的 左 问 而 至 以 诚 
Aba db p. XO XE Ep AEG ERA OE GB EROR i, ER. 
的 负责 人 和 埋头 若干 的 编辑 人 员 与 我 们 在 本 手册 的 生产 全 这 
程 中 的 互相 配合 和 精诚 合作 , 深 表 谢 忱 。 
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XL IUE I FK 3E Fe Mos ERE BETF 8 067 , d (CER ^) REEE 
B5 — T SUACURC MRD OE BU UL BUTDUREC TRO SB ET SO RA , mE i8 ELE 
进 了 近代 科学 技术 的 发 展 .没有 微 积分 这 一 强大 的 新 数学 工具, 力学, 物理 学 、 天 文 
学 等 领域 的 近代 理论 的 形成 是 不 可 能 的 . 微 积分 学 的 伟大 于 创 者 牛顿 LNewton) . 莱 
布 尼 兹 (leibniz) 等 人 的 名 字 ,不 仅 与 数学 联系 在 一 起 ,而 月 与 整个 近代 科学 联系 下 

微 积分 党 为 研究 变量 提供 了 一 个 方法 系统 ,其 基本 内 容 是 微分 与 积分 这 两 种 
互相 关联 的 运算 .微分 与 积分 分 别 源 于 有 重大 现实 意义 的 速率 问题 与 求 各 (面积 、 
体积 等 ) 问 题 , 且 都 建立 在 极限 概念 的 基础 上 .微分 学 研究 度量 的 局 部 性 质 ,而 积分 
学 则 处 理 变 量 在 一 定 范围 内 的 “ 求 和 ”, 因 而 是 . -整体 问题 .自然 ,局 部 与 整体 的 对 
式 与 联系 ,充分 体现 于 微分 与 积分 的 相互 关系 中 . 

微 积分 学 已 成 为 经 典 数学 的 重要 部 分 ,在 它 的 基础 上 上 成 长 出 一 系列 重要 学 科 ， 
如 微分 方程 . 复 变 消 数 . 实 变 函数 、 变 分 法 等 . 微 积分 学 的 韩 论 与 方法 ,已 广泛 应 用 
于 自然 科学 ,工程 技术 力 至 社会 科学 的 才 个 部 门 .对 微 积分 学 的 一 定 程 度 的 掌握 ， 
不 仅 是 对 科技 工作 者 的 数学 训练 中 的 必 备 要 素 ,而 且 也 粤 来 人意 成 为 对 工程 师 ,经 济 
学 家 及 许多 社会 工作 者 的 基本 要 求 . 


1 极限 与 连续 性 


1.1 FH 数 


1.1.1 nZ 


(1) SIBI R^ nn 个 实数 的 有 序 组 (x x2 rox o. n E BRA n 维 欧 几 里 得 
(Euclid) ZH), iLE R". R 中 的 元 素 (x1, xz,… an RAA EEr RAKES FHP, A 
等 . R' 就 是 实 直 线 ,也 写作 民 或 {- œ, e %); 民 就 是 实 平面 ;RR 可 解释 为 通常 的 空 
间 . 

(2) 线性 运算 ”和 任 给 x,yER',a,PER, 设 x= {x w= (YL Ya 
,定义 

ax + fy = (axi + Briam + Yrs s axn + Dy,). 

令 L-i(ül-Oxe-mliOstisxli. 

称 工 为 从 点 到 点 y 的 线段 EL x. y ]. 
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(3) 距离 iti ox = E TTE SPELLE € R , 称 
Ixlz ( $a) z 


AA x 的 模 , 任 给 A,B € R,P IA -BIHA A 5B BIER CHEI AB I. 
(4) 球 FEPER, r> 0,9 
N(P,r) = t0 ERI PQie r.. 
PK NOP, r) AA P ADA r BERR n 维 球 ,或 称 它 为 点 P 的 r SOR. 
1.1.2 E 
设 D(C R') 是 一 非 空 集合 . 
(D AÈ ā #PE D HEFE? > 0, 使 NCP,r) CD, 则 称 P 为 也 的 内 点 ;DD 
的 全 体内 点 构成 DB 的 内 部 . 
(DAR EPE R, HEA r> 0,N(OP D 中 同时 含有 DD 中 的 点 与 不 在 D 
e fg dx MSRP SD 的 边界 点 ;DD 的 全 体 边 界 点 构成 DD 的 边界 , 记 作 3D. 
(3) 区 域 ”看 中 只 人 洁 内 点 , 且 其 中 任 两 点 可用 互 内 的 折线 (相继 连接 的 有 限 
条 线段 之 并 ) 连接 , 则 称 吕 为 开 区 域 : 开 区 域 连同 其 边界 - -起 构成 闭 区 域 . JRE, 
天 区 域 过 同 其 部 分 边界 也 构成 区 域 .一 维 区 域 就 是 区 间 . 
(4) 有 界 性 ”车 呈 包含 在 某 个 球 内 , 则 说 DUE PL TUX D XC. 
di S ped D 而 未 加 限定 , 则 D 可 以 是 开 区 域 或 闭 区 域 , 亦 可 非 开 非 闭 ; 可 以 
有 界 亦 可 无 界 .区 域 通 常用 不 等 式 表示 . 
例 1 AoER 中 的 3 个 集合 : 
D= |ia p ERI agl; 
E= (x, )CR'Ix 20,5 50; 
Fzl(x,yE€ R'iüx«ly»0l. 
di D 是 有 界 闭 区 域 ;E 是 无 界 开 区 域 ;下 基 非 开 非 闭 的 无 界 [* 域 . 


1.1.3 x 


(D 一 般 定 久 ” 设 X,Y 了 是 两 个 非 空 集 . 关 对 每 个 x A RETEN AE 
的 y EY 与 之 对 应 , 则 称 了 为 定 闵 于 上 而 取 值 于 Y 中 的 函数 ,或 称 了 为 从 XX 到 Y 
RRA igfE f: X — YA f(x) id x 所 对 应 的 y, 称 它 为 让 在 x PRH. SE X 
f IE XA ERIS) a € | 为 的 值 域 .. 

(2) n OLAR — P DC R"(D 通常 是 某 个 区 域 ), 则 称 任何 汕 数 ; DR 
为 n 元 实 困 数 , 记 作 YY = f nixus x LATER y = f ER y = OP RP x 
= P = (xi, An PR x x 为 了 的 自 变 量 ; 称 R"'' 中 的 集合 

| 

为 了 的 图 形 , 当 = 1 或 2 时 , 它 通常 是 一 曲线 或 曲面 . 

(3) Fifi AE Rc REKRAI xCO YyCO.zCO 是 定义 于 1 上 的 3 
TERN. S 
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FO x dxGO,y(O.zCOL. (€ f, 
称 rCO 为 定义 于 E ER- n EE SR. D JG A- PE SEL ERU. r(1) PE 
d —£B 3c eR e. 
x = xlt), y= y(t), z= 3), (€ f. 
以 上 函数 组 党 用 来 表示 空间 曲线 . 
(4) AH DRE KIR i Pixy), (Ke y RO y 是 定 
XAF DD 上 的 3 个 实 函 数 , 令 
Flix, yis) = [Pixy a) QUx yz) Rix ys z)l, 
FR FO y.:2 AE XT D Eta. PIG, diaa 天 ,相当 十 给 出 到 元 
函数 组 ; 
u = P(x,y,z), w = Q(x,y,z), w = R(x,y,z). 
习惯 上 ,将 下 写 成 F = |P, Q.R]. 


1.1.4 e 4 SEM 


(D 复合 函数 MERAJ X Y Eg: D-- Z. E fF Ef AT D. 
gf x)) R— TE X T X EHR PEA gmFIIEITIBIUUIE eJ. 

(2) RAR RAM y = f(x) A X Jg X. BRLUUL Y Uff E vxo € X. 
3$ xpo xm x Af f(x) - fxWIEIEME—BUQPEEE ei Y-o- ,满足 

gU x) = x fgag(y)z y, x€ A.y € Y. 

称 此 函数 g Js f BRE DTE gly) =p iy). 

例 2 JUS Fix,y) = (x+y yix) f FOx y) = 3 - Y! cR FKGx, y). 

解 T xk Y = B.y/x = +, 则 可 解 出 

村 HE 


r = 一 - 
sl? pl 


于 是 


fun = (F (my ue 


v4l 
换 回 字 母 v, y ,得 
xf 1 一 y) 
f s.v) = (14 y) - 
1.1.5 dónde pA 


i f 是 定义 于 DD 上 的 实 函 数 . 

(1) 有 界 性 POE MER E yr ED:Ax) x MOX FG z 肝 ), 则 说 
FEDES LACRA NE ASEDA LES FA MAAR. 

(2) 4 [STE Fl-a) ia WE FO SEIS E UI ICT x) m JOD IIR 
ARAR. 

(3) AWE ASU = a > Ga € DMR A m KARAS. 4 
m = ORTAR AT UH SE 
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(4) 周期 性 ”次 D cc RR. 若 存在 7T > 0, 使 得 f(x + T) = fx) E D}, 
了 为 以 了 为 周期 的 周期 函数 . 

(5) 单调 性 it Doc REKE. E ysy € D, Zi x « yA) « Jn) 
CfUx) < fy)), 则 称 f 了 为 单调 增 ( 严 格 单调 增 ) 函数 . 而 称 - (GO 为 单调 碱 { 严 格 单 
调 减 } 函数 . 

1.1.6 初等 函数 


最 基本 的 初等 函数 其 指数 函数 er ,正弦 函 数 sinr AHAM Inx ,arcsinx. 册 这 
些 消 数 生成 以 下 初等 负数 ; 


RE cosx = sin(x + o) (Ix le œ); 


sinx 
COAX 


正切 tant = (x 天 nma FoR =O, 1yr); 


RUJ cota = ar (x æ nz,n = 0, £l): 


Y -7 


XXHHIESE — sinhx = Í 3 (al< eo») 
XXHH ARE coshx = e. fe ille œ); 
sinhx 


(| xl« =); 


XJ di 正切 tanhx - cosh x 


X dit d UJ cothx = Sea (x x 0); 
FAR x = e™ (x >0); 


EXE  arecosx = ? — amsinx (lelg 1); 


REH arctan = arcsin -7 (Ixl« 9» 


RAU ”arccotx = Š - arctanx {lrl< œ); 


RERE — arsinhx = In(x + v t+ D Oxl« 9); 
EOE — arcoshx = dln(x 4 v x- 0) (æ> l); 


RREH —artanhx = Fn (isleg 1). 
习惯 上 LDI E BLEU 9838 p 32S EG) AA. ph epo] 35: A A RRA E 
算 与 复合 而 得 之 前 数 称 为 初等 函数 . 


1.2 极 限 


1.2.1 WRAAE 
微 积 分 学 中 用 到 的 极限 主要 有 如 下 6 种 ;: 
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f? lim fa z2deye-0,3620,240c1xqx1« 68] 1 f(x) ilee Xi 
LERN S N: limf x) = koye > 0, J> 0 ä0clx-ai< ët | f(x) - 


lleg, 


2 lim Jx) = love > 0 Jeo 0 x € DOL | xrl e HTI f(x) — 
L3 ETUR 


ilze. 


3» 单 边 极限 lim f(x) = lea Ve » 0,38 >0, 0< x-a lf, I f(x) 
-<e, 当 以 上 极限 存在 时 记 作 fCa* ) ;同样 可 定义 Aa). 

4 Jim f(x) = ieu 6e»0,3A4 2 0O,À Ix I2 ABE Lx) -TI<e. 一 般 地 ， 
im fx) -devye20,323A4 20,2 | x12 AHT, 1 /(x) - LL « e. 

了 lim (a) = leve» 34 » Oo. Vx » AvtfCO - Li e HAERE 
存在 时 , 记 作 CX e) PARTEA %) = Jim fC- x). 

€ 序列 极限 ims, = KRBE 一 oYse>0,IjN>0,Yn>N 时 
len- ilge. 

上 还 每 种 枢 隐 都 可 推广 到 1 = + c 的 情 沉 .例如 ， limx, =+ 94 V420,3N 
>ü, yn > NH[x, > 4; lim z, = 9 es lim C— x, 240, 


约定 以 limf(x) 或 limu 表示 极限 le - 6 td£—R. Elime = Ia œ, WER 
以 在 给 定 极限 过 程 中 ) RAT 1; Elimu =+ coL WMP u ERT + oo i imu 不 存 
在 , 则 称 * AR ARARE). 


1.2.2 MUR HEAR 


(1) 唯一 性 若 limw = Llimu = k,9 2 = k. 

(2) 有 界 性 若 当 wx aB[f x) grex 380» 0.f(x)TEO«Ix—al«ó 
PES EIE xm o Bd fU) Wr RII 3 4 0, (x) EA. + m) 内 有 界 .对 其 他 情 
癌 有 类 做 结论 . 

(3) RTE $u, o KS, 

lim{ n + v) = limu + limy; 
limus = limy limo; 


lim) = Hm (Vimy z 0). 
(4) 复合 函数 的 极限 Plime = a, 则 lim fu) - limf) ,只 要 右 端 极限 存 


在 . 

(5) ERE inay > bire 9). EPA n AAR x, Yn a c 
b a « b MPH 5 充分 太 时 x < 为 .由 此 推出 “极限 的 保 号 性 ”: 

l 车 当 n 充分 大 时 l 0, RI lir x, zm. 


"8. BIR ARI 


2 Éi lim x, > 0, W4 ”充分 大 有 时 xn > 0. 
对 其 他 类 型 极限 有 类 似 结论 . 
1.2.3 收效 判别 法 


(D 柯 西 (Cauehy) 收 敲 准则 ”序列 jx KAER PEE ye > 0,3N > 0， 
Vm,n» Nil xy- Xx, 1« ež ram a H O RRR kit Ye >0,36 > 
0, V x,y € la- 8, a+) H x, y se a EL G0 -所 y) 1 < e. 对 其 他 情况 有 类 似 
fiit. 

(2) AUTE SEESURE HAARA Ca, 5) 上 单调 , 则 当 x 一 at BT FC) 
UC B TES SR EE FO ERE Ca Nac e < DD 上 有 界 . ER lim /(x), 
Jim f(x), lim Ax), lim z, 有 类 似 结论 . 

(3) WERE Rum onm wlm = limie, lllims = limu. 

(4) 应 数 极限 与 序列 极限 H xm o Bj Ox) RAT 的 充 要 条 件 是 对 任 
F + o0 的 序列 | al, LC] KAF 1 对 其 他 关 型 的 函数 极限 有 类 所 结论 . 

W3 设 f(x) ERAR, (a) = axo < aix, = ana zm D. xo x 
f xo) AER ial 收敛 . 

证 已 知 X0 x xi a-l x 24, , Bl XQ = fa) x Jf x.) - A5 a 12 XB IE] £2 
证 得 |x| 单调 增 . 已 知 ESSE a aM n = in) a I EE M SEE 
地 证 得 |x,1 有 界 .因此 |x,| rd. 


例 4 Aa) = sint E e ORY Aa) BR. 


证 San Cnn), y = (nr PO E n— w hf x, — 0 fx.) 
一 Q, f y, ) = Bim fs) o9 0, f On) 7 1, RT AUlimf Cx) 不 存在 . 


1.2.4 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


MEX lime = 0, 则 称 。 为 (给 定 极限 过 程 中 的 ) 无 穷 小 量 ;着 4 关 0, 
为 无 穷 小 量 , 则 称 u 为 (给 定 极限 过 程 中 的 ) 无 穷 大 重 - 
(2) o 记 号 与 0 记号 ”着 im- = 0, 则 记 作 u = o(v) ilm = LO« IHi 


< c MHIE u = 0{wv). 由 此 有 :uw 是 无 穷 小 量 ou = o(D;lims = leu = 了 十 
o(1). 

QD) 无穷小 量 的 阶 。 设 u,e 是 同一 极限 过 程 中 的 无 穷 小 量 . 若 u = ols) (或 
u = OG), MP 是 比 z 的 高 阶 {或 同 阶 ) 无 穷 小 量 . 若 上 = OF) k > 0), IURE 
"E obk hEDA. 


(4) 等 价 无 穷 小 量 。 若 ua 是 同一 极限 过 程 中 的 无 穷 小 量 ,lim 世 = 1, 则 称 
u 与 是 等 价 无 穷 小 量 , 记 作 u ~ vË -~ v, 则 在 极限 计算 中 与? TRAFA 
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ABER. 


. . ， W ET 
limzw = limace: lim = lim —. 
pP 


(50 无 穷 小 量 的 运算 ARTAR EZAR) EAA hR; AS MES 
有 界 量 之 积 是 无 穷 小 量 . 
例 5 从 极限 式 可 转化 出 无 穷 小 量 的 等 价 式 : 
e* 一 
x 


lim -jde*—-1-x; 
x—H) 


= ]2ln(l + x) - x; 


Int 1 + x? 
x 


lim 
p 


. sina . 
lim ^—^ = I—simnx ~ x; 
x X 


l cx)*- 1 
x 


lim = ag x)! - l~ ox. 
z—H 


1.2.5 上 极限 与 于 极限 
(1) 定义 对 一 序列 | 和 | , 令 


lim, = lim supzi; 
lim æ, = - lim(- x) 
{ 二 者 必定 存在 , 且 - m x lim x, < lim x, xo). RF n—- HE x, BE 
极限 与 下 极限 . 关于 其 他 极限 过 程 的 上 .下 极限 可 类 似 定义 .下 面 以 jimu lime i 
指 相 对 于 尾 何 极限 过 程 的 上 .下 极限 . 
CO 运算 性 质 ”在 同一 极限 过 程 中 下 列 式 子 成 立 : 
lim( u + v) = limu + lim»; 
limfu + v) s limu + lim; 
limuz > lima limy u,” 2 0); 
lime < lime lime (u,v 2 0): 
lime” = (lima)! (u > 0). 
Plime 存在 , 则 上 面 的 不 等 式 成 为 等 式 . 
(3) 比较 性 质 ”着 4 < v, 则 BEEN 
limu «limo; lima æ limer. 
dias us b.,a.b Zi X LUN o 
a s lime g limu « 5. 
(4) 与 极限 的 关系 limu 存在 s limu = limu( = limu); 
limu = ko liml u- <. 


WE MRE Siol) 定理 : 设 如 < biln Db, cn em, HLTA 一 1 


- 10 ， LES NE Lii 


iE cs 一 上 


证 v a boa Dx = ap- AaYe = bn bnin D , 则 六 一 上 可 设 


n 


I = 以 否则 以 mm Ly, Hex). a, = sup LE | RI 
gn k 
im ig ee qp TRE BLAN] 
jai, | S ata b taes b, 


1.3.1 连续 函数 概念 


{1) 一 元 实 函 数 的 连续 性 — We CO) 是 区 间 5 上 的 实效 数 ,加 E TE Ox = 
KaR f( xg ) = f(x0)), 则 称 了 在 xo 右 连续 (或 左 连续 ). 若 xo 是 了 T 的 内 点 ,f 在 x6 
左 、 右 连续 , 则 称 / 在 xo 连续 .着 f 在 I 上 每 点 连续 (在 端点 只 要 求 左 或 右 连 续 ) , 则 称 
SEILER A STE xy 不 连续 , 则 称 so 为 了 的 间断 点 . 若 .A ad ) 存在 但 uo ES 
AA RIPE w 为 第 一 类 间断 点 ;其 他 间断 点 称 为 第 二 类 间断 点 . 

{2) 多 元 函数 的 连续 性 设 /(P) 是 区 域 DC C R^) 上 的 实 函 数 , Po € D. 若 

lim AP) = (PD) , 风 称 /在 Po 连续 .车 /在 D 上 每 点 连续 , 则 称 f 在 D 上 连续 . 


FE DPP 


车 /在 Po 不 连续 , 则 称 Po 为 /的 间断 点 .车 lim JCP) = 4 存在 昌 有 限 ,但 1 f( Po) 


或 f( Py) 无 定义 , 则 称 Po 为 可 去 间断 点 . 

(3) 向 量 值 函 数 的 连续 性 — WE r(D = jey Ol 是 区 间 1 上 的 向 量 
(& BRL x (O0, y CO zCO BE £ EXER RUBER r( 41) 在 1 上 连续 ,明确 定 一 条 空间 
连续 曲线 . 

(4) 向 量 场 的 连续 性 ” 设 下 = 1P,0,RI 是 区 域 D( C 民 ) 上 的 向 量 场 .车 PP， 
Q.R ED LER, WMP F ED EER. 


1.3.2 4a 


连续 函数 的 和 E . 积 、 商 (分 母 不 为 零 ) 与 复合 函数 蚌 连 续 函 数 ;严格 单调 的 
连续 函数 的 反 函 数 是 连续 沿 数 . 
可 直接 验 明 基本 初等 函数 在 其 有 定义 的 区 间 内 连续 .于 是 ,由 连续 函数 的 运算 


2 微分 学 ZEE 
性 质 得 出 结论 :初等 图 数 在 其 有 定义 的 区 间 ! 或 区 域 ) 内 连续 ， 
F7 设 放 g 是 号 上 的 连续 冰 数 ,wp = max!lf,F|. 旗 明 o RESEER TEE. 
证 ”显然 htx) =1 x 1 连续 . 因 可 验证 


P= Sft gehef- g) 
故 由 连续 函数 的 运算 性 质 得 出 p E. 
1.3.3 连续 函 教 的 性 质 


设 了 是 区 域 DUC R) EHER AR. 

(1) fHÉGEXE | E P,QC DAP gref 0 WFEAE DEAA) = 
r. 因 此 ,7 的 值 域 是 - -个 区 间 . 

{2) 最 值 定理 ”此 卢 是 有 界 闭 区 域 , 则 ff 在 D 上 过 刘 最 大 值 时 与 最 小 值 m, 即 
FE A,BE D. 使 得 yPED, 有 m= KA) s fP) « f(B) = MAES ED 
LAER, HRA H m, M J. 

{3) 一 致 连续 性 定理 ” 若 也 是 有 界 闭 区 域 , 则 在 DD 上 一 致 连续 . 即 ve > 0, 
j85»0,/4P,QC€ D, | PQI« ôI AP- (QD | « e. 

例 8 设 Fz) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,ae a f(x) x bla sx s 50, EH Y PR 
f(x) 2 x f£[a.5] ER. 

WE $ gx) = Ox) - x, Bl g m Ox gla), ERMEER EE [a， 
bl tË gi) = O, BB (CE) = &. 

HI i GO dEIX IH Ca, b) PRESE Ca^) = J(b 0 z e EBD FOx) fECa, 
b) 内 达到 最 小 值 . 

证 — (fH CC la, b) Aat) = Ae) = l fik, 3a € Ca. 09,8 € Ce, 
bj x€(a.a UB bhAa) > Ke). BREER AEE [a fl WAE) 是 
fix) Ele p] E59]. AAD sA AD IREA a) TECa b) 内 的 最 小 
值 . 


2 微分 学 


2.1 导数 与 微分 


2.1.1 XR 


{1) 一 元 函数 的 导数 设 y = f(x) 是 定义 于 区 问 1 上 的 实 函 数 ,xo € 7. 
F . f(xo + Ax) — fix) 
Fix) = lim 47A 08 


r1 ^x 
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f(xo * Ax) — fiag) 


Po = m Ax 
广 (m) = dim fo + An) - fx) 


二 者 分 别称 为 /( OO 在 xo 的 导数 、 右 导数 与 在 导数 .f(xo) 存在 eft o9 与 
[2 O89) 皆 存 在 且 相 等 . 若 fO) 存在 且 有 限 , 则 称 Fx) 在 x 可 导 . 若 f 在 I 上 每 


点 可 导 , 则 称 / 在 7 上 可 导 . 疡 (x) 也 写作 y RI 
(2) RFA dua m xi y fx 308 xt 将 y TEE OO 的 导数 称 为 了 对 x 
的 偏 导数 , 记 作 并 su, EU RTRE X. Ay IIR SHIT o us. PUSH RE S 


dx 
n JG ES RED f SP X. 
(3) ARHAR S BrO = dxCOSvyGO.z(01 !3 F s |xtu,v), 
y É uv) z u, o)l 2r802g-— 265 — su pg a EB PR 


rr = dr = iry Dz l 


F, = | Xu s Yu s Zud F, - EAE MEAE 
二 者 分 别称 为 rO WFA, F A u IRTA F o MTE, ,这 些 导数 皆 为 向 量 ， 
{4} 高 阶 导数 ”车 六 {x) 之 导数 存在 , 则 称 之 为 f 的 二 阶 蛙 数 , 记 作 "(x). 一 
般 地 LER n ETSI AP Cx 之 导数 为 了 的 n+ 1 阶 导数 .n 阶 导数 等 价 地 记 为 fm 或 


yim RIT. g TR BS UHR SHORE ARAE L. PIN, d u= Ax,y) 有 


J'y 3 (3) 


Ja 7 3x20, 7 Iy ox 


Fu a[2í9Ju 
f = xy = EAE 
若 偏 导数 痉 在 且 连 续 , 则 它 与 求 导 顺序 无 关 . 例 如 , 若 ty, ta 存在 且 连 续 , 则 uu, = 


Hy 


* 


* 


OOCR 若 /有 所 有 直到 + 阶 为 止 的 连续 ( 偏 ) 导数 , 则 称 /为 C* 函数 ， 
或 说 f 为 次 连续 可 微 . 称 C 机 数 为 连续 可 徽 函数、 


2.1.2 微分 


(1) 一 元 函数 的 微分 “ 设 y = fz) 在 区 间 7 上 定义 ,xo €E LETERA, 
使 当 Ax 一 0 时 有 
Ay = f(xo 4 Ax) - f(x9) = AAx + o(Ax), 
则 称 f TE xg 可 徽 ,并 称 4Ax OS YE xo 的 微分 , 记 作 dy 或 df(xo}.f 在 xo 可 微 的 充 要 
条 件 是 了 在 如 可 导 , 且 当 上 在 各 可 导 时 dy = f'Oxp)Ax.s$ y = xd dx = Ar, A 
此 


dy 2 ydx 或 224 


(2) SEAME Suc (P) EKR Ne R EEX, PREDSE 
在 常数 AU aig n) tE p =1 Po I— 0At 


Au = fP} - FU) = S + o(p). 
其 中 {Ax An nAn) = P- PEU ER PE Py TIR, IERI D, A xs 为 f 在 Py 的 微 
分 或 全 微分 , 记 作 du 或 df( Py). 若 /在 Po 可 微 ， we sisne) HEN 


du = » PS as. dr; = xj. 
C! pai sE n] int. 
(3) P] E B ERI EA r = IxCO.yGCO,z601 F = IxQu,v).v(u. 
$).z(u,v)| 的 微分 分 别 为 
dr = idx.dy,dzi, 
dF = F du + F,dv = |dx,dv.dil, 


只 要 以 上 等 式 的 石 问 存在 , 则 i), F ERARE. 
2.1.3 45 PLA 


微分 规则 如 下 ; 
1° 线性 规则 


PE = Dafi (Zah) ” = 2 afi! 
"e s iu) = > duj (a; EE. 


2 积 规则 ( 莱 布 尼 装 规则 ) 
(gY-fxA4fe., 


a c RY Aa- a, 
VILE NM D gis 


di uv) = vdu + udv. 


3 AAN 
FATA E 0 
(^) g (g 天 i 
dž) = td ede (v s 0). 
中 链 规则 


a . 3f 
a Une | = > Ju; PL 


s 
d/C ui dt) 三 y EM da. 
igl E 
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HO n = 1, Hi ulr) 是 一 元 函数 ,得 
[/Cu( x23]! = f'Cu(x2)u' Cx). 
VA E380] 85 3& £d JS o RE EA, ae SEGK. 可 微 ,注意 求 导 规 则 与 
求 微分 的 规则 互 成 对 应 , 23488 E. — B SEP A 0o EUR. 


2.1.4 BARHATE 


(1) T lt (Jacobi) 矩阵 与 雅 可 比 行列 式 “给 定 函数 组 
= 站 (2 


d 
9m 25» ,, ?n 
Ox, Ox CEN 
ay py) |22 2 2 2 
FAYL sYa | 3 3 3 . . 
9(xyx2,77 x) = " ái Ni H (2-1) 
9Ym ym 2, ?Yn 
dx, x, dx, 
X m = nrf, 


DEY Yu yn) _ ge DY Ym) 
D x, tgn 本 和 


二 者 分 别 稼 为 所 给 函数 组 的 雅 可 比 和 矩阵 与 雅 可 比 行列 式 . 
(2) 隐 函 数 定理 i FG espe Ys o Eom) FEE RT eR, 

Fa, a9, 40, = 0C ug d m) TER yo ym) AE 
D(F,,F;,-,F,) 
DCyye yos t s Ym) 

WE (x0,-.32, 90,7, 4020 2138,75 PREH 

FiGn ar ye e) 20, i= L2. 
有 唯一 组 解 y = A 4 *XSJCE um Ext m). ne tX. LO) 连续 可 微 ， H 


(2-2) 


; O0. 


9C yi. FEN oP, Fs, Fa) Fn) A F Fen y. 
9 xi, X2, 71 X ax i SÓn.yos Tn) ym) 9( xp Xz x8)" 
这 相当 于 
Jy __ DP Fos Fa) | DUE, Por, Fn) 
dx; =- ETETEN DOY 人 
{i = l,2pe,m, j= Lhen, n). (2-3) 
特别 , 取 m= n- 188 
y = dy/dx =-~ F,/F,. (2-4) 


Ep y= y(x) 是 由 方程 FOx y BEI) ESPREY. 
(3) 反 函 数 的 微分 法 ” 设 y = yl’ tn g ia n) EE AAR, 
f£ e (x9, a0, 39) HF 


D(x,, x2, X, 
yt = yes) ian). 
WERT xS Yrs Ys) MERR 
(xps X2, X4) H| É FY and 
ERAR X = xiu yat ys )(l = a), CWE 
”= aly Ya) 
H 
dix, xar it xu) pu M " 
Pya yate ya) — L9 xau Xa, x i 
FFIR, XIF- IRR y = Ka) P (x) R OT, FARS x = pir HFR 
为 


1 . dr [dyY'! 
vo £go» 或 ol (2-5) 
(4) 由 参数 表示 的 函数 的 微分 法 AAR y = y o 由 参数 方程 x = x(D, 
y= yCO WR. (CO. Y CO 存在 且 v GO. 0, 则 
yina, (2-6) 
2.1.5 梯度 与 方向 手数 
if u = fx,y,z) EATE DE. 
(1) 梯度 PRESS LLL TE, MERE 
gradu = 1f. 5f 
为 了 的 宰 度 . 
(2) 方向 导数 i$ Po € D,n 是 一 非 零 向 量 ,! 是 从 点 PP 出 发 党 方向 #8 KSH 
线 ,P 为 1! 上 一 点 ,op =1 PoP 1, 则 定义 在 点 Po 请 nr 芍 方向 导数 为 
3APo) am A2 UP 
Pas: P 


dn 
若 了 在 P T, M ay Paan 必 存 在 , 且 
SA P) = grad fi P4) n? x f. É Pocos + fi P) cosB + f. Polcosy, 
(2-7) 
其 中 cose, cosp, cosy En 的 方向 余弦 ,nn = ieose cos. cosy}. 


2.2 vB (Hw BE 


2.2.1 X RES 
罗 尔 [Rollel 定理 i/a) Æla, b) EER, Eia, b) 内 可 微 ,fta) = fO, 
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WFE EE (ab Bir ces 
罗 尔 定理 中 的 称 为 * 中 值 ”, 罗 尔 定理 常 被 用 来 证 明 某 些 含 中 值 的 等 式 ， 
例 1 Ash ,g(x} Ela, b] EER, Ela, b ATE, ri . 0(a «x « 
b). EFE EE (a, b), 0868 


g(b-g( gy 

证 Cv FOOD = 和 fx) - fCa]La(5) - g(x)]. M F(x) 在 La,8] 上 连续 ,在 

(a,5) AT, Fia) = F(b) = 0. 于 是 由 罗 尔 定理 有 & € (a,b), (818 
FPE = fF'OGÓNgGO2 - 6] - LÉOD - f(a]g' (0) = 0. 

由 条 侍 a (x) x O(a c x < b g 0. eC 5) x gC OD. TRI ESSFEHASE 
证 的 等 式 . 

其 次 ,由 罗 尔 定理 推出 :车 f(x) 可 微 , 则 方程 GO = 0 的 两 根 之 间 必 有 方程 
f'(x) = 0 的 根 . 

WE Aa) = Cx- IKa? - 5x & 6). B (D = AD = /() = 0, 故 由 罗 尔 
定理 知 , 方 程 (o = EKA, D 与 42,3) 内 各 有 一 根 . 


2.2.2. RAN PRERA 


(1) — mA pt e (Lagrange) 中 信 定 理 i /(0 Ela, b] 上 连续 ,在 
(a, b) 内 可 微 , 则 存在 £ C (a, 50, EI 
Kb? - fa) = f'(£). (2-8) 
此 等 式 可 改写 成 如 下 等 价 形式 : 
Fb- f(a) & f'CO)( b - a) = flati hb- a) b — a), (2-9) 
其 中 0 < 8 «1.(-8) 3550-9) 式 崩 称 为 微分 中 值 公式 ,它们 亦 可 用 于 e > bh 
情况 ， 
(2) £3: HC PERRA pE Alana an) 53 BGB sni ba) 
是 R" 中 两 点 ,了 在 包 洛 线段 48 的 某 区 域内 定义 且 在 4 如 上 每 点 可 微 , 则 存在 8 € 
《0, 1) ,使 得 


KB) - KA) = S KAB -Ah a), (2-10) 


TE (2-10) 式 中 令 n = 1, 恰 好 得 出 公式 (2-9).(02-10) 式 也 称 为 微分 中 值 公 式 . 
(3) 函数 为 常数 的 条 件 — HEQ-9) 式 或 (2-10) 式 可 推出 ,区 间 ( 或 区 域 ; 上 的 
可 微 函数 为 常数 的 充 要 条 件 是 fr = O( 9X grad f = 0). x 9C n EH LES e] COE DC) 
Enn] de R3 Ag 相差 一 常数 的 充 要 条 件 是 7" = g OX grad / = grad g). 
拉 格 朗 日 中 值 定 理 常 用 来 证 明 不 等 式 与 恒等式 . 
£2 证 明 | arctanx - arctany lgl x —- y f. 
WE à $ Ki) = arctant Il f&(2-9) 式 有 
| arctanx — arctany | = 1 f£'(£2(x - y) = Lx rl 


T 过 | 这 一 人 上. 


2 WE 17 ， 


53 证 明 一 
证 v f(x) = ins, MR- RE 
In(1 e T) = fa D - f) = f'(n « 8) = "T" 
其 中 0 < 8 < 1. 由 此 可 直接 看 出 所 要 证 不 等 式 成 立 . 
804 证 明 aroanx = arctan 1755 《1 x1< D. 


TS TP (n z 1 


证 Ax) = arctanx — y arctan 1 2x MI a) i- 1,1) AMRA, HHE 


接 验 知 x) = 0. FE f(x) = A0) = 0, 此 即 所 要 证 . 
2.2.3 ” 柯 西 中 值 定理 


AA EERE la) Ela, b] EE. TC a. b) AT, g (xD ux 
Oca < x < b) WEE & € (a,b), tiẸ 
Jf(b)- Ka) _ L (2-11) 
gí(b) - gía) g (5 
通常 称 (2-11) 式 为 柯 西 中 值 公式 . 
税 西 中 值 公式 亦 被 用 于 证 明 茶 些 不 等 式 ， 


F 
pis wH- «cox «l- ^ (Ogy 


* 
证 利用 公式 (2 11) ATEA 2r/n g sine g 
I cosx—l _ - sin£ 


2 = to 2E 
其 中 0 < «x 和 m2, 由 此 得 出 所 要 证 不 等 式 . 


2.2.4 洛 必 达 法 则 


WLA (L'Hospital) 法 则 iTA) 与 g(x) ERKE (a. b) AAE g ix) xx 
0, 4 x — a* 时 f(x) 与 gx) 均 为 无 穷 小 量 或 均 为 无 穷 大 证 . 则 


lim AA. = ret 

m SQEÀEG 

只 要 上 式 右 端 极限 存在 (有 限 或 无 限 )， 若 将 (2- 120 式 中 的 x -= at RU x — a- 或 
* 一 4:x 一 寺 吧 ;上 有 目 其 他 条 件 亦 作 相应 改变 , 则 结论 仍 成 六 . 


x—]1- xlnx 


(6 FI- lim (x- Dix ^ 
解 相继 两 次 应 用 洛 必 达 法 则 ， 


Inx - x d 
l= ln cdm jd "27 
8j 7 E = lim dI n 


解 NOUS TNR: 


(2-12) 


cabe BIE 微 积分 


-1 


In! = lim lax In(1 + x? = lim x lnx = lim 一 二 = f, 
0t "i s 一 在 
Eri 128-]. 
2.3 泰勒 公式 


2.3.1 一 元 函数 的 泰勒 公式 


(D 泰勒 (Taylorm) 公式 VE Ox) CE RI a AES)! 上 定义 ,上 且 在 x = a 处 
n 次 可 微 . 令 


Tx) = > A S (x — a)t, (2-12) 
ynj RO- AD- KG) (x € I). 
f(x) = Tix) à Rix) (x € D. (2-13) 


称 (2-13) 式 为 /(x) 在 x a ln BEDAR, T T, (x) 与 R, GO 43 BIOS FG E 
+ - a 的 a 阶 泰勒 多 项 式 与 a MRN. xm a BER UD = oll x- a 07). (2-13) 
式 的 有 效应 用 取决 于 R(x) 的 更 精细 的 表达 式 . 

(2) 余 项 的 各 种 形式 


拉 格 让 日 余 项 

R(x) = Gam G + G - a) - a)"; (2-14) 
柯 西 余 项 

Rx) = dift (a e Or- a1 O° a)"; (2-15) 
积分 余 项 


R(x) = 二 | x - periode, (2-16) 


HP rE 1 了 ,0 < 8 < 1,(2-14) 式 与 (2-15) 式 中 的 和 不 必 相 同 . 三 者 分 别称 为 余 项 
的 拉 格 遍 日 形式 , 柯 西 形式 与 积分 形式 .前 两 个 公式 要 求 /在 5 上 次 连续 可 微 ,在 
了 内 部 n+ KARGO- RERE Ene AERTAL a- 0, 则 公式 
(2-14) - (2-16) 简化 为 


R, (x) = - cm "s TR Ut) 
R(x) = 0-9" poo), 


R(x) = Le - Dde. 


(3) 零 阶 泰勒 公式 ECOC- EPE n = 0.0 Rix) BARH HER, a] 
f(x) = fa) f'Ca & 0(x — a)(x — a). 
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EPE 0 < «<1, 这 正 是 微分 中 值 公式 (2-9), 可 见 , 泰勒 公式 可 看 作 微 分 中 佳 
公式 的 高 院 形式 . 


2.3.2 多 元 函数 的 泰勒 公式 


i f(x) = fx; on x) 在 区 域 D(C R^) E m + 1 次 连续 可 微 .a € D. HI 
当 连 结 a.x 的 线段 全 于 上 DB 时 下 式 成 立 


f(x) = Didi Nala - ay « 
Po" 


IE T: 


> hafa e (x - a) - a) 


lzi-2melb * 


= TX) RQOE),.0 « 8 « 1, (2-17) 

其 中 a = aptr t) € Zi. 

| ae | = S ej, el = alar eal; 
a _ a) .— 
afla) = Ox EE Tur T: E Ts" 
(x-a)*c- (x, 一 加 “fx 一 CPE 一 aln, 
(2-17) 式 中 的 T, (x) 5 RíGr) RIRA O) 在 点 在 的 只 阶 泰勒 多 项 式 与 严防 余 
Hm. m -0 

fno x) - Aq, ay s aa) = M afa + lix- a) 


3X IE E 98 5 P BL 73-100. 
2.3.3. X Edo cg Ex, 


(x; - aj), 


(Dez 3 站 + {lxl< o). 

(2) sinx = S DY + GL eet (IxlI« v»). 

(3) cosx = > db? 十 D ET oos asle c). 

(4) (+ = X Si D Gone Dac, Tee Dle n) 


i=0 


Y1 80) (1&4 gl Gisle D, 
其 中 0 < < la #0, 1,2,7. 
(5) In( 1 + x) Y tutu + o( x"). 
利用 以 上 基本 展开 式 进行 适当 组 合 与 变形 , 可 得 出 册 多 的 初等 函数 的 泰勒 公 
式 , 甚 至 可 得 出 某 些 名 元 酉 数 的 泰勒 公式 . 
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一 -一 一 


例 8 K tans 在 x =T 的 3 阶 泰勒 公式 . 
解 利用 sing ,cosx 与 (1 - x)! 的 泰勒 公式 ,有 


+ olx) 


l- + ola’) 


[e -E o] p a o] 


=¥+ z + o( x3). 
po Ruc in(1 + x)In(1 + y) ÆA, 0) BT 3 Br SEA. 
解 利用 in(l1 + x) B0B 


u 三 [s-£ «oc5][»- 5 + o(y] 


2 
2 2 
= ay -5 E s o), 
其 中 P= x? 十 y. 


2.3.4. 泰勒 公式 的 应 用 


(D 分离 无 穷 小 主 部 ERR la) 在 x =0 的 泰勒 公式 Aa) = ax + 
ola"), e s 0, WH « — OBI ix) 是 x 的 # 阶 无 等 小 量 . 称 ax^ 为 无 穷 小 量 记 x) 的 
Xd. 

(2) TREIBER. — GR ISO OE, fix) = ax" + ola"), gix) = f^ e ol), 
ag 2 0, bil 


lim f x) lim ax" + olx") — n (m = n); 
(x) (79 Bé ola) 7 0 《mm » n). 


9 g 
(3) 近似 计算 。 由 素 勒 公式 得 出 近似 公式 
fG) e Tl = PI 


其 误差 由 适当 的 余 项 公式 {2-14) ~ (2-16) d. 
Hi 求 上 = lim "(osx —et* "a 的 值 ， 


解 ”由 泰勒 公式 有 
ens ce La E E o9 - [1-5 « £a o6] 
=- fa + olx“) 
于 是 
Hd lLl-5..259]--1L. 


£o 
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£j 11 È sin 20 的 近 伺 值 , 
解 由 sinr 的 奉 勒 公式 有 


3 5 
sinx = x — T + Jagt (0 « 8 « I). 


120 
LI x 2 W = ma9 代 人 得 
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3.1 ”函数 的 动态 


3.1.1 单调 性 


it fix) Æla. b] KE, Ela, b) 内 可 微 , 则 

I? f Ele b] 上 单调 增 !( 或 单调 减 ) HERRIE a, b) PLA Ox) zx OBI, 
F'Ox) « 0) 

PF'E Ele. b] 上 严格 单调 增 { 或 严格 单调 减 ) 的 充 要 条 件 是 在 (as,5) 内 
FG m OQ f'(x) « 0B I Ox) = 0 的 点 x 不 充满 ta,5& 的 任何 子 区 间 . 

上 述 结 论 常 用 来 证 明 不 等 式 . 

BI HE xu) ax 6 By (x, y »5 00a -1— P « D. 

证 ”不妨 设 x m yi < y 时 同样 可 证 ). 令 f(x) = ax + By — ay. Bj 


f'ix) =a- a'y al - (zy]zo. 


Eb fx) 在 区 间 [y, + 0) E EE RUE, M GO m GOL RRE iy) = 0,87 fO 
z 0,1 BD PrrSE WE. 


3.1.2 — 5x 


i& f(x) 定义 于 区 间 FE. 
(1) EX BIHER x.y € Box ey.0« À «MR 
JO - A) x ày) æ (1- Afia) + APUD, (3-1} 

则 称 /为 凸 函 数 ,而 称 - f 为 四 函数 ,车 (3-]) 式 中 仅 < 号 上 成立, 则 称 FTT BRIT PR 
数 , 而 称 - X5 UE. 

(2) DER EROE, UD OO RES XI TS) RES SCR 
件 是 六 fx ) 是 单调 增 { 或 严格 单调 增 ) 函数 .车 (x) 在 1 上 两 次 可 微 , 则 OO Tes 
函数 的 充 要 条 忻 是 JI O rE DiRzr) 是 严格 凸 图 数 的 充 要 条 件 是 P100 > 


:22- TB idu MES LLL 


O(x € F), AE f"(Cx) =0 的 点 * 不 充满 7 了 的 和 全 何 子 区 条 . 
w2 EP X + yy In = e xinx + yiIny(x, y > 0). 


WE — 7$ f(x) = xine, lll f"(x) = i > 06x» OENE f(x) TEC, + %) 上 

Aes, TEAG- DORA 
AE) « TAG + SOL, 

此 即 所 要 证 不 等 式 ， 

3.1.3 $6 

WP) = Arpani) EATER DÉC R. 

(D OR XyP.Qc DAR POST D,Wyy DD 为 出 集 . 

(2) LAA — 设 DEDE, EXSHISP.GCeD.P..Q0«Aic«ci,É 

KO - AP ACQD s i1- ADAP) € COD, (3-2) 

则 称 /为 凸 函数 ,而 称 - FOIE. S G-2) 式 中 仅 ”< ”写成 立 , 则 称 f OPE s 
ERE m PR - / PR ORA. 

(D DHERA XE Fd EBED En S psum EPr RE 


XE ( Hesse) 矩阵 
H- (ZAR) 


à xd x, "WETN REM 
处 处 半 正 定 . 若 吾 在 器 土 处 处 正定 M y. 
例 3 研究 函数 Axy) = x24 总 (xy > 0 BS. 
解 (uy) URBE DEOR 
4 2 
H 三 4 三 ES X 2x P 


-2 l Y 
y 
易 验 证 H Ery > 0 时 处 处 正定 , 故 f(x,y) PRI TU ERR. 
3.2 È 值 


3.2.1 &Ulddü 


HAP) E X TIE Dic R) E, P, € D. 

(1) 定义 BRE P WRR N C D, 使 得 YPE NAP) zx f B) OR fCOP) 
x f PS), RIER Po 为 f 的 极 小 值 点 (或 极 大 值 点 ) , 称 f( OP) 为 极 小 值 (或 极 大 值 ). 
极 小 值 与 极 大 值 统称 极 秆 或 自由 极 值 ; 极 小 值 点 与 极 大 值 点 统称 为 极 值 点 ， 

(2) 极 值 的 必要 条 件 AP) 在 极 值 点 Po T, U dA Po) = 0( 对 一 元 函数 
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JEP) = 0). 

(3) 二 阶 充分 条 件 EAM ORRERA, d Po) = 0, AEE H TE PUE 
IE XE (ffi zg 2, ity £C PU) 是 极 小 值 ( 极 大 值 ). 对 于 一 元 力 数 Az) UE FOOD IR BTE, 
A 0) « 0), 则 (xo) 是 极 小 但 ( 提 大 值 ). 

(4) 高 阶 充分 条 件 。 UR fx) 在 点 xg Ub n KO, (xy) = l gk on). 
FC > 0, 则 当 为 偶数 时 xo) 是 极 小 值 , 当 n 为 奇数 时 xo) 非 极 值 . 


3.2.2 最 太 值 与 最 小 值 


(1) i y = Kx) 是 区 疗 [ a,b] 上 的 连续 图 数 ,长 在 (全 AA ARTOS x 
2 处 六 为 零 ( 称 这 种 点 为 驻 点 ) 或 不 可 微 ( 以 工 点 从 称 为 受 检 点 }, 则 在 
[a,b] 上 的 最 大 值 yw SRAME yw 分 别 为 

Ym = max] fix e a a AE 
Yrvin = min] fix), Fr) ah CORO T. 

(2) 设 fx) 在 (a,4) 上 连续 ,有 唯一 受 答 点 xo, E. x) ux IC a* ) (CB 0085 
=- sfat fRA- 9), b — o BE SIIEO 0 FO = min fC) E fro) 2 
fCÉCa* 9 Afb 2, llf ao) = max f(x). 

(3) & y = AP) 是 有 界 闭 区 域 D(C R) 上 的 连续 内 数 , 它 在 总 内 部 的 受 检 
点 {意义 如 (1)) 为 P,P ,…', 忆 ,在 边界 93D 上 的 最 大 值 与 最 小 值 分 别 为 各 与 m., 
则 /在 品 上 的 最 大 值 yw 与 最 小 值 yo 为 

Yma = max E fC P) ,f(é P4), OP: Mol; 
Yain = mini f( P) EPa), f P mol. 

(4) it y = f(P) 在 有 界 闭 区 域 Dic R) 上 连续 ,在 DARE E AREA Po. 
XP y PCODif( P) z A PU) CP) a f Pa) Bl AP) = vu FP = vu. 

T& EJ IE JE EGRBCAC II. E RUP ÉL, ROTE RE FRE PLAY AIT 

Bl4 求 y = x 在 (0,1) 内 的 最 小 值 yw 


解 y 在 (0.1) 内 可 微 , 且 y = nns + 1), 可 见 mm = 小 是 唯 -. 驻 点 . 因 
xc = 0.6922…， 
lim x* = lima = 1 > C1, 
Him 


I] 


鼓 
Ymin = y. 
ER y" = (nas + O7 e. WA eb > 0, B} y CL ) 为 极 小 值 的 充 


TRIE. 
Dis selatt- DED Hr ERRi xe€ey Il 上 的 最 人 
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值 zw 与 最 小 值 zwn. 
HB o =z 在 六 上 可 微 . 由 方程 组 
[7 = eU[y(x* + yt- 1) +2x] = 0, 
sy = oeV[x(x5. yi) 2y] 
AEH z E D ARRRME--- 3E (0,00. P 2(0,0) = -1 在 9D [2 = OL ME Zma = 0, zu, 
- - |. 
za = er [yr e y? — D) e Axy 6 2]. 
zy = eU [xy(x? + y- 1) & 3€ 4. 7) - 10], 
z, = e"[x^G e y! - 1) + Axy « 2], 


则 看 出 在 点 (0.0) 处 的 黑 塞 拭 阵 | Z TI 正定 , 即 :(0.0》 eM 
件 满足 


3.2.3 f$ Hx 


(MEX EAn g EÉEBMDOCRO 上 的 消 数 ,村 = IPFE DI 
gi) - Olluimxm)iP,Cc M.ÉEVyPC M JH (P) z f PR PS et 
极 值 问 题 

minf( P) ,g;C P) 2 0,4 = 1,2,c.m (3-3) 
的 最 优点 或 最 优 解 , 称 f( Po) 为 f 在 条 件 g(P) = 0(1 giem TERMA. 
giil g iag m) 分 别称 为 问题 (3-3) 的 目标 销 数 与 约束 陌 数 . 
(2) 近 格 朗 日 乘 数 法 ” 令 
LL= f+ us. 
称 工 为 问题 (3-3) HRAMA RR, RAU im m) 为 拉 格 朗 日 张 数 . 设 /,g 可 
微 ,形成 方程 组 
aL = M 十 $a 5 = 0 (j = 1,2 LR), 
Fi J £z J (3-4) 


à f . 
24, =g =ü (i= 1,2,77, m). 


若 (s 和) 是 方程 组 (3-4) KIRUA P = (xxn x) 可 能 为 阿 
题 (3-3) 的 最 优点 .在 具体 问题 中 ,天 是 否 为 最 优点 通常 叮 川 问题 的 实际 意 闵 决定 
B6. RMH y = a^ 与 直线 y = x -2 之 间 的 坊 短 距离 du. 
解 ”由 解析 几何 知 , 任 一 点 (x,y) 到 直线 y = x -2 的 趾 离 为 & -Ix-y-21/ 
了 2. 于 是 问题 归于 解 
min(x — y - 2), x*- y = 0. 
& L= x-y- +All- y) 81 TH 


3 微分 学 的 应 用 "25> 


L 2-2x-y-2)-A«-0. 


[aaor Dao 
L=x YY= 0 


得 

xy. yq. Aast 
由 问题 的 几何 意 关 知 dius 必定 达到 , 它 就 是 

g -lx*-y-2| ,7/2 


3.2.4 关于 和 与 积 的 极 值 原理 


和 { 积 ) 的 极 值 原理 ” 当 有 和 定 和 ( 积 ) 的 = 个 正 数 彼此 酬 等 时 积 最 大 { 和 最 小 )， 

许多 条 人 忻 极 值 问题 可 措 此 原理 而 获 解 决 ,无 需 直 接 运 趾 拉 格 户 日 乘 数 法 . 

A7 RAK- - 定 而 面积 最 大 的 三 角形 ， 

解 LIBJEOEXHEHÀ a. b.c. HR ao boa c - 2s = ronst 由 平面 几何 知 ， 
HEZEEN 

a 2 x sis- aMs- b)ís- c). 

[H(s- a)e(s-B)«(s-e)-2 sz emt, HE s eZ s- bz s-cBlac- 
b -ocHf(s - a)(s — b) — e) Bg X, ami o RRA. FRSBEGR — FRIECANE 7 
fa. 


3.3 JL ju PH 


3.3.1 平面 曲线 的 切线 与 法 线 


设 平面 曲线 工 由 参数 方程 xy = lty = Yfb 或 方程 Fx,y) = 0 给 证 ， 
Xo = x(19). yg = y(to). F( xo, yo) = 0. 
(D 切线 方程 “上 在 点 (xo,Yo) 的 切线 为 


X — X9 — y — Yo 
x (t$) y'i 


或 
F,(xo, yo) Éx — xo) + Fpl toyo) CY- va) = 0. 
(2) 法 线 方程 LEA xo yo) 的 法 钱 为 
x'(tg)(x — xo) + y CoCr- yo) = 0 
或 


xX 一 Xü 


-站 
F {xp vo) E OF xo yo) 
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3.3.2 空间 曲线 的 切 钱 与 法 平面 


设 空 同 曲线 上 由 参数 方程 
x= slt), y= yt), z= zio Cre D 
或 方程 组 
F(x.y.z) = 0, Gix,.y,z) - 0 
IDE. = IxCO vr zGOb rito) = | Xp. Yos zo! » Po = ( xo, Yos zo). FE Py) 三 
G(C P3) = Ù. 

(D DARSU $ r= rM r = gradF x graag). ži s = 0H} 
任何 与 + 共 线 的 向 量 称 为 上 的 切 向 量 , 若 r a) EHATE ME EAR hik. 
LEA Po 的 切线 为 

~ Xo P 三 一 š 


x'(tg) ^ y Gg) — Z9) 


或 
7-290 .—  Y-PyYo _- z—70 
FG - FG ^ FG, - FI FO- FG 
其 中 各 偏 导 数 在 点 Po 计算 . 
(2) 法 平面 方程 “在 点 PB 的 法 平面 为 
x' Ctg) (x — xg) + vC) y — yo) + zitz- =0 
或 


t- iy Y- 272—530 
FB) FAP) FP) 
G,( Po) G,( Po) GP) 


3.3.3 dA" dg d) buf dg RA 


设 曲面 5 由 参数 方程 
x 2 x(u,v),y = y(Qu,t),z = z(Cu, v), Cu v) € D 

或 方程 F(x.y,z2) = 0 8E r(u 9) = Ix(Qu, 9), y Cuv), zu  r(ug w) = 
| X9» Yo» Zoi o Po = (xas yo» 29) , F( Po) = 0. 

(D HSEPERI nc rox (或 nn = grad!) Ñ a i 0 时 称 任何 与 
n XE: d 51i S 的 法 向 量 . S TER Po 的 切 平 面 为 

* xo y — Yo 2 — Zo 

X, tio, Yo) yu uos t9) zy tig, tg) 
x ugs wg) Yek ugs vo) Fakin vo) 


= D. 


20 


F,CPa)Cx 一 xo) + FP) Cy 一 Yo) T F {Pp 一 zo) = 0. 
(D 法 线 方程 SEAP 的 法 线 为 


X lx ~ 和 7770. 
Fas — Vin T ZyEy, = Zh i Fute T A 
或 
A Y — Yo — 2 -— 70 
F Po EPY TPY 
3.3.4 曲率 
(D redit 上 由 方程 r = rO E, M] 
地 o Irix], 
alg " IPD C7 
| AzZGU 
EYE R= Tr roi 
(2) 车 平面 曲线 工 由 方程 xs = xCO.v = yCO 8) 8 
; LEy'-zxy [, 
曲率 K PERPE 
t2 所 二 
曲率 半径 R= IT 
(3) 车 平面 曲线 上 由 方程 x = yl) ERE , lil 
i 
曲率 K= (1+ yp 
ATE. 
— "e 
曲率 中 心 (e - D ya E). 


4 ” 定 积 分 与 重 积分 


4.1 不 定 积 分 


4.1.1 AARS RUE RA 


(1) RAA EERE FE FO) = fO BUR FO X f(0 TE 1. CRA 
数 . 连续 函数 必 有 上原 卫 数 . 
(2) 不 定 积 分 ”车 f(x) 有 一 个 原 函 数 F(x), 则 当 忆 沉 取 一 切实 数 时 , FU + 


C 给 出 As) 的 所 有 原 函 数 , 称 它 为 So) EORR i| (Coda 
[Gods = F(x) + C, 
其 中 的 /G0 ,x 与 C 分 别称 为 被 积 函 数 BUE RES BU TEM REDERI M UE 
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称 为 积分 法 ， 
4.1.2 基本 积分 法 
由 不 定 积分 的 定义 有 公式 
(|d) = Ko 或 [arto = Fea) c. (4-1) 


这 表明 积分 与 微分 互 为 道 运算 ,因此 每 个 微分 规则 ( 见 2. 1.3 节 ) 自然 地 转化 为 对 
应 的 积分 规则 , 即 所 谓 基 本 积分 法 .下 面 所 述 的 积分 法 分 别 由 微分 的 线性 规则 . 链 
规则 与 积 规 则 推出 来 ， 


[ 分 项 积分 法 

[af CG)ds = 31a £06. 
> 换 元 法 Hu m 

LO - [toc coa. 
y 分 部 积分 法 


fudo = Ww- ET (u,v RE x RAR). 
[rods = Fla) + C, 则 由 换 元 法 有 
]rcsiGonauGo = F(u(x)) + C. 
ir BE XX P ERIBIEOCIE X BIA EC IET. 
PI i Jtaceds. 
8 H ian! = secx — 1, 故 用 分 项 积分 法 得 
I = [sexda - faz = lanx — x 4 C. 
$42 求 1= | v a! — x^dx (a > 0). 
E 。 作 变 量 代 搞 , 设 * = asint, BÍ dx = acosidt, 
{= e? [cog car = (co + Dd: 
= g (sint 1242€ 
2. $a re sin Ž 4 C. 
B3 求 /= fianzas. 
E HEOHETIR 


4 定 积 分 与 重 积分 - 298 ， 


例 4 求 了 = [arctanzds. 
u “用 分 部 积分 法 得 


I = xarctanx -| dx = xaretanx 一 Inv 14 x* 4 C. 


lox 
对 于 少数 几 类 初等 函数 的 积分 ,有 标准 的 计算 方法 , 见 后 面 各 小 节 ， 
4.1.3 有理 函数 的 积分 


RA) = DU P0) 与 Q(x) RNA RS m KERR HABA) 


Qix) 
的 步骤 如 下 ， 
i340 作 因 式 分 解 ; 约 去 Pa) 与 0l) BHARR. 
7T YRÁ X) 分 解 成 
f(x) = fol x) + fX) + à AO). 
其 中 AG) 是 -一 n - m 次 多 项 式 , 当 n < m BIB S = 0:5 GO LO 是 形 如 
LA . te _ (p? < 4q) 
(x- a) (x5 a pu e oq 
的 “部 分 分 式 ",(x - aY SG e px e q) LUC QUO 的 所 有 因 式 ， 


3 smi < 1 < 月 ,注意 


| 一 本 + 上 Bx + C Bf dC + px * q) «(c- &)| 二 一 些 一 
(x? Ga px QU (xc? + prt qi 2/J (x5. px e q) 
并 且 递 推 公式 
dx 
(x? + pxr+ qr 
|| , lx 十 p . 
- (4e - pU - DL- Ott Cs pr + al /> 


4 2 
Hs 求 了 = 2x + 3% ätlig. 
x'-2x ^x 


解 。 以 ix) iDEEPIRSE, n 
fx) Aa BE, DE 
x x 4.1 (x 4 1Y 
由 2x5 c3 ex (d = Alx? + 1 + Bx e CHa? e x + x( Dx E) 
EH 


A2B-E-1,C-Dcz-0. 


-| 些 + | -dx + | dr 
= w+ 二 + Go 


InI 1s nla? +1) + i. ten 


Td 


l[wce +x) + 2. + -+ aretan] + € 
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4.1.4 三 前 函数 的 积分 
设 Ru.) 为 有 理 函 数 .积分 


| R(sinx cons) da 
可 用 以 下 3 BHCISCE — fL MRAR: 
eË R u, E uso MAAR, MAH EI t = cosx 或 上 = sing 
PER- u,- v) = R(u, v), MAHE : = tanz. 
» 万 能 代 换 t= tan ,此 时 


, 21 l- + 
SIr = psr = 
l+ 


cost 
96 JEEP dx 


E 用: = cosx 作 代 搞 , 则 


dt -| 1 1 
Tib ET (mira) 
= | HH] + C = mj 


2-— ainx ^ 
4.1.5 某 些 含 根 式 的 函数 的 积分 
i Ru, O 是 有 理 函 数 . 


(1) malal x, Af + b) dxlad zz bc) 经 


= H RETENAR 
数 的 积分 . 


(D 对 于 积分 | R(x,V ar + ba +c)dx(a se 0,8? se 4ac), 可 用 适当 代 换 将 其 


中 的 根 式 化 为 v at E Rv E- e > 全 ;然后 再 用 代 换 ， = Bianu 或 上 = 
Bsecu,t = Psinu EPRS. 


例 7 求 1= | dx. 
EE TENES E 


i = J (a A - 2A 


-- (nz ze 


pad 
34 +C 


=- Zarctam/ H & Inl x & V a ile, 
xl 


= - 2arctani + ln 
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4.2 5g 积 分 


4.2.] 定 积分 概念 

(1) 定义 ” 设 雇 x) 是 区 间 [a,Bj(a < b) 上 的 有 界 两 数 . 任 取 分 点 到 人 = 0, 
Loen) [EI a = xy «xp «con = maxSx; E, 
E [nnll sig 本 .车 存 在 与 ,的 取 法 无 关 的 极限 

1 = lim DAS)As, 
则 称 f(x) 在 [a,5T 上 ( 黎 曼 (Rismanny) 可 积 , 旦 称 TAC fL a, 5] LOORI E 
积分 ,简称 积分 , 记 作 | /(x)dz 或 | .as 其 中 的 Rsz),a .分 别称 为 被 积 函数 、 积 分 
下 限 与 积分 上 限 .约定 
| coa: 20; [rods =- M «ddy. 


(2) 几何 解释 ES) > 0 M| (x)dx 表示 曲 边 梯形 0< ye G0 ,as 


«big m. 
(3) 可 积 性 ”分 段 连 续 或 分 段 单调 的 有 界 沙 数 可 积 . 


4.2.2 定 积 分 的 性 质 


i 六 x) ,g(x) EREL a,b] 上 可 积 . 
(D 线性 性 IHESKA a, A 


b b b 
NC; + Bg)dx = o] fàx * p| gd. 
(2) 可 加 性 Xi a < c « $8, 则 
b č È 
| mad = MOT 十 | God. 
(3) 比较 性 质 Ear) < g( xa s x xb). 
b b 
[rds = | etade. 
(4) 估 值 定理 — Xp A fx) ga Blage) W 
Alb- a) x | rGoas < B(b- a). 


由 此 推出 VE IO = 0, 则 | fx)dx zz Ü, 


(5) [free] æ [nto 1 a. 
(6) 第 一 积分 中 值 定理 Fla, b] E f ES g) TES WFE E € 


，32 ， 第 1 篇 微 积 分 


[a,b] ,使 得 
| astoay = fo gada. 
特别 地 , 取 g(x) = 1 得 
[Kedde = AED- à) (EE Lo. 5). 
(7) 第 二 积分 中 值 定理 EAr) Ela, b] 上 单调 , 则 存在 & € [0,5], 1 
JGoa Gods = Ke) Goss TOEN 


TERRCI), (22, (06) CI) HRRT HT a ze b KAR. TEHO) - (6) 可 以 适当 形式 推 
广 到 本 篇 所 述 的 其 他 积分 . 


4.2.3 X EA 


B fGO eL a.b) ESTRUM P(z) = | Kt)dz 在 [a,6] 上 有 定义 、 连 续 , 且 对 / 
的 连续 点 x 有 
FG) = (roa) = y. 
-一 般 地 , 若 olr), bix) HERB. A gala) bx) « B.J(CxO ELAB] 上 连续 , 则 
( CDa) = féb(xD V) - fCaG)D a Ca). (4-2) 
会 式 (4-2) 常 被 用 来 证 明 涉 及 积分 的 等 式 与 不 等 式 . 
AS 设 /(x) 是 以 了 为 周期 的 连续 函数 ,证 明 | Kods = | fade. 


Ojo) = | Aade, Mf Ca) = Ke+ T) — (a) = 0 于 是 


Fa) = KO) = | Kr)ds. 
例 9 ita) gl) Ela. blia < b) 上 连续 ,证 明 
È 2 b b 
[Li coscoas] « | Pcoas| 008. 


证 令 Fix) = IOLO Fd - [Proscoa] m 
FG) = Pol PC « epo - sr osco| rosca 


- J'ucosco - figi x)0dt m 0(a sz x« b). 
因此 Fis) 单调 增 , 从 而 F(B) = Fia) = O,IEBISESERE. 
4.2.4 基本 积分 公式 
(D 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 RA) Ela. b] EIF, Fix) Ele, b] 上 连续 ， 


4 ” 定 积分 与 重 积分 


择 多 除 有 限 个 点 外 FG) 六 x) Bn 


[js - F(B)- Fla) = FCO)! l 


~ 3J * 


(4-3) 


(2) 变量 代 换 公式 iN) Ela, b] EER, p) fle, BIGEL8.a D 上 连 


AE o s plt) x b,pla)= apfp) = 上, 则 


| Gods - JA "OPI 
(3) 分 部 积分 公式 I ulr) ola) 在 [a,b] 上 连续 可 微 , 则 
b b 
MT - | -| vau. 


定 积 分 计算 主要 采用 以 上 公式 ， 
8810 求 1 dim 217 (5s 9), 


解 “利用 定 积 分 定义 与 公式 (4-3), 有 
+ VERUS ! _ d al 
1 = lim (t) La J wer = -y - 

£5 11 RI =| Ved (a > 0). 
BE 用 x = asint0O « ! x 3) 作 代 换 , 采 用 公式 {4-4), 有 


l 


2 alfi 
7 = eJ cos! ndt = £j (1 cos2 (di 


2 Z 1 
& l. 2 mà 
ES 【上 十 EIE "AC 


例 12 $I- | xsinxas. 
解 ”采用 公式 {4-5), 有 


Í 2- xeosx 


x * 
+ | cosxdx = m. 
Q 0 


4.2.5 积分 的 近似 计算 


it fx) Ele, b] ET TR. 
(1) 梯形 公式 $h $A y 


b 
cas = h+ A = f,» 


T, = [AA + S os khol. 


当 /两 次 连续 可 徽 时 有 误 关 会 式 


n pl 


(4-4) 


(4-5) 
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一 ~ 一 


R, = - a re), £ € (a, 5]. 


(2) MER ASIE CIEHBAE Simon) AR) 令 = C gu 
[Kads = í+ R, = S’ 


= Ż 3 lfa) + fCb) +D 0 + 2ih) ST «Qi - D&)]. 


eA 
R, =- Bat nce) eE [a,b]. 
例 13 近似 计算 x = ids 
E ”采用 抛物 线 公式 , 取 n = 2, 则 
rt + + Ce) = 3. 14157. 
43 重 积 分 


4.3.1 重 积分 概念 


(定义 ” 设 了 CR 是 具有 =” 维 体积 "的 有 界 闭 区 域 ,是 ?上 的 有 界 函 数 ， 
以 任意 方式 将 VY 分 虽 为 m 个 小 区 域 VtE = 1,2, n fl I V A HEBEL As. C 
« £x m). EL dCV) id. V; B) EECES CEDE HPPA Ex [BIFE SB. E358 55), A. maxdCV,). 
在 每 个 V; 中 任 取 一 点 Pl g igm) EETES V, IA HIE P, WREE 


I= im> AKCPD)aw， 
则 称 了 在 Y 上 可 积 , 且 称 了 为 上 在 了 上 的 积分 (或 n 重 积分 ), 记 作 


由 -区 P)dx,dx,--dx, 或 [| rao, 


其 中 的 fF 与 dv 分 别称 为 被 积 函数 .积分 域 与 体积 元 . 当 n = 2 时 将 dv 写作 ds 或 


dxidx; BRE 面积 元 . 


(2) 物理 解释 (对 ”= 3) ”车 / ORI | fav 可 解释 为 局 部 密度 AP) 的 立 


fk vagi. 
{3) 可 积 性 “” 若 了 在 Y 上 连续 或 分 块 连续 , 则 f 在 VY 上 可 积 . 


4.3.2 重 积 分 的 性 质 
设 f,g 在 有 界 闭 区 域 D(c E) 上 可 积 ， 
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(D 线性 性 。 对 任何 常数 a,8 有 
ICE Bg)do = a [| fde + pfl ado. 

(2) 可 加 性 45 D ARD Di, D D, I ” 

ffa = 2 flao. 
(3) 比较 性 质 BEDLfegM 

fa = feon. 

(4) WEEE FEDEA PP B, 则 

i < [fds < Bo. 


其 中 o RRD WERUH S > 0, 则 | /do = 0. 


e | [faol < ip ao. 
(O 中 值 定理 若 在 D 上 /连续 ,g 不 变 号 , 则 存在 PE D, ibt 
[fede - FP) || aae. 
特别 地 , 取 g = 1 得 | i 
Dto = mo. 
n(n > 2) 重 积分 有 类 似 性 质 . 
4.3,3 化 重 积 分 为 逐次 积分 


(D 设 平面 区 域 器 可 表示 为 
vix) e y s yox) Ca xz x ub), 
其 中 yio = 1,2) Æla, db] ERBESEPRAEH. yir) m sx) Ca g x x b) Aa 
y) YE D Lsk, Uh] 


fja - [as fos nin (4-6) 
5 "e PIT 


(2) iE FEHIDCIE VC c R2 可 表示 为 
aix, y) morcm x € D, 
Et DGRVIExvyCÉI DEBE Oy -,24É D EHER RA H z (9) 
g nix.yhf(x, yz) TE KESE, bj 
' zix. y) 
] e = [2 dr 3 fore code (4-7) 


(3) 设 YC 民 :是 一 有 界 闭 区 域 ,以 平面 Z = Rr RRE xy Fi E PR 
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E D.asiumbifs.y,.z)dk V ERS, M 
I] n = l'as] y inar. 
3$ f x.y,z) = fz), D, 的 面积 为 $(z), 则 
Ja = [os coa« (4-8) 


Hit EIs l| 22m + 


E DEN; el- z, HEE Stz) = x(1- z*). 于 是 


1 dat 
- 2(1. 2 _ 
r= | x (1- z*)dz = 15" 


4.3.4  EXAXdA E, 


W U,V c R^ 是 两 个 有 界 闭 区 域 ,由 函数 组 
Yi = yix ax CE = 2) 
3c BE V 3 U fI ex 2o DR] ——— 94 I. R y Cx 2x 皆 连 续 可 徽 且 雅 可 比 行列 
式 


J = D Yi? Var y, ) 


D( x, 52,777.) 


若 了 在 上 上 连续 , 则 
[| roninérs = [Loo 1 F1 ants. (4-9) 
U 下 
其 中 = (7 和 
4.3.5 坐标 变换 公式 
(DEER Airy) €E ERRER, 2 0,0 8 < 3) 决定 于 方程 
组 
x = reos, y= rain. 
ARD = r TEREE F OREA 
ds = dxdy = rdrdð. 
车 区 域 Dc 本 在 极 坐 标 下 可 表示 为 
n() rer). ax) sf. 
其 中 LOC S 1,2 Ble. p] 土 的 连续 函数 且 0 < r(9) x n(0). fix, y) TEDE 
HE, Mj 
I = M fi reos, rsind) rdr. (4-10) 


(2) 柱 面 坐 标 。” r0) Ox, y) € RH IHR SE Br I PR CELO ZO) 为 点 (x,y,z) 
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c R BEHER. FER Vic RO 在 柱 面 坐 标 下 可 表示 为 

xr.8) e zsxomr.80), mgran), a ux 8 m f 
HP zir Bnl = 1,2) FE, H air) & zi (r.00,0  r(8) < m0); 
f(x.v.z) Æ V EE, N] 


Bg 0 zit. 
le - - | dg|” e "mu af? " NUS raint, z)dz. (A-1101) 
(3) TT. FC x,y, 2) € EREE CO 0,000 z 0,0 x 0 « 2r,0 «c 
p x n) 决定 于 方程 组 


x = pcosÜsinp, y = psinÜsinp, z = jcosp. 


ARADEA - ersing, 故 在 球面 坐标 下 体积 元 为 


dv = dxdydz = psingdped&deo. 
ERR KC R) 在 球面 坐标 下 可 表示 为 
pallo) x psm hp e esp ape 
其 中 pali pli = LODERO x ap) s opha yz) E V EE, Dh 


B 4 Piip) 23 
la, = li 36 | spdp| “fe dø, (4-12) 
其 中 请 = f(ocosPsing. psinPsinp, pcosq). 
BIS 求 了 = le + y)dxdy, D: + y^ x 


n 


E EEEF, DIRKO greco, tlg F 于 是 由 公式 (4-10) 有 


f 


H 


z cos 
faf ( reos + rsin) rdr 
-5 0 
{f 
= Tow + sinf dcos 8 dà 


P! 
- 2|! coton = Š 
wie ic- [| 24 ih rZ xl. 


解 “在 柱 面 坐标 下 ,Y 可 表示 成 
[zl v lE-7r.,zrs«l0s8 «2x. 
于 是 依 会 式 (4-11) 有 


"IT. 
7 = | se| rar osed: 
= 2| costae] 7 Yl- rdr = 1s. 
o ü 
在 球面 坐标 下 ,可 表示 成 
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Ószcosxl, Üzoszm ggr. 
于 是 亦 可 用 公式 (4-12) 得 出 同一 结果 : 
| 
i ina. e. Qt 
Ix | dg| sinpde| o cos fain 9 * pode 


- | coszedg| sis pde | prdp = is 


5 曲线 积分 与 曲面 积分 


5.1 第 一 型 曲线 积分 


5.1.1 就 长 
(DEX 设 工 是 以 4,8 为 端点 的 空间 曲 钱 ,在 上 上 依次 取 点 4 = Ap Assn 


A, = B, UL Aj (Oc fn) 为 项 点 的 折线 之 长 度 为 > AAT. 


TENES A: |, 


E. 08.59 ET ERS ES ÉH 1A; 到 的 . 称 :为 曲线 二 的 哎 长 , 当 ;有 限时 称霸 是 
可 求 长 的 . 
(D) 计算 公式 。 设 上 由 参数 方程 
x = x(t),y 2 y(t),z zt 
AE r) = jayi OL n (CO RE ERHIELT RE, BERMEA 


5= 『 | r(oldrz lv x (1) e y?) A H 1)di. (5-1) 


Bk ds = | r(e) | de 为 曲线 上 的 弧 微 分 ， 
下 面 各 节 中 设 上 是 给 定 的 可 求 长 曲线 . 


5.1.2 ”第 一 型 曲线 积分 概念 


(DEX ”证 /是 定义 于 工 上 的 有 界 函 数 , 议 任意 方式 将 王 分 成 m 小段 上 ,在 
SER L EÍEHU— AMO gig Pi 以 aa LE ZE, ZA maxAs;. 车 看 在 极限 


1 = lim; (fA. 
H. 了 与 把 的 分 法 及 点 时 的 取 法 无 关 ， 则 称 了 为 了 在 地 上 的 第 一 型 曲线 积分 (或 对 弧 
长 的 曲线 积分 ), 记 作 | Aay odds REER, yas. 
当 了 在 工 mil fas 必 存 在 . 
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(D 物理 解释 S> 0, 则 | Ads 可 解释 为 共 线 密度 /的 曲线 上 之 质量 .最 
= 1, 得 到 
s = | as cc ZIK). 


5.1.3 第 一 型 曲线 积分 之 性 质 

定 积分 的 大 部 分 性 质 (4.2.2 BZU) ~ (6) 可 推广 到 第 一 型 曲线 积分 ,其 主 
要 者 推广 如 下 : 

(D 线性 性 | Yaifids = Ys | fds. 

(2 可 加 性 。 若 工 被 一 些 分 点 分 为 n 段 五 ,2 及, 则 

| fas = D| s. 

以 上 假定 所 出 现 的 积分 存在 . 

(3) 中 值 定理 ”车 / 在 L 上 连续 , 则 存在 LEUR M RI] /ds = /MM)s ,是 
LZA. 

5.1.4 计算 公式 

设 志 是 由 方程 r(t) = eG (Oz (OL Co < t < 六) 表示 的 光滑 有 曲线 ,f 在 + 
上 连续 , 则 

| fis = Presto rt) s eee nar, (5-2) 


Hp irls Ex"CO + y CO « zZ (017. 3$ Le x 平面 上 , 则 在 (5-2) 式 中 
取 zit) z018 


jr» rosam e gon (5-3) 
ELEA y = yila e x s b HE Wii Zak (5-3) r9 r£ = x 得 
NS = Pie) vley H x) dx. (5-4) 


若 工 由 极 坐 标 方程 ， -or( 8a x 8 x B) EUM CES A (5-3) PE t= 98,x = 
r(8)cosQ, v = r(O)sind 得 
NT - fr r(8)cosB , r( sind) vy r7 (8) + Aod. (5-5) 


Hi RIE f x^ds,L:y = x 2a- x^. 


E LELRO, D 为 圈 心 ,以 1 为 半径 的 上 半圆 局 . 令 x = 1e cost, y = sint 
(0 x t1 & 1), fx G-3) 有 
Iz l'a + cost Y? / sim t + cos? rdi 
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= l'a + 2cost + cos 1)di = 3x 


2 
若 用 公式 (5-4), 则 应 计算 以 下 积分 : 
2a J Q0 7x 2 x. 
i= Fe l+ T dx = f. y? dx 
= 4| 2n dt (x = 21) 
J] 
=% 【用 欧 拉 积 分 ). 
其 次 ,可 表示 为 极 坐 标 方程 = 2coeg(0 < 8 < 下 ), 央 此 可 用 公式 (5-5) iH 
5. 
I= seose v/ daind + Acos Odo = 8| ?cost0do ~ žr . 


5.2 第 二 型 曲线 积分 
设 工 是 以 4 为 起 点 ,以 吕 为 终点 的 有 向 曲线 且 可 度 长 ,站 = 1P,@, 只 | 是 定义 
T oL bre EISE. 
52.1] 第 二 型 曲线 积分 概念 


{1) 定义 ”在 上 上 依次 取 虚 4 = Ag Apoc A, = BUE LIA n EELIL. 
c da ERA L ERAM A rii AA; ISI EE S Ar = rnal giga), 
À = max | Ar; | . BAR 


- a 
{ = lim | FCM) Ar; 


FEASA A, M: 的 到 法 无 关 , 则 称 IFRA P,0,R) 沿 曲线 上 的 第 二 型 
昌 线 积分 (或 对 坐标 的 曲线 积分 ) , 记 作 


| -dr 或 | pdx + Qdy + Rdz. 
E 在 L 上 分 段 连续 , 则 积分 | .dr 存在 . 
(2) 物理 解释 E F 表 示 沿 上 定义 的 力 扬 , 则 | F -dr RRRA LANAA 
移动 至 点 BIH F ERD . 
5.2.2 第 二 型 曲线 积分 的 性 质 


假定 下 面 出 现 的 积分 此 存在 . 
(D 与 第 ~- 型 曲线 积分 的 关系 设 二 是 上 的 单位 切 疝 二, 它 指向 上 的 正 向 ; 
cosa cosp cosy 是 + 的 方向 余弦 , 则 
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jz * dr = jz * tds = | (Peosa + Ocos? + Kcosy)ds. 
(2) 5H £EREFIBUX AE BLA - 工 记 过 反 转 方向 的 用 线 ,出 
| F dr -- | F- dr. 
-E L 
(3) Eef Pax = | Pax + Üdy + odz,| Qdy 与 | Raz tut , 0 
jz “ dr = | Pax + f eu 十 NS 
(4) 着 了 平行 于 二 平面 , 则 | Rds = 0; 若 了 是 平行 站 * 轴 的 直线 段 , 则 | ody = 
E = Q. AERE . 


5.3.5. 计算 公式 
设 LiÉmBABra)- heuh l 表示 的 光 祝 他 线 ,t = aig rS 
二 的 起 点 与 终点 (不 让 a < B.F = IP.Q.RI TE L Et, Utd 
f F dr = MUTO + Qy G) + Rr GO dt, (5-6) 
R'bP-PxQG).vCO.zGO), g, R fub iE Lex Ej t, TEZESRG- 6) f 
zkt) = 0,18 
| Pox + 0dy = [PUPE CO + Oy CO Jar, (5-7) 
HHR P = Piy) Q Drill. E LR A DRY = vix)asg xebx-o, 
b 59e ny L etes 5 ex , 则 在 公式 1S-7)7 中 令 上 = ,得 


| Pax + Qdy = PIP, yla) + Qxl Dy C2 ]dx. (5-8) 
92 求 了 = | yax - xdy,Liy = v 2- x! Ma, £2) 到 点 (1,1)， 


A 


解 ”上 可 表示 为 参数 方程 x = yY2eosi,y = Psi $ zig Thi = 7 Ti 
A DERE ARCOLN/2) 与 (1,1). 于 是 依 公式 (5-77 有 F 
iz Wasine( ~ Vising) - cosi + /2cosi ]dt 
2 


En 
2 Ed 
= afd z= 2 a 
亦 可 用 公式 (5-8} 计算 ; 
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5.2.4. 全 微分 式 的 积分 


(D 全 微分 若 存 在 可 徽 函 数 u, {Ei} du = Pdx + Ody + Rdz( 这 等 价 于 
gradu = F), WFE Pdx + Qdy + Rdz 为 全 微分 或 恰当 微分 , 称 r A Pda + Qdy + Rdz 
HIRAK. 

(2) 全 微分 式 的 积分 a E Pdx + Qdy + Rdz HAR, A 

J, Pdx + Qdy + Rdz = u(B) - u(A) = u E (5-9) 
其 中 4,8 分 别 为 曲线 上 的 起 点 与 终点 .公式 (5-9) 可 看 作 是 关于 曲线 积分 的 牛顿 - 
莱 布 尼 兹 公式 (参照 公式 (4-3)7). 

p3 求 了 = | (2 + eX)dx + (xe! — cosy)dy, Lii y = x MAC- 1,1) 到 
A3 (0,0) ,再 沿 x $88 (2,0). 

解 ”首先 注意 被 积 表达 式 可 表示 成 dfxer - siny) + 12xydx ,于 是 可 部 分 地 应 
用 公式 (5-9): 

i= | a xe" 一 siny) + 12| sydx 


(2,0) 
= (xe — siny) 十 2f" x!dx 
{-1,1} -I 


= e— l + sinl. 


5.3 第 一 型 曲面 积分 


5,3.1 曲面 面积 
(1) E hE hi X nIxXxenRJ4 RB 
x 2 x(u,v),y = y(u,v),z = z(u,v),(u, s) € D, (5-10) 


4 pa jalmo ybu) zlu v). A rar, 相处 存在 ,连续 是 rx 7r, 4 0, B x 
为 光滑 曲面 . 

(2) 曲面 面积 设 卫 是 由 (5-10) 式 给 定 的 光 请 曲面 ,已 是 有 界 区 域 , 则 三 的 面 
Bis 可 表示 为 


Sz Jin x r,l duds. (5-11) 


称 qs = | r x r, | dedo 为 曲面 的 面积 元 . 
车 曲面 X 可 表示 为 方程 z = z(x,y), (xy) € D.z(x, y) ERTA, 则 在 
{5-11) XX u = xn = yf 


总 一 lk zo z dedy. 
| / 
相应 地 ,dS = ov 1o zx z dedy. 
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IJ RE EGEBEBDPS Tn MH . 

5.3.2 第 一 型 曲面 积分 概念 

(DoEX 设 / 是 定义 于 王 上 的 有 界 函 数 .DMESUANEEEXG Ds AE. 
Xj70.2,,/ AS; id, HAR, A d EE X; BJ EL ÍS T A = mard E ERT E; 
上 任 取 -一 点 M, . XO 

l= lim 2 /(M)AS, 

存在 具 与 x, 的 分 法 及 点 射 ， 的 取 法 无 关 ， RU S/O ASE hR] 
面积 的 小 面积 分 ), 记 作 | >,y,z)d5 或 | mas 


asaz Lamia mas ort. 
(2) 物理 解释 若 / > ou [as 可 解释 为 有 面 帘 此 /的 曲面 之 质量 . ER 
fF=1, 则 | 
s-[as (曲面 三 之 面积 ) 
5.3.3 第 一 型 曲面 积分 之 和 性质 
假定 以 下 出 现 的 积分 皆 存 在 . 
DI UD = Da fAs, 是 常数 . 
(2) 可 和 名 性 设 三 被 分 划 为 4 块 也 (1 sign) 
[mas = > as 


(3) 中 值 定理 。 车/ 在 上 连续 , 则 存在 一 点 WE SAB flas = /(M)S,5 


记 瑟 之 面积 ， 
5.3.4 计算 公式 
ixi 8010 表示 的 光滑 曲面 ,了 在 三 上 连 线 . 则 
[as = I r x F, | dude, (5-12) 
其 中 六 = f(xCu.s. vu, 2). ziu, 2). Xp 由 方程 : = (x,y) 表示, 则 
ffas = [rss yz zw sidedy. (5-13) 
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$a 求 1= [ease is gy. 


解 ”用 公式 (5-13) 计算 :z = - 2, =- F, 


Fi r4 


dS =y bz! z? dady = z'dxdy; 


ü 1 - 2 = 3" 
亦 可 用 公式 (5-12) 计算 :在 球面 坐标 下 三 可 表示 为 
X = cosÜsinp,y = sinÜsinp,z = cosQ, 
K'rBOx)2n0z9x 3. 算出 
dS = | rs x F| dgdp = sinpdbdp， 
于 是 


I = 上 "otoda sim pde = 2, 
5.4 ”第 二 型 曲面 积分 


5.4.1] 双 例 曲面 


& zf—Othdudp.RXpfE TT X DES B RYE E n IEEE 
3 的 单位 法 向 量 , 则 称  DAODUB ETE, ELE m TRIS] x ASEN. 已 确定 正 侧 的 曲面 称 
为 定向 湖面 ， 

以 下 设 三 是 给 定 移 有 界 光滑 上 曲面 ,其 定向 已 由 单位 法 向 其 m = [cosa ,cosp， 
coy} 838, F = |P,Q, Ri 是 定义 于 三 上 的 向 量 消 数 . 若 三 是 某 区域 了 的 边界 ,nm 
指向 内 部 , 则 称 三 的 正 侧 为 内 侧 , 相 反 的 一 侧 为 外 侧 . 若 cosy 不 变 号 , 则 称 使 
cosy > 人 0 的 一 修 为 上 侧 , 称 相反 的 一 侧 为 下 出. 


5.4.2 第 二 型 曲面 积分 概念 


(1) 定义 “以 任意 方式 将 三 分 则 为 m 小 块 王 2; EIAS; IE LER, 
以 4(S) id. X; 的 直径 , 令 A = maxdfzi); 在 每 个 E; 上任 取 - RM. 若 极限 


- liq FOMO - n( M;)AS, 


EEES x, HoA M, 的 取 法 无 关 ， 则 称 了 为 Fi 或 函数 组 P.Q.R) EZ bHr 
指定 一 向 的 第 二 型 曲面 积分 (或 对 坐标 的 曲面 积分 ), 记 帮 


fr -ndS 或 [ Pasa: + Qdzdx + Rdxdy. 
F E 
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X 是 由 光滑 曲面 了 X-.m, 拼 成 的 分 块 光滑 曲面 , 则 约定 
|| F- nas = ME nas. 
E =l 工 


(2) 物理 解释 “ 若 严 表示 流 经 曲面 的 某 种 稳定 流体 的 流速 , 则 || 严 . nas 


示 单 位 时 间 内 流 过 曲面 指定 一 仙 的 流量 . 

5.4.8. 第 二 型 曲面 积分 的 性 质 

假定 以 下 出 现 的 积分 皆 存 在 . 

O) 与 第 一 型 曲面 积分 的 联系 KEE, |F- nd 是 函数 严 .的 第 一 型 昌 
面积 分 , 且 | 

ILE ndS = || coe + Qcosf + Reosy MS. 
(2) 与 曲面 定向 的 关系 若 以 - 工 记 曲面 三 的 另 - - 侧 , 则 
[Pasaz + Qdzdx + Rdxdy = - [Poaz + Qdzdx + Rdzdy. 


(3) #4 [os - - [rare + Odzdx + Üdxdy, li Qdzdx, || raso» 仿 此 , 则 


[ra + Odzdx + Rdxdy = [rav * Jos: dx + [noo 


(4) d fT a Sh, W | Paydz = 0:35 E REOEET o 平面 的 平面 块 , 则 
J Payaz = f Qazax = 0. 余 类 推 . 


S.4.4 计算 公式 
设 三 是 由 方程 (5- 10) 表示 的 光 沸 曲面 ,PF = 1P,0.Ri TE X EER, D 
IL * nd = ] Payaz + Qdzdx + Rdxdy 


P QR 
-| 


Ya Ya Ta 
È 


Xo Ya 


其 中 P = Pixrlu,y) yleu, zlu, n) Q, R ik. Er xr WAE AEN, DU 
(5-14) 式 右 端 取 *+" 号 ;否则 取 *-" 号 . 若 工 由 方程 z = olay) 表示 , 则 在 (5-14) 
APR u =x,p= YP=0= 0,43 

[ Rasa» - < [| RG. y 2G asy. (5-15) 


dudr, (5-14) 
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H 将 以 上 例 为 正 侧 时 右 端 取 “+” 号 ,否则 取 *-" 号 .对 于 | Pdydz,|Qdzdx 有 类 似 
At. 3 x 

Dis RI J| xaydz + ydzdx + sdxdy, 了 是 球面 x + az = 上 在 第 一 封 
限 部 分 的 外 侧 ， 

E 在 球面 坐标 下 ,3 可 表示 为 

x = eosÜsinp, y = sinÜsinp, z = cosp, Ùs lpg 3. 
六 基 由 公式 {5-14) 有 
cosÜsinp — sinÜsing cosg 


Aan 
i=- MR - sinÜsinp — cosPsinc 0 |déde 
cosÜcosp  sinÜcoso  - sing 


z IR do| ^ sinpdg = F 

因 re x ry 指向 球面 和 内侧 , 故 用 公式 (5-14) 时 取 *- ”号 . 
亦 可 用 公式 (5-15): 若 以 号 记 了 在 黎平 面 上 的 投影 , 则 

Nzazay = E l- x3 — y dedy 
= Paf vi - mrdr = $- 

9 -+0 
类 似 地 可 算得 
[[sàydz - ] razas = t' 


于 是 同样 有 7 了 = 5. 
5.5 BE. Pr EDEE AX 


5.5.1 数量 场 与 向 量 场 


wnio ee PRR. 

(D felis HEATA EREA AA u AO 上 的 数量 场 或 纯 量 场 . 数 
TERREA ,气压 场 等 物理 场 的 一 种 抽象 . 

(2) 向 草场 称 定 内 于 总 上 的 人 尾 何 向 量 画 数 灰 AN 上 的 向 量 场 或 天 量 场 . qu] 
TEENA .电场 等 物理 场 的 一 种 抽象 . 

(3) SHAS iau SFAR LARE "sis Et ER , 称 任何 曲面 
= const 为 数量 场 zx 的 等 草 面 . 称 在 每 点 与 豆 相 切 的 轴线 为 六 量 场 不 的 流 线 或 向 量 
线 . 


5 则 线 积 分 与 曲面 积分 - 47 ， 


可 类 似 讨 论 半 亩 上 的 数 攻 场 与 向 坡 场 . 
5.5.2. 梯度 . 散 度 与 旋 度 


Hut*sFziIP.Q.RI 分 别 为 区 域 吕 内 的 数量 场 与 癌 霸 场 BERE EA F HYRLÉC ffi 
FRETE. 令 
gradu = Vu = lu, uui 
divf = V. F = P,+ Q,« Ra 
rotF - Vx F - IR, - Q.P. RQ- P,| 


i Jj Kk 

-2 2 29 
dx dy Ndr). 
P Q R 


三 者 分 别称 为 u MER F RESER ,其 中 V [5 5: A 
是, 称 为 哈密 顿 {Hamilton) AF . 运算 wu,w 下 与 Y x 下 油 兼 微分 运算 与 襄 虑 运算 
的 性 质 , 主要 运算 规则 如 下 : 

r 线性 规则 


V(X au) = Pov 
izl (zl 
v.i > or) = av. F,; 
fal i=l 


vx( 3533 - a Vx F,. 
i=l i=l 


2 3k EL ER 
Víur)- vV ub uVa; 
V-(uF) = Vu: Fiu- F; 
Vx(uF)- VuxFt*uVxFi 
V.(Fx GG) = (Vx F)-G- F-: (Vx G). 
3 链 规则 
V f(u) = f'(Cu) V u. 
4 双重 Y 运算 规则 
V-(Vu) = V'uz Au = uy * ün t ugs 
V.-(Vx F0; 
V x (Vu) = 0. 
以 上 uv. wu 是 数量 场 F.G, F, 是 向 量 场 , co; 是 常数 ,f 是 可 微 实 明 数 . 
5s ir- tx y.zl,r - dri, W] 
Vr- rr, V«r- 3, Vx rz 1 
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5.5.3 积分 学 的 基本 公式 


(1) 牛顿 - 药 布 尼 兹 公式 ( 见 4.2.4 节 ). 
(2) 格林 (Green) 公式 B DCR) ARAWA THARE, HAR LAAR 
KRH, S 上 的 正 向 行进 时 保持 D AREA; P,O 在 上 连续 可 微 , 则 


MZ + Qdy = fce. - P,)dxdy. (5-16) 
D Hog XE EE D 内 任何 闭 曲 线 可 在 D 中 连续 变形 编 为 o. 
(3) 斯 托 克 斯 (Stokes)] 公式 ” 设 芋 是 单 连通 的 光滑 曲面 ,其 边 蜡 工 为 分 段 光 沸 
闭 钥 线 , 沿 艺 正 向 行进 时 保持 王 的 正 侧 在 左边 ,让 = ÓP.Q. RI TE X ERES IST 
f , 则 


rare ] ev F) cns 
L X 


或 
dydz dzdx dxdy 


3 d J 
| pax + Qdy + Rdz = | x o» xl (5-17) 
P Q m 


(4) 高 斯 {Gauss) BA 设 的 CR) 为 面 单 连 通 的 有 界 向 区域 ,其 边界 三 是 分 
5h XCHB P lt s 是 的 外 向 单位 法 向 量 ;= P,Q, R] E VEAR IRT, 


I ' ndS = ll (V- F)de 
或 
J| paya: + Qdzdx + Rdxdy = 中 (P, + Q, + ROdxdydz. (5-18) 
『 面 单 连通 意味 着 了 PETAT TE V nhi AREE AO — . 
4-16) ~ (5-18) 常用 来 简化 曲线 积分 与 曲面 积分 的 计算 . 
例 6 求 1= IKC dx - (x? + y'siny)dy, Liy = x MAAC- 1,1) 到 点 


BCI.D. 
解 上 补 入 线段 BA (SI Ez PI ELT FE BO PET HE £X EC, 它 围 作 区 域 Dia? um oy uml 
由 公式 (5-16} 有 
1 = | 十 n 


z f cas -27)dxdy + | (2 + dx 
7 - 


- - 2| vasdy +8 = £. 
D 


24.2 E 
pi? 求 了 = | yde + zdy + xaz, sd + 了 二 JA z 轴 正 向 看 去 上 为 


x+y+z=Û0, 


5 曲线 积分 与 曲面 积分 “和 ， 
反 时 针 方 向 . 

E 以 卫 记 工 所 疼 之 圆 盘 , 沿 工 正 向 行进 时 ,其 生 迪 为 三 之 正 侧 . 于 是 由 全 
起 (5-17) 有 


dydz dzdx dxdy 


“| a 3 g ' 
了 = l ax Jy ag |=- | dydz + dzdx + dxdy 
E y Z x - 
--3|4xdy (用 对 称 性 ) 
三 - 43x. 
pls l= | 4dyd: - y'dzdx + 2yzdxdy , X 4: FERM: = w I 一 


- 


Z EM. 
解 SAAEED: x? + y g ls = ORMAN DEIBIE FERIE V. 
由 公式 (5-18) 有 


了 = Ii « [| - li 4zde 40 = ja —-x - riydxdy = m. 
r b 


此 F 


5.5.4 “积分 与 路 径 无 关 的 条 件 


(D 特殊 场 AF = Vu WER F SERERE SEG ES FR u AFH. AF- = 
Vx G, WPR F AWER. AVe F = 0,0 F oclo. AV x F -0,.llfk FS 
Aue En ， 

(2) 堂 间 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 SU F-GID.O,RI EE X. TREHI 
域 c RS) 内 的 向 让 场 . 则 以 下 条 件 王 相等 价 ; 


I? 积分 | Pax + Ody + Rdz EN 内 与 路 径 无 闫 ,昌江 仅 决定 于 上 的 起 点 经 
PALA RIE 分 段 光滑 闭 曲线 C, 有 | Pdx + Ody + Rd: = 0. 


y F EEEH. BI R, = QP, = Re Q, = P, 

£ Pdx + Qdy + Rdz Eh A CE. 

5 FEE. 

(3) 平面 曲线 积分 与 路 径 无 美的 条 忻 。 dE DOC At FER, P, oE 
D 内 连续 可 微 , 则 以 下 条 件 互相 等 价 : 


P 积分 | Pdx + Qdy 在 内 与 路 径 无 关 ， 
对 中 内 任 -分 段 光 滑 闭 曲线 CA| Pda + Qd = 0. 


六 在 DD 内 0, = P.. l 
中 Pdx + Qdy 是 恰当 微分 . 
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6 积分 学 的 应 用 


6.1 质量 与 求 积 问 题 


VI Fiz I= 【a,b1,D,V, 荆 与 2 分别 为 给 定 的 区 间 、 平 负 区 域 .立体 、 曲 线段 与 
暑 面 块 ,其 局 部 密度 为 x( 依 情况 分 别 为 线 密度 、 面 密度 与 体 密度), jy 一 般 逐 点 变 
化 . 


6.1.1 质量 
ADpF.D,V,L 5 E.M M BETA BIS 
b 
M, 三 | ads. 
Mp = [eu 
My = ||| zde, (6-1) 
M, = | peds 


6.1.2 K& 面积 与 体积 
以 s 记 工 之 长 ,分 别 以 o,5 记 D5,Z2 的 面积 ,以 v 记 FF 的 体积 .在 (6-1) 式 中 令 


uc 1 得 
d = [as 
D 
r= [l dv (6-2 
s= | as, 
ES Jas. 
T 
6.1.3 重心 


HF D, V, L, E ECEE x,y,z 的 计算 公式 分 别 为 
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= | 
lI 
z| 
= | 

-= - 
~ 
Lr 
(ai 


* 

li 
šl- 3 
MC 
B 

名 

[= 

a 


| 
Il 
所 | 一 
t 
T 
v 
pam 
TA 


j ' * | i 
il 
E 
ES 
F 
cL 
k 


* | 
H 
ES 


" 
T 
&l- 
二 一 一 
E 
E 
立 
t 


t | 


= at; | isis. 
取 jt = 1, 即 得 到 形 心 从 标的 计算 公式 E 
例 1 求 上 = [3a5.2:24 «2 = xbY. 


EO ”三 可 表示 为 


其 形 心 学 标 为 (二 ,十 , 寺 ). 于 是 由 公式 (6-6) 有 
l 3 KI 


]-ox$ 2 Xx 本 x 全 = 


2 4 
6.1.4 转动 惯量 


(6-3) 


(6-4) 


(6-5) 


(6-6) 


以 J, i03 x 轴 的 转动 惯 晶 , 则 对 于 DL VLL IS XJ, 的 计算 会 式 分 判 为 
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J. 三 | ora， 
n 

J= pU) + dv, 4 
l (6-7) l 


Jy = | p + as, 
"E Je + z’ }d5. 
RETI J.J, 的 计算 公式 ， 
6.1.5 引力 
设立 体 了 对 位 于 原点 的 单位 质量 的 引力 为 已 = |F, 下 ,所 | , 则 
F =k ] D do, 


F =k A dv, (6-8) 
* r 

V 
F,-k ll M du, 


其 中 点 是 引力 常数 ,r = ov ey Z2. V BRIRLD ELLE NARMA. 
6.1.6 ”特殊 情况 下 的 面积 ,体积 计算 法 


(O WESE — UE xy 平 面 上 的 曲线 上 由 方程 y = Ala g a a b) REA) 
> 0. 工 绕 x 轴 旋 转 一 周 形成 旋转 曲面 了 3; 3 与 平面 + = a,*x = 4 围 成 旋转 体 V, 以 5 
id X Bg f, vid VER, n 


号 = | 2rrds - 2r| f(x) V 1c-f"7x)dx, 
让 = 天 GJ. 
车 以 (0,0,z) 记 卫 或 了 的 重心 , 则 z 的 算式 分 别 为 
z= 22 [ ua) v itf ady, 


z = E| TOUS 


(2) 平行 截面 体 “ 设 以 平面 了 = Baik r, PERUR SG xz 
« b). 


i 
2 


b 
的 体积 = | scoaz 
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62 功 与 流量 
6.2.1 X 
i-MATE FA EHA IB LLNO F i EERI w A 
FW = |F * dr. 


若 FF 是 有 势 场 (如 引力 场 ), 则 W SPARE LESS LMR Y = 0. 
B2 h FARA FIS r=- IREE, AEE F WFE 
1.5 + n = 1 依 反 时 针 方 向 从 点 (a,0) 移动 至 点 (0, b) RF ERER W. 
EO ” 依 题 设 有 下 = - irk REKS. 于 是 


ta. Ù) 3 
w--a[ridr- = Ea), 


(D, ^] 


6.2.2 流量 

Rm EB) E. v. ES for a P rci sicing 指定 … 侧 的 流 措 
Qo 

o = [v * nds, 
E 

关 是 工 的 单位 法 向 其 且 指 抬 三 的 指定 一 侧 .若是 无 源 场 , 则 从 任何 闭 曲 面 流出 的 
pi. mud V 是 无 源 场 , 乒 是 由 的-- 族 鹿 线 构成 管 台 的 管道 , 则 在 
单位 时 间 内 使 问 六 向 流 经 管道 任何 两 截面 的 流量 相等 . 因此 ,也 称 无 源 场 为 管 
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T HU m 


p lim (1+ +) = lim( + xr) ce. 
n 


Rm 此 


“3 
jarga 
= 
-— 
z 
a 
m 
wg c 
Li 
— 


e lim — = l 
So lim BE = lim tanx = 1 
+i X 
G lim sinhxz -limlanhx - 1. 
X x b 4 
P lim C eos) al 
Xx 


gm tt ll 20). 
0 ax 


P lim 4n = lim Ja = 1 (6a > 0). 


IP lim x^ = 1. 

zn 
1i? lim 5 = 0. 

t 

12 lim ^5 = 0. 

no J 
D? lim a` = lim Ab -0(0-«52«1« a). 
IP tim x ln = lim 4 | Inx If = 0 Ca > 0). 

im +t zt 

. NUES MERE. SN 1 8 
1P lim n+! p*l (p #- D. 


n 1 
Lira lim( - a1) ”= y qar a, (a; > 0). 


izl 


5 oW x 


I? div 一 const, lili y = Ü. 
P (Y = ax; 
( 2)? 三 a(a 一 lela -ñ+ Da (a z0,0,2.",.n- 1). 


P (am) = i" (n «m 


积分 表 


(x7) = 0n > m). 
4 (a = alna; 
(a)? = na (0 < a x 10). 
5 (ep tn) - e. 
& (ainx) = cosx: 
{sins ¥® = sin( x+ za) . 
T (sinhx?) = coshx. 
S" (cosx) = — siny; 
( cosx ™ = cos( X 十 ar) . 
F (coshx) = sinhx. 


IF (tant) = 


coe! x 
„d 
(tanhx)' = NEM 
Le (eotz)! =- 一; 
su x 
TEN 
(cota =- i 
(0 4d. 
IZ (loga) = xlna’ 
n 一 nel 一 1 
Cogar) ® = CDI Go DI Le D (0e axl) 
13 Cinx) = 5 
(Inz) (9? D -l n-1 n-l 1 
x" 
l " 
I (arcsinx) = 一 一 一 = - (arcecosx)' . 
(sin = AF 
15° (arsinhx)’ = 一 一 一 
l+ 
16 (arcoshz) = -天 二 -一 
| 
1 (arctanx) = ] 4 =— (arccotx) . 
I8? (aranhzy = 1. 
l- x 


积 分 表 
以 下 各 式 中 积分 常数 皆 已 省 去 ,a。> 0. 


+ 535 > 
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e leds = 一 -| (a æ- l); 


je z nix. 
3t - JL arctan Z. 
DEREN im £44 
e [5*5 - ial een mt] 
2 
sfat rab 7 TL Dti + denn, p) 


of dx. 1 x-a 

ejas i 
ag Ce Be ala + Bx)^*! 4.1 

P [xta + go dx = mai DE ^ (n« Df (n «- 1, - 2). 
dx _ 4l x" 

sj S dba. 


— _ 2 
x a . X 
p| a de = Z a^ - x^ 4 arcsin —. 


x 
- 2arctan Ž ) 。 
a 


2 2 a 
2 oa c. 
e [ aa dx = $ Y EU £n] xe V a a 
a| dx 20XY 
11 = asin —. 
a a a 


d 
e | 一 一 一 = in| xxl. 
Pae E 
te | Y — aa = VE- aarccos 


Ixl’ 


x 
M /| 
w | du -y aa k o an| 284 Y 3 ix. 
x | 
d l a 
i f nn 
at a 
dx 1 2 2 
ie | ——— =- —[n 三 + tc £ t 
yya sx a * 


— 
"3 

w—, 
* 

he 
[=] 

n 
] 
E. 

M 
f= 
号 

I 

| 一 


i . 
[2 a! - x! - x(a? — x?)3 4 ataresin 芋 | ， 
各 a 
全 一 一 一 1 
s fa? Vx? t a^ dx 三 gle PET xt a? 
4 NEN 
+ rlx’ a)? anire isell. 


T | "PO" Val- x . x 


; -dx2-7 ain 
x a 


积分 表 


x | : x* dx =- 7% + tne + u? 
1 
2] | o da = X a-x -x + 5 arcsin - 


2 | i = 了 Vx rag 2^ ln [x vix xa i. 
2» | d o Vet 
x! v a ax 
2140 
ILU 
25 | «da = 0 Di 
[eds = e 


26^ | xe*da = Íx — lje"; 
[eds = (a5-2x + 2)e*. 
2r [sinxdz = — cost; 
feosxdx = sinx. 
2m [sinhzdz = coshx; 
J eoshxds = sinhx. 
IF ftanzdx = - ln | cosx |; 
| eosxds = in| sina |. 
30F fianhxda = Incoshx ; 


| cothzdz = lnI sinħa |. 


3]° dx. 三 in 1 — cosy 
sinx six 
dx | ] + sing 
Tin = | 
cosx COST 
dx :1 + coshx 
3r | sinhx ^ — in| sinhx ' 
| -dx. = 2aretane*. 
cosh x 


3 | coezdz = 一 Col 一 x. 


3 IT x- tanhz. 


ap [coti sd = x - cothx. 
mn a asini — Bcosfi 
3P fe sinfrdx = e a2 f . 
et acosfix + Bsinfx 
a? + Æ ' 
41? [ads = x(anx - 1}, 


ACP feconda 


42 heads = x(lwx- Zlnx + 2). 
e 
4» [ctnzds = nx - D. 
44^ Jaresinzd = xarcsinx + A 1 — x?. 


A [grsiohxds = xarsinhx — v 14 x?. 


A6" |arecosxdx = xarceoax 一 vl - x5. 


47 | arcoshxax = xarcoshx — v x? — 1. 


4m [arctanzda = xarctanx — In v 1 + x. 


4o | aaanhzdx = xarianhz + In v/ 1 — x^, 


S | aceeopdx = xarecotx + ln w 1 x. 


无 穷 级 数 与 广义 积分 


编 者 AER 
审 校 者 ”路 见 可 


H x 


引言 ee (E) 3,1 MR eee (77) 
BH 数 项 级 煞 的 基本 性 质 3.3 inp me eene (85) 


: (61) 3.4 广义 求 和 法 enne (90) 
1.2 正 项 级 数 的 收 全 别 法 4 广 沁 积分 与 做 变 积分 oven (92) 


1.3 IE BERGEN 4.22 参 变 积分 … een (98) 
eren TÉS) 4.3 一 此 和 要 的 积分 rarere (102) 

| .车 ESER TEMERE (70) AEG XAR eene (104) 

2 函数 项 级 数 eee (D) HARRIER cene (105) 
2.1 极限 函数 een (72) 常用 傅 里 时 展开 式 cen (107) 

3 ”震级 数 与 傅 里 叶 级 数 ves (7) 常用 积分 全 起 cM HMM (U2) 


s| 8 


作为 无 穷 小 分 析 的 一 部 分 ,无 穷 级 数 本 质 上 不 过 是 研究 序列 的 一 种 特殊 形式 
而 已 . 热 而 ,这 一 形式 因 其 特别 简便 有 效 而 为 分 析 学 者 所 钟爱 . 无 穷 小 分 析 的 逢 
创 者 太 主 要 后 继 者 都 乐于 使 用 无 穷 级 数 这 一 工具 . 牛顿 ( Newton) , 3E TB JE 2E i Leib- 
niz) , 欧 拉 (Euler) , 35s BH JJ 7T. ( d' Alembert} , Bil f& ( Legendre) . 拉 普 拉 斯 <Laplace). 情 
里 时 (Fourier) ,高 斯 (Causs) , P (Cauchy? . P9] 9E 25 ( Abel 9 SR ^E CBIB BRUTAL IT 2,57 
S s ,他 们 的 名 字 至 今 仍 和 无 穷 级 数理 论 的 一 些 重 要 成 果 腾 系 在 一 起 . 

在 现代 数学 中 ,无穷 级 数 仍 然 是 一 个 不 可 取代 的 分 析 LR S. 它 不 发 被 广 证 应 
用 于 分 析 学 的 各 个 领域 ,而 且 世 被 有 效 地 应 用 于 力学 、 物 理学 以 及 工程 学 中 . 

另 一 方面 ,无穷 级 数 又 是 一 般 的 求 和 过 程 一 一 积分 的 岗 敬 化 形式 . 自然 地 ,级 
数论 与 积分 论 之 间 显 示 出 某 种 优美 的 对 应 关系 . 这 种 对 应 关系 一 方面 提 冰 了 建立 
某 种 统一 理论 的 可 能 性 , 另 一 方面 使 得 在 方法 上 二 者 能 够 并 相 借 鉴 . 因此 ,本 篇 将 
尽 可 能 在 某 种 相互 对 照 的 形式 下 表述 有 关 级 数 与 积分 的 基本 内 容 . PAn, EA 
判别 法 一致 收 敛 性 .极限 互 柳 等 方面 ,级 数 与 积分 的 绪论 入 碟 对 应 ,有 些 其 至 瑶 似 . 
这 一 特色 ,是 希望 以 无 穷 级 数 与 { 广 义 ) 积 分 作为 数学 工具 的 科技 工作 者 不 可 不 刊 
的 . 


1 数 项 级 数 


1.1 数 项 级 数 的 基本 性 质 


1.1.1 数 项 级 数 
任 给 数列 ol ,a2,… ,as，…… 称 记号 
Dt {1-1) 


为 无 穷 级 数 或 数 项 级 数 ,简称 为 级 数 ,也 写作 ya, 31”4, RS a 称 a, 为 级 


数 (1-1) 的 通 项 , 通 项 a, 的 下 标 r 亦 可 从 其 他 整数 (如 站 开始. 着 a m On = 上， 
2,…), 则 称 级 数 (1-1) 为 正 项 级 数 . 令 
S, 7 i d+ + ins 


称 S, 为 级 数 (1-1) 的 部 分 和 . 车 存在 有 限 或 无 限 (+ co 或 - e) 的 极限 3 = ims. 
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则 称 5 为 级 数 (1-1) 的 和 , 记 作 S = 》16. 当 5 有 限时 , 称 级 数 (1 DRAC $), 
此 时 称 
R,-s5-5,- > iy 


为 余 项 . 若 级 数 不 收 伍 , 则 称 它 发 数 . 发 散 级 数 可 能 有 和 + w 或 没有 和 ， 
BD 设 4 > 0, 讨 论 以 4 为 公 比 的 几何 级 数 


S ag = a+ + aq^^! 4 
n=l 
的 收敛 性 . 
# 因为 
d a-g) «5l 
Nes. 1-38 * 
£=1 na, 4-71 
e" 
| , l- g’ igliz l, 
x lim $, = +>, q ml, 
不 存在 ， gqx-d. 


于 是 , 题 中 所 述 几 何 级 数 在 1 9 1< BIRATE LQ 6:2 站 时 发 散人 有 和 


+ ;在 9 近 -1 时 发 散 量 设 有 和 ， 
例 2 没 p > Oittt pi 


的 收敛 性 . 
Sto 。 因 部 分 和 S = Xk? Bl n 单调 增 , 故 当 且 仅 当 S 有 界 时 p 级 数 收 伍 . 


£i 0« pes. 
aa k+l dx 
k=l > 2j, * 
SUE lwaepoe (n 9€), 

1 X 
S, XN. 
A p > 1, 则 
k dx ^ dx 
ou^ -f 


SAN. 
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因此 ,所 述 p 级 数 在 p e 1 时 发 散 , 在 p > 1 时 收 敏 . 
1.1.2 uk a dc EUR 
Bian 58 25, 是 两 个 收 训 级 数 , 则 有 如 下 性 质 : 
i? 对 往 何 常数 a ,8, 有 
2 aa, + fb.) = a 2,9, + Boh. 
2X ax b, MA 5a, x 55 5,. 
3? a = M Galo 
P 结合 律 :在 a aoee a + PIERIG o AA E 
原 级 数 之 和 ， — 
PERR Y a, 中 任意 改变 或 加 进 ( 删 去 》 有 限 项 ,不 影响 级 数 的 收 伊 性 . 
1.1.3 špa 5 de (pr SE 


ERKI i a | 收 襄 , 则 称 级 数 > a, 绝对 收 襄 . Mi》 a 绝对 收效 时 > a 
本 身 亦 必 收 伍 . 车 la, VOID, a, 1 发散 , 则 称 > wo 条件 收 化 .绝对 收 襄 级 
数 与 条 件 收 合 级 数 的 性 质 有 重大 差别 ,其 主要 有 

I? 绝对 收 化 级 数 具 有 可 交换 性 , 即将 它 的 项 任意 改 泽 顺序 ,级 数 仍 然 绝对 收 
A HATE. 

r $Ejtuk SUC RS T 3c per i i pic vo TIA , a ERR RAT 
[E fir pioc ig de ECT + o. 

1.1.4. EHH 

f£8 x | dus i. nom. 1,2, , 称 记 号 


2 am (1-2) 
m,.R-ü 


m,.n t 


RR E S) I an BR, S: LII S 

绝对 收 化 的 二 重 级 数 有 如 下 重要 性 质 ， 

le Yl am 绝对 收 敏 , 则 将 它 的 项 以 任意 方式 菲 成 单行 而 得 之 级 数 > a 亦 
MIRAR, H D am = > am， 

2 FY) amn E N 
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MEDIE DYD DY (1-3) 


mağ na 


对 于 正 项 级 数 ， 应 用 (1- 3) EUETITITIS 
以 上 概念 与 结论 可 自然 地 推广 到 多 重 级 数 . 


1.1.5 A d X iE 


23 8» Ti SEU COR ERU, T0] —38 REX > ash, 亦 必 绝对 收 就 ,于 是 
由 (1- 3) 式 有 


Do - PE X Dat; (1-4) 


(1-4) SURG Y ATROCI RUE INL :将 珊 级 数 的 项 两 两 相 染 ， 然后 将 所 
有 的 乘积 aub, 傅 任 意 顺 序 求 和 . 这 与 两 个 有 限 和 的 乘法 规则 一 致 . 

以 上 结论 可 推广 到 任意 有 限 个 绝对 收 唐 级 数 相 滋 . 

例如 , 设 1x1< 1,1y1< 1, 则 由 例 1 有 


1 

Ti ar, 
l v 
l-y 4 2; 


且 两 级 数 缘 绝对 收 敏 . 于 是 ， 依 级 数 乘法 有 
(1- x: "IO -»* PEG - 2, 22». 
一 般 地 ,车 | x 1< l,i = 1,2,4, m, W 


l e 
a - > | TEES 
(1- x x3): 7 x) mem Ta aO Ai tS Um 


35 
^ cea 网 > 
=), 2, nästan. 


naii tjit nti 2n 
" M. m 


1.2 ” 正 项 级 数 的 收 做 判别 法 


1.2.1 级 数 收 就 的 必要 与 充 要 条 性 
(D 必要 条 件 。 若 级 数 > a KR, W a, > 0(n 一 o). EE m 一 0 并 非 
7a, ko REA AE. 例如 ,尽管 二 -> 0, 但 >) T REOR L1 NO. 


(2) 柯 商 收 敏 准 则 级 数 > o, 收 全 的 充 要 条 件 是 lim Dia, = 0, 即 
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Ve»0,43N » 0 Ym, n> Nm an, | Na | £E, 
k-n 


(3) 正 上 项 级 数 收 敏 准则 Æ> a, JEMAN, PI e B9 TERRE RIER 
分 和 序列 有 界 . 当 > a, 发 散 时 必定 > ya = + 0. 

以 上 收 敦 准则 直接 用 于 判定 级 数 收 合 未 必 方 便 , 它 们 主要 用 来 推出 其 他 更 其 
体 的 判别 法 . 


以 下 各 节 设 六) a, 与 > 1b 为 正 项 级 数 . 

1.2.2 比较 判别 污 

比较 判别 法 有 如 下 几 种 类 型; 

(O) ERANI M n ERKI a, s b IER E UP CE 
或 等 价 地 , 当 a, 发 散 时 > b 亦 发 散 . 

(2) 比较 判别 法 [车 名 > 0, lim Ph = LANDE Le e EL 18, KAn, 
> 6 AAH > 0H D an RR, D a EDERSEREI ISCREPMAT 
AARI RAE . 

(3) 比较 判别 法 下 。 若 当 充分 大 时 ,a,6, > 0TH g 
AES) a, 收 笋 , 当 > Ta, 发 散 时 > L5, RE. 

83 Bo = HGH, LP, = 点 , 则 0 < ow < 如 .由 于 已 知 


95, icd Ch 1.1 节 例 2), 故 由 比较 判别 法 I 知 > a, WA. 


另 一 方面, 易 看 出 im p REE BÓ < H 订 不 成 立 ,因此 ,比较 判别 法 


下 ,可 用 于 此 例 无 效 ， 

在 比较 判别 法 T ~ Hr D GR 1a) 为 已 知 其 化 散 性 的 特殊 级 数 ,就 
得 到 更 具体 的 判别 法 . 例如 ,在 比较 判别 法 PER b, = xa-? 则 得 比 阶 判别 法 ;在 
比较 判别 法 DT PRR > b 为 几何 级 数 则 得 比值 判别 法 :在 比较 判别 法 中 若 取 
> b, 为 几何 级 数 则 得 根 值 判别 法 . 


1.2.3 ”上 比 阶 判 列 法 

比 阶 判别 法 。 车 lim osn-? = LRAD a 在 1 < + mp > 1 时 收 敏 ,在 > 
0,p < LITERE. EO < La oup > 0. 则 当 n 一 % I a, EE M p MES D, 
2a. 是 收敛 或 发 散 依 p > 1 或 P < 1 而 定 ， 


te , 则 当 S ii 
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为 应 用 比 阶 判 别 法 ,通常 应 分 离 出 a 的 无 穷 小 主 部 ,即将 a 表示 为 
a, 2 S eo eas €, 
从而 得 出 a, 关于 二 的 阶 为 p. 
wa sos [co + o] esee 
R Sa = 十 -In(1+ 下) .由 泰勒 (Taylon 公式 有 
w1«1) =+- o5). 
FE a = h o( 点 ) ,可见 > a, ict 


1.2.4 WRA EGA AN AAAA) 
(1) 不 等 式 形式 的 比值 判别 法 AE rE (0,1), 4 a ZAK a, > 0H 
PREIS LIONE 收 化 ;车 当 n RART > 1, 则 >a 发散， 


(2) 极限 形式 的 比 导 判别 法 $ lim P = 由 < Lapis, E 
r> 1 时 发 散 { 在 r = 1 的 捕 况 下 此 判别 法 失效 )， 

例 5 判定 级 数 innt E . 

M az enl, M 


n+ (——)-- 
d, nl e cl 


可 见 Sa, 收 敏 . 
1.2.5 根 值 判别 法 ( 柯 西 判别 法 ) 


(D) 不 等 式 形式 的 根 值 判别 法 ”车 存在 € (0,1), 当 4 充分 大 时 Ya < r( 即 
a, « 7), M 2 a, COR LEES n 充分 大 时 ya m 1,90 Lo, RR. 
Q) 极限 形式 的 根 值 判别 法 lim Ja, = r MAR ja, Er < ! 时 收敛 ， 
在 + > 1 时 发 艇 (在 r = 1 的 情况 下 此 判别 法 失效 ). 
Bio gU D 27[2 + C- 1)"] 的 敏 散 性 ， 
R Za = 2-"[2+(- 1)"], 则 
T aJn s 


sd 
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因此 Ya -> rm 9) ER a, c 

注意 ” 例 6 不 能 用 比值 判别 法 判定 . 另 一 方面 ,此 川 比值 判别 法 能 判定 的 情 
况 , 用 根 值 判别 法 皆 可 判定 . 可 见 根 值 判别 法 强 于 比值 判别 法 . 不 过 ,应 用 比值 判 
别 法 通常 较为 方便 . 

1.2.6 ”比值 判别 法 的 某 些 推广 


a,» O(n = 【1,2,…), 令 


R = a( 2 -中 或 21, 
Tal +i 
e o_a o 8, 
= ln R -D 或 - SLEEP 
Hu üs Ano 
E - TES 或 a tt 


其 中 p,24 ,x 是 适当 的 常数 ， 

(D 拉 阿 伯 (Raabe) 判别 法 ”车 存在 r > 1.2 n EP KI R, zr EL a i 
$t Dn AAKE) R, s 1,08 a, 发 散 . 

(2) 贝 特 朗 {Bertrand) 判别 法 — 车 存 在 5 > 1,234 n BARKE, ze h DU] a, 
收 化 ;车 当 n 充分 大 时 BB «1,08 2 76, 发散 

以 上 两 判别 法 者 可 简化 成 极限 形式 . 

(3) Mri Gauss) 判别 法 设 p>1 冰 人 有 下 外 ,4> 1 或 A = ox jeu MI 
San KAGH C 有 上 界 ,1 < 1 或 4 = 1 六 则 > 发散 ， 

例 7 tím o CATAN igit . 


B oa ENT 


2n 42 | .3àn , 3 
R - n( 325-2 - 1) - 5205 ELE 


Keb HTAR A D a, A. 
12 — 1 ,因此 此 例 不 能 用 比值 判别 法 判定 ， 


" ale + 1)::(a +n- DOB LC n- 1) 
例 8 研究“ 超 几何 级 数 " > ， MY DO RD 


F)EXRETE ,其 中 a. B. y > 0. 
解 以 aig MC; , a] 
Sn l+ n 


—O (Le n)(Y 4 n) 
an la+ UN A) 
= (+ 一 ) Go T0.) (a. Bye 
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= 1 + l+ " 和 一 上 二 S, 
CG 是 有 界 量 .于 是 由 高 斯 判别 法 推出 ;级 数 在 a + 2 < yBlurSE Ea BI yh 
A8. 
EX R,-1-:Yx-a-Baen'G,. Pb a + B= y BHICBIURBERIH EST AH 
别 法 作出 判断 . 
本 节 所 述 收 敏 判别 法 的 次 辑 关 系 如 下 ， 


Tel Pg ux ER 
1E XR ER SC SR UR RE 
比较 判别 法 I 
比较 判别 法 区 比较 判别 法 1 
贝 特 朗 判 别 法 
商 斯 判别 法 
拉 阿 法 判别 法 
根 值 判别 法 一 一 比值 判别 法 < 一 一 比 阶 判 别 革 


1.3 ”任意 项 级 数 的 收 化 判 别 法 


设 2) o, 是 给 定 的 数 项 级 数 . 若 当 n 充分 大 时 sa, 不 变 号 , 则 可 将 正 项 级 数 收 敛 
判别 法 应 用 于 >,mm 或 > (- a, E a 无 限 次 改变 符号 , 则 这 种 级 数 > om 称 为 变 
号 级 数 . 对 于 变 呈 级 数 ,通常 首先 考察 它 是 否 绝对 收 伍 ， 


1.3.1 ”绝对 收 化 判别 法 

每 个 正 项 级 数 收 伍 判别 法 都 可 用 作 变 叶 级 数 的 绝对 收敛 判别 法 . 例如 , 由 比 
值 判 唱法 得 出 : 若 存在 *E (0,1), 当 充分 大 时 | 4| c. E37 o, ERNA 
当 “充分 大 时 |2] > 1 这 可 推出 | si PERTEN > o, ARI 

B9 HED nE AARE. 

解 Sanft) 


Tny 
un 


-reifi 1) — PH v). 


FL 
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于 是 原 级 数 在 1 x 1 < e 时 绝对 收敛 ;在 1x 1> e 时 发 散 . 荐 1x1= e. 则 由 (1+ t) 
< 4 推出 


Mhl 
On 


故 原 级 数 齐 发 散 ， 
BETERA 18 8 HG 6 IB A XP TEI AR ER . 对 于 不 一 定 绝对 收 敏 
的 级 数 ,可 考虑 用 下 面 的 几 个 判别 法 . 


1,3,2 Xo EE PE 8) 

HEZA Ela! SB ELE RE ELUR DET OE CP 5 E a, 40), 则 称 
DYO Dn! a, 为 菜 布 尼 兹 型 级 数 . ARRERA R 与 (- "av, [8] 
号 ,和 且 有 售 计 : 

[Re 


例 10 ”判定 级 数 》， CD 的 敛 散 性 ， 


Tn- lan 
NO 他 Fasl=t-inr, 则 
f'(x)zs1l-x'z0 (xal). 
因此 f(x) 单调 增 , 从 前 元 单调 威 . 于 是 由 莱 布 尼 兹 判别 法 推 知 原 级 数 收 化 . 
另 一 方面 , 因 


由 比 阶 翔 别 法 知 级 数 非 绝对 收 租 , 故 不 能 用 判定 绝对 收 敏 的 方法 来 得 出 此 级 数 的 
收复 性 . 


1.3.3 AJ P anb, 的 收 钙 性 

(1) HORSE 8E CDirichlet) 判别 法 Æ a, $0, 2,5, 的 部 分 和 序列 有 界 , 则 
2 1 a,b, KA. 

(2) 阿 贝 尔 判 别 法 ”车 1a,i 单调 有 界 , 6, SR LU aub, BA. 

Bii AERE SU, > 0) MARHE. 

MO HAGEE ^ O> e). 其 次 ， 


gin = l esin 至 
Za., 2 2 
S sink = x i 
=1 Bn 一 


2 
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KE x -2kn(k = 0, 主 1,+2,…) 时 有 界 , 于 是 由 狄 利 克 需 判别 法 知 原 级 数 在 x ue 
Pkr Br. E x = 2kn,; 则 直接 可 看 出 级 数 收 证 于 零 .因此 级 数 对 尾 何 实数 x* 收 
8 . 


1.3.4 S dee n e) ET e rp at A 
给 定 序 列 j x |, 则 级 数 > (an _。 ) 愉 以， 和 为 是 部 分 和 ,于 是 tx i kA 


c BO Gs - x, LU Bf ss RT ER ce CREE EET FERE . 下 面 是 两 个 典 


型 应 用 . 

(D 迁 代 序列 的 收 敲 性 ” 设 x) 在 区 间 EA, HI Degre uf X) 
€ IK qx € DAER xo € LS x = Kro = a)i = f(x oc BRE 
到 选民 序列 ix,1. 因 由 中 值 定理 有 


Antl — Yn 


- |£ x, ) m f x 1) =r 


Yn TH Ta nl 


Ai rh ba E ELS E E s P x, - x_i) 总 对 收 禹 .从 而 序列 it eR . 


(2) 浙 近 公式 Y'a, 是 一 发 散 级 数 , S 是 其 部 分 和 . 车 存在 序列 [4,1 ,使 
HIS -Al UE CERT EC C, 则 可 写成 渐 近 公式 


(a 二 
THEIS -Al RA, REIER O (a, - A, + ALIO IRI. 
n=1 
Dia 证 明 1 


证 令 om = 


十 E prt l ~ dnna + yy 是 某 个 常数 ， 
- lna + In(n — 19, n > I, 8 


a - lw(1-1)--;beo( 1). 


于 是 由 比 阶 判 别 法 知 D a, E MEINTE 3727375150 
此 例 中 的 常数 y 就 是 著名 的 欧 拉 常 数 ;y = 0.577216… 


1.4 365 35 3k 44 
1.4.1 无穷 来 积 概念 


任 给 数列 Prp s pao PES 


由 Pn = o PIPTUPSUU (1-5) 


| dO 0702 


AxWSORRGESR LASA f] p. $ Pa = npeopnidi Pa — Pn o). BER 
P HEFRRO-5) 的 值 ,写作 P = [5.2 PEIREIUCEBREFEGRERC-5) 收效 . 
当 乘 积 (1-5) 不 收 敏 时 称 它 是 发 散 的 . 

车 某 个 p= 0, 则 必 | [ p, = 心 ,因此 ,不 妨 只 考虑 px O( n = 1,2, 2 的 情况 . 
其 次 ,车 无 穷 乘 积 (1- 引 ) 收 第, 则 必定 p, — 1n — o), Pr n ÆA p, > 0.f& 
AU p, > Oa = 1,2,…). 这 样 , 可 将 对 无 穷 乘积 (1-5) 的 研究 转化 为 对 级 数 


Ing, 的 研究 . 因此 ,无 穷 乘 积 理论 可 看 作 无 穷 级 数理 论 的 一 部 分 . 
1.4.2 aiaa 
(D 设 p, > Oln = 1,2,…), 则 无 穷 乘积 (1-5) UOI JESE A VEREOR > lap, 
收 丝 ;无穷 乘积 (1-5) 发 散 于 零 的 充 要 条 件 是 > np = - 四 .车 > Inp = S(- 9 
xS. w) WIE = (的 定 e-*” 20. 
(2) 车 级 数 1a 与》 oa Fett | | O e ) E 之) as 收敛 而 
>》 az 发 散 , 则 [| (+ a,) = 0; 车 a 不 变 导 , 则 (+a) EA eo D CS 
例 13 判定 | ] (1+ CB) oae > o. 
解 由 莱 布 尼 兹 判别 法 知 Y _ Dat dde. HK ERE nz 在 2p > 1 
时 收敛 ,在 2p < 【时 发 散 . 因此 所 给 无 穷 乘积 在 p > 二 HER. EO < peg” 
ERTE. 
1.4.3 f& pic óc 
E08» Mop, 绝对 收 敏 , 则 称 无 穷 乘积 (1-.5)] BIA. A a, 一 旧时 ,有 
. LaS 4o,) len 
lim | —— - 


nmn 


Egi Ho AIRES I 得 出 :无 穷 乘 积 | [ a + an) SHE AOI Y u, 
Hi lica. 例如 , 例 I3 EU ERSHEBUE p > ERRA AET < p < 1 时 非 绝对 
TER 

若 | | p Bata MAAR D Inp, 的 可 交换 性 ( 见 1.1.3 节 ) HE |f NU 
交换 性 . 

1.4.4 ”对 渐 近 公式 的 应 用 

给 定 序列 1x,| ,车 能 求 得 另 一 序列 1y,1(1y| Hes 较 简单 ) 与 非 零 常数 C ,使 
得 — Cn 一 wm) , 则 称 当 4 一 IE x, GILT Cy, ER IE xa ~ Cra nom 


Ya 
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于 


例 14 证 明 n! - Cret, CHEHRE. 
证 Arn aL : 则 


rp, n 2) ict Jum TT ( -) 收敛 ,于 是 所 要 证 的 结论 成 立 ， 
用 更 细致 的 方法 可 得 出 ,上 例 中 的 党 数 C = V 去 


2 KATAK 


21 EMAX 


2.1.1 WRAHA 


设计 ,了 是 两 个 非 空 实数 集 ,f(x,yY) BELTE X x Y ELB, v 是 了 的 极 
限 点 {容许 yo = x 9). X EE x € 大 ,存在 有 限 极 限 
plx) = limfG y), Q- 1 


则 称 (x) M y — yo BE Ox y) HRS. S 
C= Ix € XI limf(x,y) FERAE], 
1 加 


B C 就 是 glx) HEE REARS y— rot Asy) 的 收 仇 域 . 
极限 画 数 的 两 种 典型 情况 是 
= 和 
P(x) = lim f Cx), x € C, (2-2) 
此 时 称 Cx) 为 * 函 数列 "| (x)| IER FR 9I . 
PY = La, + $e). Fo z+ %*, 
plx) = Jim fíx.y), x € C. (2-3) 


2 KATR "73> 


关于 极限 柄 数 的 基本 疝 题 是 :函数 A EF x ILA R S tE Cn og 
性 .可 微 性 等 ) 能 否 转移 到 极限 肾 数 p(x) ,此 问题 的 解答 强烈 地 依赖 于 极限 式 
(2-1) 的 收 伍 特性 . 

下 面 主要 用 典型 情况 (2-2) 式 与 (2-3) 式 表 述 有 关 极 限 削 数 的 结论 ,这 些 结 沦 
可 自然 地 推广 到 其 他 情况 、 

2.1.2 一致 收 效 性 


(D -FA i p(x) 依 (2-2) 式 在 集 ACC XD). 上 有 定义 .车 
Ve»0,42N »0, n» N,yx € Acl (x) pix) I< e, 
则 称 当 a -> w 时 大 (x) 在 4 EORR TF e GO E LOO Ep GD ,或 简写 为 
二 pp. É ex) 由 (2-3) REX., Bi — Scu S SE Se Pp prO 
ye >0,Jb> aV y » b, x € Ak EL fíixiv) - g(x) I< x. 
(2) 一 致 收 北 的 充 要 条 件 TEA Ef Eo 的 充 要 条 件 是 
lim sup LAG - eG) Iz 0. 
LA GOTLA3E A E.— Stil Si Je SEA PEE 
vVe»20,3N»0, y m,n» N, Yre Ail f, la) f(x) E« e. 
zb eO fKO-3) zog X MA EPEPSESARTEM IE EIE TUR; 
im sup | f(x,y) - ptr) t= 0 


5 
vVe»0,35» a.v y.z » b, y x € A: IE f(x, v? — f(x,z) L« c. 
(3) PBI—SEUESE EX c REKA, y — volti fcx, 40 在 针 的 每 个 闭 
TERI E— Sols BIER Cx, y) fk X EF3681— SOBRE E SUR. 
fidi, Ax) = e MELI E OO 700 9 09 2. A 
enim sois (i1) e (i 3) mon 
Bf GO! 在 [0,1) E-a. aA. HE 6 € (0,0 有 


NA LAG) Le 90 (no 9), 
故 在 [0, b] 上 f, -x0. EE, 65€ 在 [0,1) 上 内 闭 : - 致 收敛 . 
2.1.3. HR E GE 3 


极限 互 换 定理 BH oy rotii xy) YE o WE- Sl SC px) x PP 
ERRA), EDU RET- y € Y, lim x, y) 存在 , 则 


limg(x) = lim fim f(x.) 
my Y Ft 
Bp lim lim/(x,y) = lim limfíx, »). 
rt ft TU | 
当 plx) TK(2-2) REN, ERARA 
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lim linf, x) = lim limfala). (2-4) 


prt 


例如 , 设 (x = - uU = On = 1,2,…), 则 
lim lim, Cx) = D, 
lim lim f(x) = 


这 表明 当中 -一 w 时 f CO 在 任何 区 间 [ a a, + Dh > 0) 上 非 一 致 收 误 . 
2.1.4 EA iE 


(I) RY y —- 4 BI Ox, y) YE X. ETPHBI— Scr Sr o a SET yE Y, fx, 
y) XP x EAn € ARE X EO 连续 ,网 (x) TE xo (XE X E) 连续 ， 

(2) 迪 尼 (Dini) 定理 UE f(x, 4) XE y HUBS y vul f(x, y) TE X — [a， 
bl ET XESEPRI plr) f(x, 3) XI x EX EXER, BH vm vo BE (xiv) GE 
X E—SUEBCE o). 

Hin, paf (x) = a^ TE[O,1] 上 连续 ,而 极限 函数 p(x) 在 x = 1 间断 ,因此 
fx) 在 [0,1] 上 必 非 一 致 收 租 . 另 一 方面 , 因 关 (x) t n E EA b E (0.,1)， 
pix) 在 [0, b] 寺 连 妖 , 故 由 迪 尼 定理 推出 (x) 在 [0.5] 十 -cIIERE . 


2.1.5 WIR AA i T E 
设 当 yy 一 pt A v) ARER X AEN Aiki A y € Y fx y) 


对 x TEX P3PTPR, HS y — yo] fL (x y) E X EB Fe S LB y yht IC, 
y) TE X LEPIBH—3S05SUTRTBRI HELF ER EC, H 


a limf(x,v) = limf',(x, y). 
ELA "S 
38 ER PR SER (2-2) 式 定 义 时 上 式 成 为 
Ce = limf ', CX). (2-5) 
例如 , 设 f(x) = L aren" ([x]« o,n- 1,2), 


Wlif(x) TEX -2((--,2-9) E—8ZESCEA ,而 
D, Ixldxl. 


-1 
limf, (x) = lim DE -于 一 - i 1 
1 + 区 5> x= l. 


Jt 8| 38 BH , CL C BURGOS DREQI-5 式 成 立 ， 


2.1.6 极限 函数 的 可 积 性 


YU y y] f(x,v) E X 2 lad] ESSET. oC; 8T y € Y, 
fÉÓx, 92 XE x Ela, b] EAR, B oir) IEL a db] EAF, IH 


r (x)dx = lim | fs )dx 
n - rega U 7 


Hil P lim /( x, y)dx = lim | f y )dx 
a Y. ' TUM ü , 
B ex 依 (2-2) AEX, MEARI 
P lim f, C x 7dx - limf , GOds. (2-6) 


例如 ,省 所 (x) = axe (Oe ox dun m 0,2, 77) LIU 
J. lim f Cadx -0z— : = tmf ft x)dx, 
HEA a)l L, 1] ExXdE— S ， 


2.2 ”函数 项 级 数 


2.2.1 函数 项 级 数 气 念 
设 mixin = 1,2,…) 是 定义 于 于 上 的 一 列 炒 数 . fuus 
>) = au(x) tar) (2-7) 


为 《上 的 函数 项 级 数 或 简称 函数 级 数 , 称 S,{x) = wo) 7T) 趟 的 部 分 和 ， 


15.(x)! JE X EBS-- eB LI, HUE BR ER s(x)( 如 果 存 在 ) 称 为 函数 项 级 数 
(2-7) 的 和 函数 ,(2-7) 3C RS CROIRE PA LEE ER CAE 1, C401 的 收 敏 域 . 

355 一 方面 ,(2-7) 式 可 者 作 是 一 徐 随 x 变动 的 数 项 级 数 ,这 就 可 将 数 项 级 数 的 
所 有 概念 与 结论 { 如 绝对 收获 性 ECCE E LIES SB-ELAIIBM LET ， 


2.2.2 一 致 收 底 性 


HERTE AAC X) E S)-S(O, WIBRZURK(O TD ARAE BAT 
Sah SGOI TE X EPNBI T Slice, MRR O- A X EAA Sie. 

PEUT R RAI EAT C SAC 8] AE 8 8T viris RJA BS TO 100 2E 008 — 3c Mr SORIA. 
一 般 模 式 是 : 若 某 个 收 令 判别 法 中 的 条 件 对 * € A"— Sou m" Ng A 上 的 … 
致 收敛 性 . 现 分 述 如 下 ， 

(1) HEETE 。 级 数 (2-7) 在 4 上 一 致 收 策 的 充 紧 茶 件 是 


VeE»20.23N» 0, Y m,n » Nman) yE A:| Siula) | < E. 
类 = 


由 此 特别 推出 :震级 数 (2-7) 一 致 收 分, 刚 us (x) À. 
(2) MAR EHEN Weierstrass) 判别 法 Æ E uuC x) d bx € An = 1,2, 


s). D KA, 则 级 数 (2.77 在 4 LARA- . ma, 称 为 级 数 
(2- DB dX ER AAT. 
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找 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 显 热 从 比较 判别 法 ( 见 1.2.2 节 } 转化 而 来 .所 有 基于 人 比 
较 判 别 法 的 收 铬 判别 法 均 可 转化 为 一 致 收 侣 判别 法 . 
{3) 比值 判别 法 “者 存在 rE 0,1), N > ,使 对 所 有 A > 各 与 xx 所 A 
PU 所 请 则 级 数 (2-7) 在 A Efe SE Sex 
(4) AEREAS A 加 (x) II n AM, TEA Euta) E0 na 95V 


= MlaGO EA E—SUER Biete M > 0, 使 得 1 VO 1 MaE A,n = L, 


2,…), 则 级 数 Yu (sjw(x) E A EBA . 


(5) 阿 岁 尔 判 别 法 。 若 us (x) 对 单调 ,在 4 上 一 致 有 界 , P o (D 在 4 上 
3c LR I a (xe (x) f£ A E.— SIS. 

在 上 面 的 (4) 与 (5) 中 ,车 m BR 不 舍 x, 则 让 及 它 的 条 件 中 可 去 掉 “ 一 致 ”二 
字 . 例如 , 车 w(x) = a 则 从 1a,| YAAR D w(x) 一 致 收 伍 可 推出 
Samla) 一 致 收 化 ， 

例 1 HE xre x > 0) 的 一 致 收敛 性 . 


由 A CO = ade D 
u,(0) = mlt €) 2 0, 
u, (x) = e" (2x - nx). 


x = Ras) 在 (0, + o) 内 的 唯一 驻 点 .于 是 
0 x oux) x maxu, Ca) = d. ( 2) = —y.. 
内 EE 3 "scit BEBU > u(x) 在 [0, + œ) E— Spielt ， 


5i 2 He ainn, p > 0) 的 一 致 收 雍 性 . 
R ”首先 ， 注意 n-? 音调 下 降 收敛 于 零 . 其 次 ， 


sin l vain n 

> sink = 2 
kal sin La 
2 


在 任何 不 含 点 x = 2kx(k 20, + 1, € 2,772 的 闭 区 间 寺 一 致 有 田 .因此 ,由 狄 利克 
雷 判 别 法 知 原 级 数 在 这 样 的 区 间 上 一 致 收 化 . 


2.2.3 ”和 未 数 的 分 析 性 质 
(1) 逐 项 求 极限 、 求 导 与 求 积 分 。 在 (2-4) ~ {2- 介 式 中 取 记 (x) = SC), 


3 XS HESSE 71e 


得 到 
lim > i (x) = > lim u, Ca»; (2-8) 
TUI) "ER n=1 Lamb 
(S9a4G) = D(C); (2-9) 
n=1 n=1 
| Stra = > soda. (2-10) 
a gal n=}4"% 


其 中 (2-8) 式 要 求 Š, ua (a) — ROBAR, lim us (2) 存在 ;02-9) 式 要 求 >) G4 至少 
EROS x €. XR. mla) 在 开 区 间 X 内 可 微 ， SPI E XERA BM: 
(2-10) RER D mla) Ela, 6] E— ROG GO El a,b] EIR. 

(2) MERMERE 设 > u (z) FE X EAP- BOKA BEN u GO FE mo € 


AORE ALEI SGO = Su GO 在 xo( 或 在 xX 1.) 连续 . 
(3) 迪 尼 定理 设 w(x)(n = 1,2,…) &[a.^] E dE fa xt Sk ph, 
ius) Ela, 5] EUCBUT EAE AM S(x), W >， umwfxr) 必 在 [a,5] E - Edid . 


3 3X 8d mgITEX 


31 v 级 X 


3.1.1. FARMS 
任 给 一 列 数 a5, 2,70, ; 称 记号 
Da - d a (3-1) 


Y a, 为 系数 的 村 级 数 . BL r- 和 6 替换 x, 则 从 (3-1) 式 得 到 形式 圭 稍 一 艇 ( 实 
质 上 无 异 ) HERM 


ax — xg)". (3.2) 


E] 
3! E 
对 E 


XS TERES [o] ERE 
i^ 给 定 一 个 者 级 数 ,研究 其 收敛 性 ; 当 它 (在 某 区 间 150 收 敏 时 研究 其 和 函数 
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的 性 质 , 可 能 时 求 出 和 函数 ， 

29 fx — PRAECO ,确定 它 是 理 能 “展开 ”成 才 级 数 .站 能 时 求 出 其 宕 级 数 
“EFK. 


3.1.2 AM ét 3-48 55 iic ic ECT] 


(1) 收敛 半径 令 
R= (lim J lal)! (3-3) 
(HE O7! =+ oo 人 (+ o)! = 0), PF R HTRERSRO- D Bonet fe .RR 亦 可 用 公式 
= lim | (3-4) 


计算 ,只 要 其 中 的 极限 存在 . 

(DRAKE Æ Ro OCRÍK(3-3) A) , 则 级 数 (3- D 在 区 间 (- R, R) L 
对 收敛 并 内 闭 一 致 收 化; 若 员 < m, 则 级 数 (3-1) EKAL- RR] 之 外 处 处 发 散 . 
当 员 > ORRI- R, R) 为 级 数 (3-1) 的 收 雍 区 间 . 

(3) Hex DX [o] BR . 设 0 < 只 < %, 则 组 数 (3-1) 在 * =+ RARES, tE 
SEX HE. 级 数 (3-1) 在 x = R(E r =- R) 收敛 的 充 要 条 件 是 级 数 (3-1) 在 [0， 
RR- R,0])) E— 3x9 . 


81 Ba O(n = 12,7), SU D'a defit RER S oun 的 收 
Ss . 
€ UL RdEESCER MI R s (EUS Da, RRO, PNA R 1C 


则 9C. Da, 绝对 收敛 ), 因 此 R = 1. THEBGRIECBURCSL - 1,1). 


例 2 EE Là A) meon. 


+a 


n+l 
n 


= |. 


= lim 
n 


Tai 


发 散 ， 得 出 > ya WEARI - 1 < y < 1. 以 


-isr < 1l. 
bens 


RICE BS SCR, A- 


3 PARSER - 79- 
3.1.3 fe dct pg 


VERESRUEC(S- 1) BL R ARAE, R > GA SCGO 记 此 和 请 数 . £62 2.2.3 W 
与 3.1.2 小 节 的 内 容 得 出 ; 
l^ 逐 项 微分 公式 ”Six) 在 (- R, R) AERX. H 


Six) = Sana", 
nel 
一 般 地 ,对 任何 友 坟 【1 有 


S(x) = San geme * (3-5) 
有 等 式 右 端 宕 级 数 仍 以 R IKAR . 在 (3-5) 式 中 取 * = 0 得 
SHO = ak! 或 a - 5 (3-6) 
2 逐 项 积分 公式 EE- R RLA 
SCOd: = 5; THe, (3-7) 


EFRA FRAMA R Xy SES . 

3 端点 性 质 ”车 蹇 级 数 (3-1) 在 x = RER, W SCIO 在 x = REER, (3-7) 
式 可 用 于 * = R 当知 级 数 (3-1) 在 x =- RKE A SIE. 

3.1.2 节 与 3.1.3 节 的 结论 可 自然 地 推广 到 等 级 数 (3-2)， 


3.1.4 HAK 


n) 
(ORDRE BATEA ro ERKI MEE 为 Kx) 在 o RD 
KS ERM 
(x = 0)" 


> a Axo) Aw 


29 f(x) 在 点 xo IRR, E. X9 = CER. AER 73 E v PE Maclaurin) 级 


数 . 
(2) PHRF b Cx 在 某 个 区 间 {xn - R,xo + H0 内 可 表示 为 蜡 级 数 .: 


f(x) = Vala - x)", (3-8) 
则 由 3.1.3 节 (以 x 蔡 换 x - xo) 推出 ,f(x) 在 (xo R, xo + R) 内 无 限 次 可 微 , 且 a, 
f^ 
= m) ,因而 
fax) = E o)^. 


Sr m 2. Ux) 在 xs 的 泰勒 级 数 ， FRE f(x) 在 xo 的 泰勒 展开 式 . 
(3) ARARA EJO 在 开 区 间 了 内 每 点 可 展开 力 泰 贰 级 数 , 则 称 Fx O9 1 


: 80 . TID 无 穷 级 数 与 广 久 积分 


内 的 实 解 析 函 数 . 
3.1.5 泰勒 余 项 
0) 泰勒 公式 。 设 f(x) ERA x- R, xo 4. R) 内 无 限 次 可 微 , 则 站 xy 可 表 
TA: 
f(x) = T.(x) e R(x), Ix-xyl0« R, 
其 中 了 (xy = > ak F9 — xo)* d& n Pr oe us, apo ERDA RBA, 


RC x) = f(x) - TG) 称 为 来 勒 余 项 . 
(2) 泰勒 余 项 的 3 种 形式 


n+l 
Rair) = GC for ag + Êx- aD (0«0«1), 


rel 
Bx) = ESSET (ao gens + Ox x) (0 < 8 « 1), 
RD = dj] - DPA, 


三 者 分 别称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 形式 . 柯 西 形式 与 积分 形 碟 ， 
(3) Ox) 在 (x6 - R at R) 内 可 展开 为 泰勒 级 数 的 充 要 条 件 是 
lim R(x) 2 0 (1x - xolg R). (3-9) 
3.1.6 $E E d 4g ESSE, 
(0) 基本 展开 式 ”通过 直接 验证 条 件 (3-9) ,可 确立 以 上 奉 勒 展开 式 : 
“= CÓ xd) 


"x (- yen 


six = > DAT TPPSH (Ixl« DE 
TREES EPI ille l). 
(2) 求 泰勒 展开 式 的 间接 法 其 要 额 是 :将 待 颖 开 的 二 数 作 远 当 变形 {如 分 解 


或 组 合 .变量 代 换 .微分 或 积分 等 ) ,使 之 可 利用 已 知 的 展开 式 , 求 初等 函数 的 泰勒 
展开 式 主要 依靠 间接 法 ， 


$83 在 x = 0 展开 放 x) = arctan 755 为 泰勒 级 数 . 
解 首先 展开 广 fw 
, 4 £€2x7 
7 《z) = d xt 


= (io ce 


y 


& n. 


3 ”大 级 数 与 傅 里 时 级 数 -81 


2 = Án 
= (14) us 
2l- Dt Xe T Mc cr 
3c PES 


中 


然后 由 公式 (3-7) 得 
K = KO + | ADd 


部 žal 
253 [3 5 2 (bl v i 2 
- 2,C DP EATIDU | «d2). 
3.1.7. FAAP 
- 定 意义 上 上 ,“ 求 和 ”可 看 作 是 “展开 ”的 道 运 算 , Nm AP EUR IPS n ia 
过 来 作为 求 和 公式 使 用 . 例如 ,由 上 e 的 展开 式 得 求 和 公式 
Dä -e (txl< 的 让 
HK ün po 3 9 RET. E-E, ERIR A St BB FR [ul EA, BU GOREGEORURLIO E 
级 数 作 运 当 变形 (如 分 解 或 组 台 .变量 代 换 .和 逐 项 微分 或 积分 等 ) ,使 之 能 利用 已 知 
的 求 和 公式 ， 
Ha cR Sx) = Saw. 


= 有 


解 HRR n = n(n + 1) - 4 与 公式 (3-5), 得 
Six) = sŠ`nlna x^^ ENS -I 


n=l 


s De) - (x2) 
1H) d) 


xe x) lale D. 


«O(01- x) 
. x" 
例 5 求 Stx) = 2 rn 
| 1 u 
解 利用 分 解 =7 一 1; cool 及 展开 式 
-Intl— x} = YE (-lzxz«z«li 
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$0245) 2. ME 
-x+ 


2x G- a(l x) 
其 次 ,3S(1) = 上 【可 直接 得 到 . 


86 oRS- $- prse 
gal 


(- Va x « ID). 


WO KARERA Y n( + Da MASS): 


TR 


3.1.8. FAAR 


设 每 级 数 > a 5 ban BOUE OUETS ADR R 与 RR = mini Ri, Ral > 


1^ ESRB PE OD C: 


3E > pm = > (oz ez (1x1« R), 
ABSCEOREREURCUCOCERE > R. 


2 长 级 数 的 乘法 “” 依 级 数 宁 法 公式 (1-4) 有 


Da Dor = D Dab)* (Ix ) « R), 
AGUINTERURIDIROGER > R 


87 Ra) = PUA Er = 0 的 泰勒 展开 式 
解 ocn 
i alpapa 《1x1< I), 
Wl ~ a) a- ro E o En (-Igs< 1). 
于 是 依 蓝 级 数 乘法 规则 有 


fx =- Dy (lxl< I). 
n=} 


3 GUN EHE BUE |: 83 - 


3.2. SERAM 


32.1] 多 重 指标 
(1) 企 给 a € Z ,约定 t = Cal a 


"In. 
| mw 1 = ` TL a! = alas] au! 


a 他 | | a Ga ! 
(lalala) = aea 
其 中 有 和 ZEA gA sgal gign). 
(2) E o € Ziy C R" JE x 9 ixj, ahs 
Xm h. 
(3) 和 性 给 a 七 Br ,约定 
a giel x 
afix) = EE 
只 要 上 式 右 端 之 1 a 1 阶 偏 导数 存在 . 
利用 以 上 缩 记 号 ,可 裤 大 地 简化 一 些 舍 n 个 变 元 的 公式 . 例如 ,一般 的 牛顿 展 
开 式 可 表示 为 


= 5 ml ø ie 
= ajlas no, ll ETT Fat 


«jt tuu, m 
对 n BRAHAN ECT JE, 35 2 X E oO 
9*(uv) = > (Eyo fuas, 

Bua 


32.2 多 重 壬 级 数 

任 给 n ERF ie la E zug 
Dj = 5 Ca ayra TIAR Ain | (3-10) 
a =Ọ 


dunt 


为 # EFAN, o 是 它 的 系数 ， ` 
若 级 数 (3-10) 在 点 x € R'SEED, l giga E € 0,1 x IDOL 
igal, F 
D-ixC€R'lIixlxr(lsiznlN, 
RI (3-10) AcErTz xem o HIA MNUGBMEESEiEDLE-—s:3 c. 于 是 ,类似 于 (3.-5) 
式 有 


Je -N el aA - 
PS) = De Ta BY” ， (3-11) 
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SCx) 记 为 (3-10) ARAARA . 在 上 式 中 取 x= 0€ R^ 18 
989(0) = of! 或 = nsw, (3-12) 
(3-12) 式 是 (3-6) 式 的 推广 . 


32.3 ”多重 泰勒 级 数 


(1) 泰勒 系数 BJO € Re) 在 点 x = 0 无 限 次 可 微 , 称 2 人 D(a E ze) 
六 Fx¥) 在 x = 的 泰勒 系数 ; 称 i 
3 ley 
为 Kz) 在 x = 0 的 泰坦 级 数 ， | 
(2) 泰勒 展开 BEAD 在 x = 人 的 某 一 分 域内 可 下. 为 n EARN: 
f(x) = Der, 


则 由 (3-12) RAEO ,因而 > cue 是 /x) 在 x = 0 的 泰勒 级 数 , 称 它 为 
A(x) 在 x = 0 的 泰勒 展开 式 . 
(3) EWR AOE x = 0 的 m UE erst ur Xn d 
La) = D lege. 
RA Rae) = f(x) 一 TLOX) 可 取 以 下 不 同形 式 ， 
RG) = > deer (0< 0 <1), 


tel = ml 


l 
R(X} = ` Ce Dafi — PIA ix )di. 


[if m hT 


3.2.4 多 元 初等 函数 的 泰勒 展开 式 


利用 一 元 函数 的 泰勒 展开 式 及 级 数 的 运算 ,可 得 出 一些 较 简 单 的 案 元 初等 函 
数 的 泰勒 展开 式 . 例如 ， 


ee — expl ati + axo oct ux.) 


= $) lex E R); 
HI = Snl higiga); 
In(1 + x)In(1l + y) = py CY 


mnel 


zia ee 


(Isl< l, Iv t« D. 


3 ”项 级 数 与 傅 里 叶 级 数 + 85 + 


3.3 ”人 情 里 叶 级 数 


3.3.1 三角 级 数 
任 给 实数 ag, el 加 PE 
El 4 2 Cas cosns + b,sinnx ) (3-13) 
为 以 2 为 周期 的 三 角 级 数 , 称 an, b, 为 其 系数 . 一 般 地 ,对 插 给 正 实 数 !, 称 
Ei 十 2, Canco na 
A 21 为 局 期 的 三 角 组 煞 . 
关于 三 角 组 煞 的 基本 问题 是 
I? 对 给 定 的 三 角 级 数 , 研 究 其 收 妆 性 ,以 及 和 国 数 ( 如 果 存 在 ) 的 性 质 . 此 问题 
Bt A Roe ,并 无 普遍 有 效 的 解答 . 
2 对 给 定 的 浅 数 六 xz) ,确定 它 能 和 否 " 展 开 ” 为 三 角 级 区: 可 能 时 求 出 其 三 角 级 
HERR”. 
3.3.2 和 情 里 时 级 数 
(1) REMEH 设 f(x) Æl- mr] 上 的 绝对 可 竹 函 数 ( 见 4.1.3 $0. S 
ü, = Lf f x)cosnxdx, 


+ basin 973) (3-14) 


| fx r = 0,1,2, (3-15) 
b. = l| f x)sinnxdx, 


称 a, , b, HSO 的 傅 里 叶 系 数 . 
(2) 情 里 叶 级 数 ” 若 ms, 和 是 六 sx) 的 傅 蜂 叶 系 数 , 则 称 级 数 《3-13) 29 FOX I) 
情 里 时 级 数 , 写 作 


fix) ~ T + Doom + basinnr). (3-16) 


因此 ,只 要 A r) 在 [- m. x] panis. 就 有 一 个 确定 的 情 里 叶 缓 炒 与 之 对 应 .但 
JL fS ER PE ER EE e 9C, EA FOX. AGRAR, I SR DAE iG 
(3) —fB eR C IE E 若 [ a,5] 上 的 可 积 函数 州 |g,| 满足 
[o GO. Gds = Öm Z lo m T "s 
a 1 m ion, 
ME ol 为 区 间 [ a,5] 上 的 “标准 正 交 系 ". ZARRA 
l conr shm 2 
Vix rm 
EARI- x,x] 上 的 标准 正 交 系 . 由 此 结论 可 推出 : 若 /ix) 在 | - x,x] 上 可 表示 
为 一 致 收 化 的 三 角 级 数 , 则 此 三 角 级 数 必 为 傅 里 时 组 数 . 
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3.3.3 ETAR epic cp 
ROEL- na] 上 有 定义 且 仅 有 第 一 类 间断 点 , 令 S(z) = Hat) + 


Mr- x « x « n), S(- 0) = Sin) = ju n) € fix EF f(x 8948 
Bap S TERRE RA xo € l- nn] BEATER A FE: 
|^ 黎 曼 局 部 化 原理 。” f(x) 的 情 里 叶 级 数 在 xg ARAE F f(x) 在 xo 
邻近 的 值 ( 若 xy = x mE - n. B" xs 邻近 ”应 同 时 世 括 + x 邻近 )， 
PHASE ”车 存在 hh > 0, 使 积分 
| | xo  O + Ru- t) - 285( xo) la 


有 限 , 则 fCx) 的 情 里 叶 级 数 在 wo 收 化 于 P" 

P KAE - 约 当 (Dirichlet-Jordan) 判别 法 EAr) 在 xg 邻近 可 表示 为 两 
增 函 数 之 差 ( 这 样 的 函数 称 汐 有 界 变 差 函数 ), 则 Cx) ERRARTE xo 收 人 种 于 
St X9). 

由 以 上 结论 训 推 出 一 个 简单 条 件 , 即 博 里 叶 级 数 收 化 的 充分 生 件 : 若 OX 在 
[nr] 上 分 段 可 微 或 分 诺 单 调 , 且 至 铸 有 有 报 个 第 一 类 间断 点 , 则 六 x) 的 傅 里 叶 
级 数 在 (- ww ,+ o) 上 椒 外 收 人 襄 , 其 和 函数 是 以 2x WAWAN, CEL- fr 上 
等 于 Stx) ,而 在 (x0 FE- m 内 的 连续 点 < 处 等 于 起 xz) TE f(x) BUIBIIBERS x 5b 


SET GS) + fc]. 
3.3.4 复数 形式 的 情 里 时 级 数 
(1) 设 f(x) 在 [- x,x] 上 绝对 可 积 , 令 
ec Pn) = | Aeje™™az. (3-17) 


称 。(n 20,21, +2.…) 为 J(x) 的 复数 形式 的 情 里 叶 系 数 , 而 称 > eue 为 /( x) 
的 复数 形式 的 任 里 叶 级 数 , 记 作 


fíx) ~ > e, e", (3-18) 
(2) 与 " 实 形式 ”的 关系 ”比较 13-15) .(3- 17) 两 式 得 出 
dg on 一 ib, a, t ib, 
RN E RN E EE RE n 一 1,2,:- 


由 此 可 推出 : 若 和 在 计 各 项 的 顺序 , 则 (3- 16) (3-18) AAA SER HAE RI. 
复数 形式 的 优点 是 它 能 使 一 些 公式 表达 得 更 简洁 . 


3.3.85 人 博时 叶 系 教 的 性 质 
E f(x) 与 g(z) 在 [- m x] 上 绝对 可 积 ,ea Lb, 由 (3-15) AME, a RF a) 


3 — WERE Sur “87 


(3-17) AAE. 
(1) 对 任何 常数 2,88 


(af 4 Bg) (n) = afin) + Hen), ne0,xl, 22, 
(2) Mi n--x co Hf c, m OHH TF a, 一 0, 员 一 0). 这 表明 ,级 数 (3-13) 式 是 
Ji pei tc p E HB n p EC D p E AR FE S a — 0, b, 一 全 但 并 非 充分 条 件 ) 


(3) 微分 性 质 E/O 连续 可 微 且 了- 00 = fr) Wa) = inf Cn) 3x 
当 于 


JCY - 5 (e, e», 
BI ^ (x) 的 伟 里 叶 级 数 是 (x) 的 傅 里 时 级 数 逐 项 微分 的 结果 . 由 户 {n) 一 0 推出 
Kn) » e( A) (a 一 + e). 一 般 地 ,车 J(x) E k MERIA O n) = 


Fm),r z0,1-.k- Wie) = of | m (nc eJ. 


(4) 积分 性 质 . 无 论 fCx) BOSE ER PE ER B 9f Emp a EER LIE 
等 式 : 


NOT - ES + 27 | ascosa £ob,sinnt)dt. 
(5) 奇 ( 偶 ) 函数 的 情 里 叶 系 数 。 车 OO) BAA. 
a, 20, bz 全 | (psinnrdxt (3-19) 
NOSE EEA, 
" = 2 | (Caooamras， b, 2 0. (3-20) 
(6) TEE EUR (Parseval) SA A/C x) 可 积 , 则 
LP rco = x, Dla th?) 


, 了 工 | ON 2 
al x NACLL = 2, Fc, 1^. 


例 8 ka Se del - rn] ESIEREIHIROESE, ， 
解 ” «是 奇 函 数 ,由 公式 (3-19) 算出 


b, = 2 P asinn = "MS D fas D), 
于 是 
aa 29 DEE (qu eg). 
azl 
然后 两 边 积分 一 次 得 
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x! = A5 pf sinn a, 
n=1 0 n 


注意 ,将 帆 塞 瓦尔 等 式 用 到 的 展开 式 得 


SI L IF a 亚 
2/74 m NA ALEX 


3.3.6 正弦 级 数 与 余弦 级 数 


(1) 由 (3-19),{3-20) 式 推出 , 坷 函数 的 傅 里 叶 级 数 是 正弦 级 数 , 偶 函 数 的 情 
里 叶 级 数 是 余弦 级 数 . 


(2) 在 [0,x] 上 展开 (x) 为 正弦 级 数 7 bosinnx, 相当 于 在 [ - ,x] 上 展开 
LOIRE Il ] 


B -fí-x), -n"nxc«0. 
Fo = | x), Ü c xxm 


为 博 里 叶 级 数 ,系数 b, 就 依 (3-19) 式 计算 . 
G) 在 [0,7] 上 展开 /x) Jede tO DO + > conn ,相当 于 在 f - nn] EJ 
F fa) HAREE” U 
FG) = [AC 9» -rgs <Ù, 


fx. 0c xxm 
为 博 里 叶 级 数 , 系 数 m 就 依 (3-20) 式 计 算 . 


例 9 在 [0,x] 上 展开 Kx) = x JERAR. 
M 依 会 式 (3-20) 有 


ag = 2 fraz = 7i 


ü, = 3. |" scosnsda 
PLE 
2 ,xsinmx | cosnx |^ 2[i(- D^ - 1] 
Ux Un * OT 
n 0 nn 
P n= 2k, 
z 4 
- 一 -一 一 一 一 ， = - 1. 
aak-pe 570 


于 是 


(2n - 1* (0 x x x m). 


3 ”大 级 数 与 傅 里 叶 级 数 


3.3.7 f(x) 在 [~ 1,1] ERE 49 48 E er n 
E 六 x) 在 [- 11] 上 满足 3.3.3 5 Pie i b, n] 
fix) = ? 十 | apeos “7” + b,sin rza) 


- AM Izle d 
IUC- D) + K0], üt 


其 中 
人 - M f(x) cos BERG, 


"n FLx]sin P dx. 
$510 在 [- E 5] 上 展开 f(x) = xcosx 为 博 里 叫 级 数 . 


解 KOD AAR] = 人 ,算出 


A [77 
b. = 4| xcosxsin2 nxdx 
no 


= 二 | - zostat Da cost282 -1)r | 


2n41 7n - | 


sin(Zn + Dx) sin( Zn 一 Ds] | 
(2n + D (2n - i? 


lal- 1)"- 
T m(dn* — (n> D). 
因 f(x) 是 奇 函 数 , 故 a, = 0. 于 是 


f(x) = FPXS 1)" TE (xls 3). 


3.3.8 fx) Ela, b] EJ&JE i E vp dE 
i fir) Ela, b] la < b) EWE 3.3.3 rper SR PE , 则 
fix) ~ E + > ( ancos 775 + b,sin eza) 
UG) + fx )}], a«x«b, 


ian) +A], x = a,b. 


其 中 1 = 9, 


- KQ 


(3.20 
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,= 于 | fees Pas, 
Hn 0, L.2. (3-22) 
b = nuc BES dx, 


例 11 在 [1,31 上 展开 fx) = BENAR. 
解 ”由 公式 (3-22) 算出 


3 
y = [xax zd; 


3 
a, = | xcosanzdz =0 (n > l); 


abr (n z l). 


3 
b, = | zsinnzzdz = 
于 是 


e "Shan - x, lesg, 
f) - 24 PC L i N X 二 1,3. 


3.4 三 义 求 和 法 


3.4.1 切 萨 罗 求 和 法 
nM 
DO s IMs 


PPS TER: 
F Xr S, —- S, o, -3 但 一 般 从 mw 一 3 推 不 出 S — S. 可见 切 萨 罗 求 和 法 是 


普通 求 和 法 的 推广 . 
2 fra, = Min = 1,2,…), 则 lim S, 5j lim am HEERA : 


以 上 两 性 质 表 明 , 初 萨 罗 求 和 法 仅 对 发 散 的 变 号 级 数 才 有 特殊 意义 . 
P Eina) 有 上 界 (或 有 下 界 ), 则 S, Ss, 一 5. 


"ub RERS D" BEBE M. 
g 令 @ = C. D^ 
Sa = U+- ^], 
I-(-pD V l(n-- o) 
1-{-1)" j 


L 
m= 3t án 


UL 是 级 数 1 - 1+ 1 - 1 … 的 切 萨 罗 和 . 


3 RRA HERS l> 


$i 13 求 级 数 sinna BTE RI. 
解 分 别 算出 : 


X d sa X. 
SG) = | eos - cos(a + L5] /( 2383); 
e (x) = beot - sin(n + 1)x — sing 

^ 2 2 A nsim ( x/2) " 


因此 当 0 «dx le x 时 oo(z) 一 二 cot 各 .其 次 显然 m(0) 一 0 
3.4.2 M JUR - iia obi 


ERAR un 在 0 < x < 1 时 收 襄 , 且 存在 极限 


A = lim 9 aux, 
x-—1 四 
则 称 4 为 级 数 S a, 的 阿 贝尔 - 泊 松 (Abel-Poisson) 和 . 这 种 求 和 法 有 如 下 性 质 : 
P Ba oim Pavo = o. 由 此 可 推出 ;车 S, S, Mlin > ae = S. 


ELE 


ra m 0(n 2 1,2,4), 80 


ab s£:0 


a, = lim 3» 


m 
nab xx  ^4-20 
3 


ka, = 0, Bil 


k=l 


3? Tauber 定理 . 车 lim 


d 
- FH 


S, > Se lim P, ax" = S. 
a ^ 220 


由 性 质 BEB 13 的 结果 得 出 , 例 13 中 的 级 数 育 网 贝尔 - 泊 松 和 -zeot 0 < 
|z lan) 这 可 直接 验证 如 下 ， 


. . . raina 

lim » ; sinar = lim l1 2reoex 4 7) 

a FU ec l- 2reosx + r 
sina 1 x 


"23.2«w ^ 29$ (0 «Ixlem). 


3.4.3 48 € v m d 69 AERE 


BA El- r,r] 上 绝对 可 积 ,m 5, ERREN ES, S.C) 是 情 里 时 级 数 
的 部 分 和 . 则 


eG) = T SG) 


k=l 
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fir,x)} = EY * 5 Ca, cosnx + b,sinnx) 
45-1 


Af l-r 
= xj AO l -2rco(x - y) + r 


PE xo € [- mal Art) 存在 ,SCx0) = SI) fg) ] N 


lima, xo) = lim fr, x) = S{ zo}. 
ru 1” 


dy. 


H xp = rit, MER Si rg) = HUK- aIt) « f(x-)]. 

PERO El- na] EXESEH f - mm = Ar WAEL- x] Eontr) EA a)n 
— o). f( r,x) Efix r m 17. 

由 上 述 结 论 ,> 分 别 可 得 出 如 下 推论 : 

?车 f(r) 的 傅 里 叶 级 煞 在 点 xQ Mh F S, Ant 在 在 , 则 必定 5 = 
L UG + Kxo-)]. 

2 Rf El- n,a] HERRAN- w0) = 所 r), 则 有 三 角 客 项 式 序 列 在 [| - xx) 
E—808589 f(x). SLE, inol 就 是 这 样 的 三 角 包 项 式 序列 . 


4 广义 积分 与 参 变 积分 


41 P X9^ 


4.1.1 广义 积分 概念 
Wf EXdE(a,D) E, - 9 x ac baa c.f(x) Ex = a,b XE X, 


对 以 下 考虑 的 积分 均 无 影响 . 
(1) 设 “有 限 , 对 任 给 8E (a, b), FG Ela, 8) EORR BUS CUT ERCBEPR IE 
多 可 积 ) .A(x) 在 {a,8) 上 无 界 或 = + o OEBEUS b E EE .CEREHEARIR 


l= lim ['4G0ds 
(Hb=+% 时 ,将 8 一 5- 理解 为 B+ ,下 同 ), 则 称 129 /( ERAL a 5) 上 
的 (广义 ) 积分 , 记 作 1 = | /Cx)dx; 当 4 有 限时 称 积分 | /Cx)dz KAR) Ela. 
b) 上 (广义 ) 可 积 
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(2) R bAR, IHES eE (a b) FOE [a 6] E98 CHER, FO TECa b) N 
无 界 或 a =- oa( 此 时 说 a 是 一 个 奇 点 ). FFERR 


b 
l- lim. | oos 
OCH a = - o Rf M aat 理解 为 一- m ,下 同 ), 则 称 ! 为 Kx) 在 区 间 [a,b] T: 
的 (广义 ) 积分 , 记 作 1 | f(x)dx; 当 1 有 限时 称 积分 | f(z)dx KARA) Ela 


bl EOSO 可 积 . 

(3) 设 存在 有 限 个 点 nia m xo « xy «tt «xS om buf GO Ela, B) 内 任何 不 
包含 点 xo,x1,… ,x 的 闭 区 间 上 常 义 可 积 ,在 xi(1 < i n) 邻近 无 界 ( 即 x 是 奇 
FORE cix < e < x < 02 X 0n X 6s X n OO ERAL xps ei enisi. 


o Lenza] EETA, REB GG) Æla, 6] 上 可 积 或 积分 | jGods licit, Eg X 
IO = [60s + sos a + Jf. 
以 上 定义 与 点 e, 的 选取 无 关 . | l 
若 积分 | /(x)dx KRR Bis e . 


$i 研究 p 积分 | Siep > 0) inii 
解 车 p = 1, 则 


n xoc qim 中 | s = limin 2 二 + %, 


IN dx lim Ê dæ 
a x Prada aF 


I 
= 
ME: 


— l .. 
= [oe 
+ 的 ， p<l1. 


因此 ,积分 |” 些 在 p > ! 时 收敛 ,在 p < 1 时 发 散 
类 似 地 ,p Baf i Zye ocacba«e9)ftp« Une Epi 


时 发 艇 .对 积分 | L1 有 类 似 结论 . 


4.1.2 广义 积分 的 性 质 
i x) ,g(x) Ela, b] ERRET X) 可 积 ， 
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t 线性 性 ”对 任 给 常数 o AA 
| er Bg)dx = e| fas 十 B gdz. 
2 可 加 性 ”对 任 给 = E (a,b) 有 
[Gods = [7608s + [xa 
也 比较 性 SE fAGxgxasx« k) W 
[Aada < [gcds. 
«|j ioa: <f | f(x) | dx. 


人 中 值 定 理 ic caocbcex.(x)TE[a,5] EXESE, gir) Elab) 
ERE, MFE cE lab]; 


b È 
JfGoeGOdx = fol eda. 


€ FG) = [fd 在 (a,5) 内 连续 , 且 对 /在 (a,5) HIWERA AF (a) = 
fC x). 

T RR. 莱 布 尼 兹 公式 IFO) Ela, b) 内 的 连续 函数 ,PCa*) 与 FO) 
FEC a =- % 时 Fe?) 应 代 以 所 -mm):b =+ c 时 仿 此 ), 至 多 除 有 限 个 点 
MFG) = fG) UI 

]/GOds  FG)| = EC) - Fla’). (4-1) 


gute GO fECa b) AER, pU) EC PAR, a)) 内 单调 
FERMA, limplt) = a limg(1) = b, Wy 


| faas = [ote coa. (4-2) 
EX» Bl HIER BA). 
P 分 部 积分 公式 Bauler) ole) Ela, b) PERE uf pL M 
b b 


T = w| - | wvas. (4-3) 


其 中 


È 


tt 


= lim u( x)vix) - lim u(x)vCx). 
BE (4-3) xXx rn rp — of PEISUBCSL CR — map 9x). 


BO 采用 公式 {4-1), 有 


Í = artan x =H. 
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pia 求 1 = | + x2) V, arctanxdx. 
E 采用 人 各 式 (4-2) ,全 x = tam, W 


x x 
(| tcoatdt = —- — 1l. 
0 2 


H4 求 1= MESES 
E 采用 公式 (4-3} ,有 


]lz-xe* 


a +5 
«[ e "dx = 1. 
üÜ Ü 


4.1.3 ”绝对 收效 性 
B f(x) 在 [e,5] 上 仅 有 有 限 个 奇 点 , 令 
F = FORDI], F = FDK) 1- As)]， 


Wi] f* 5; f- dEfS,H. 
f-f-f. Ifl-fef. 
I 35 01 f/GO 1 在 [a,8] 上 可 积 , 则 说 Ax) 在 [a,51 上 绝对 可 积 ,或 说 积分 


[Rada soot [yo ex dtl Re RP . 
PAAR ef 5y EAR sy R. 
4.1.4 广义 积分 与 级 数 的 联系 


(1) 设 积分 | Ke)dz 仅 以 6 为 奇 点 (其 他 情况 仿 此 ), 则 此 积分 收 伍 的 充 要 条 件 
是 :对 (a,8) 内 任何 趋 于 4 的 序列 it ,级 数 | Aada (IE bo o) icit 
收敛 的 情况 下 有 
IO = S f(xMx. 
(2) 积分 判别 法 “” 若 FGO 在 [1, + o) 上 非 负 且 单调 碱 , 则 级 数 fn) 收 人 
的 充 要 条 件 是 积分 | " fGOds lick 
eis 研究 级 数 》) -b 


解 BHyo-. 
[ fÉ xd "P dt (t = Inx), 
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YD Ep > LBS E p e 1 时 发 散 . 


4.1.5 X SPESE 
以 下 所 述 的 收 贫 判 别 法 与 级 数 收敛 判别 法 ( 见 1.2 节 ,1.3 节 ) 恰 相对 应 
(D 柯 西 收敛 准则 。 积分 | /x)dx( 假 定 仅 以 5 为 奇 点 ,其 他 情况 仿 此 ) 收 全 


的 充 要 条 件 是 ,Ye > 0,IcE (a,b), 当 cc <a<H<b ZI <e 

(2) FARBBARBAEN 设 /x) > 0, 则 积分 /x)dx( 仅 以 5 2 
点 ) 收敛 的 充 要 条 件 是 F(x) = [odr Ela, b) 上 有 办 . 

(3) 比较 判别 法 [ WE KOs fla) < g(x), 则 当 | iG) da 收敛 时 
[Gods iii ss [rcs 发 和 时 | gx)dz 发散 

(4) 比较 判别 法 T BEC) N Aa) > 0,8(x) > 0, lim EZ) LAUR 


唯一 奇 点 , 则 当 Leo [eda KRR Aade icis v 1» 0,| /x)d RE 
时 | g(z)dz 发 散 ; 当 0 < 4 < + c Mf Aade 与 | g(x)dx 的 敏 知性 相同 ， 

(5) 比 阶 判别 法 了 设 当 x 一 + w M) 是 十 的 p 阶 无 穷 小 , 则 积分 
“jax( 假 定 仅 以 + 为 奇 点 ) 收敛 或 发 敢 依 P > 1 或 p < 1 而 定 

(6) 比 阶 判别 法 RB cam M rb BE/GO ECL I p MESK, 


则 积分 | 7 zydx( 假 定 仅 以 6 HAA KRRB p < 5 或 p > LIE Ea 
唯一 奇 点 时 有 类 似 判别 法 
(D 犹 利克 雷 判别 法 “ 设 当 x 一 时 (x) PREGE, Gl) = | g(t)dt 


在 (e, 上 有 界 , 则 积分 | x)e(x)dx( 假 定 仅 以 5 为 奇 点 ) clt 
(8) 阿 贝尔 判别 法 设 GO 在 (a,5) LEHEN, ['eGods e, mi 
['rGaGOods Ha. 


ws 判定 积分 | 的 敛 散 性 ， 


x V + 1 
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H+ o 是 和 -人 十 的 - ul 


例 7 ”研究 积分 | ”ssdz(p > 0) KAPE sito ict 
AN DTf/ux)- xz-rsinx ,考虑 积分 | f(x)dx. E: pal Ff x = 0 TRAE, 


E p» LMH cn 0n Aa) EL p - LESE. A| Ade Ep < 2 时 收 
伍 且 是 绝对 收 伍 ,在 p um 2RR. 

2 考虑 积分 | ”7(z)dx， 因 | sinrdt 有 界 , 当 x 一 + 时 x-* 单 调 下 降 赵 于 零 ， 
故 由 狐 利 克 雷 判别 法 知 | ”ftx)dx fen. 39 p o» 1, 则 由 | Fx) Lag xc? 9H 


[Aadria E p < 1, 则 
N | fCx) 1 dx >|" i f(x) I dx = e(t PM 


7 |smnt | E, 2 
d > 0———— x . 
- Mf um t= Z4 (una x)? + 


综 上 讨论 得 出 :积分 | “As)dx 在 0 < p < 1 时 条 从 收敛 ,在 1 < p < 2 时 绝 
对 收敛 ,在 p > 2 时 发 散 

4.1.6 广 头 重 积 分 

以 二 重 积分 |[/(x,y)dxdy 为 例 说 明 , 其 中 Flx,y) E D EER, R DEERE 
M. Í 

(D EX — E D, RED BÉS— SR ETUR (ED, 上 常 义 可 积 , UD, = DS 
n— m 时 |/x,y)dxdy 恒 收 化 (其 极限 必 与 D, KERER), WERA Aa, 


i) WX RR 


y)dxdy 收 化 ,或 说 f(x,y) 在 D EG" 3) 可 积 , 且 规 定 
J, y)dxdy = m |f asd 


LA EL satin | fGc v) I dady H. 因此 ,对 


重 积分 温 有 绝对 收 化 概念 ， 这 是 与 广 义 定 积分 的 一 重大 差别 . 
(3) 化 重 积分 为 逐次 积分 的 公式 与 变量 代 换 公式 皆 可 推广 到 广义 重 积分 . 例 
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[aerar = | | Ares, raind ) rdrd8 


= ISI f f( reos , raind) rdr 
0 40 , 


例 8 RI- ] «ya. 


解 XJMEA RA 
2x th 2 
I 一 f ae e" rdr = m. 
另 一 方面 , 因 
f= Lej ?ax = ([ etaa), 
故 得 | eax = dn. 

4.2 参 变 积分 
H- ogas basce.f(x.y) REX ECa,6) x YE WLR X) 积分 

piv) = LET (4-4) 


对 某 些 y € YAE. 称 (4-4) 式 为 以 y 为 参 变 量 的 参 变 积分 . 关于 参 变 积 分 的 基本 
研究 课题 是 :研究 它 所 定义 的 函数 的 分 析 性 质 及 对 之 进行 极限 运算 、 微 分 与 积分 运 
算 的 方法 . 


4.2.1 常 义 参 变 积分 


设 对 每 个 y E Y-A 式 必 为 常 必 积分 存 和 证 , 则 pir) BUTTER: 

I? 连续 性 ”车 六 x,Y) 在 [a,8] x Y 上 连续 , 则 o(,0 在 了 上 上 连续 . 

r 可 微 性 FRFR f(x,y) 存在 县 了 与 £ 此 在 [4,8] x YEER, M 
eCy) Æ Y EIJA, H 


b 
ei) = | 5G). 
一 般 地 ,有 
d b 
dy ac de 
My 
- [fe AB 308 GO flaly) a QD, 


H pixy) 连续 ,而 alr), bir) PTUR . 
3 积分 互 换 。 RWpfx.y)dE[a,b] x [c,d] 上 连续 , 则 


IC ,y)dx = fas To „y)dy 


4 Jp XH Suv + 99 - 


bd 
ES NE: x,y)dxdy. 
4.2.2 PF X4 E495 


FARR A-4) 臣 忆 以 请 为 奇 点 , 则 
I? p( y) 是 2.1 PETEAR E ER t , Br 


e) = lim [Se pq. 
d 72 
Tpi) 可 表示 为 一 函数 级 数 的 和 函数 , 即 
eCy) = > f(x. yide, 
nazi nl 


Hp a = boge hen e bah. 
据 此 ,可 将 2.1 节 与 2.2 P RRCA FER. 


4.2.3 — cse 


设 积 分 (4-4) DA b EA CEU RESET IE. ve >t 1e € (a. 
b yB Ele bh vy C AUR 


MIT - e| < €, 


则 称 积分 | Kx,y]dx y ERA ERREF py D HETA a, ydd TE Y WBA 


闭 子 区 间 上 -- 致 收 敏 , 则 称 它 在 了 上 内 财 一 致 收 笋 ， 
下 面 的 参 变 积分 的 一 致 收 敏 判别 法 ,与 芽 数 级 数 的 RAINE (2.2.2 小 
T) HITEL ， 


(1) 柯 西 条 件 ”积分 | 7(x,y)dx( 假 定 5 是 唯一 奇 点 .其 他 情况 仿 此 ) 对 y 在 
A 上 一 至 收敛 的 充 要 条 件 是 ,Ye > 0,jcE lab), Ya fEl bh yyE 4 有 
|i ds 
(2) 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ” 车 存 在 [a,5] 上 的 非 负 可 积 函 数 g(x), 使 得 
| fx v Lu gx) € (a,b), y € aD Wye A BU f, ax tax 


-- SuSE. 上 述 的 gC PROS" DUET. 
(3) 狐 利 克 雷 判别 法 UE Ox 30 XE x HEISE x 09 bx « BOE Fx, y 2E 


y € A —KkSCT E UL [eG di ET € Ca 0 Y y € 4 一致 有 界 , 则 积分 
有 A(z,y)g(x.y)dx( 假 定 仅 有 奇 点 b) X yA EBES 


(4) 阿 贝尔 判别 法 “” 设 Kx,y) 对 x 单 调 ,对 *E Gs 0) S y € 4 一 致 有 界 ; 
b 
[ax ydet y tk A E— Bol RUBUA [Ge aC y da RE y E A ES. 


< E. 
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在 上 述 的 (3).(4) PE foy) 或 g(x,y) 与 无 关 , 则 在 涉及 它 的 条 件 中 可 
去 掉 * 一 致 " 二 字 . 例如 , 若 On) = FG) RIS (G0 单调 有 界 ,| g(x,y)dx 一 到 


收 敏 时 ,| Aey da 一 致 收 全 
例 9 研究 | ede it Sola ， 


解 rPyBC(-e eo), ererrdz 在 (- mp] 上 一 致 收 敏 ; 因 当 y «e 
时 x'e ux Petia m Det 可 作为 做 函 数 . 

r | ”werrdz 在 (- m, mm) 上 非 一致 收 名 .否则 , 当 e 一 + m 时 关于 y > 
0 一 致 地 有 

He "= a|’ eds = | wedx — 0, 

HÈ y = ,有 ae 一 + ora 一 + 的), 得 出 于 盾 . 

例 10 判定 积分 | e-~sinxdx(a > ao > 0) 的 一 致 收 合 性 ， 

WS 因 e “对 x 单调 , 当 x 一 + w 有 时 对 a > oo 一 致 地 在 ce 一 0, 而 | sintd 
有 界 , 故 由 狄 利克 雷 判别 法 知 | ” e-sinxds 对 a > ao 一 致 收 得 

puo 判定 | en Bda > 0) 的 一 致 收敛 性 ， 

MU Bet 对 c,x > 0 一 致 有 界 且 对 x 单 调 ,而 | ”和 dx 收敛 , 故 由 阿 贝尔 
判别 法 知 原 积分 对 。 > 0 一致 收敛 . 


4.2.4 积分 号 下 求援 限 、 导数 与 积分 


(D 积分 号 下 取 极 限 ” 设 积分 (4-4) 9E y € Y-k Ho dsE— AIV 
€ (a,b), 4 y — yo BE f(x, y) OH x € [a,8] — Sus Se, o 


lim | Fs,7)dx = |’ limf, dee (4-5) 

(2) 积分 号 下 求 导 。 VHREHE Gy) 存在 且 /与 /, Las 8) x 了 上 连续 ; 

积分 (4-4) DEL b DEAR Hy E 了 时 收 伍 ;积分 | fC, yde 对 y 在 了 Y 上 内 闭 一 致 
cR RITE Y PETERE: 

Ef fs)ds = [Gs (4-6) 


GRADER RA 和 在 [ebx[eydj 上 连续 ,积分 (4-4 t v TEL c, d] 


4 p X453 * 101 > 


"ET bo rd 
| dy [ fex, da = [ax] Ke, y d y. (4-7) 
公式 (4-5) ~ (4-7) 常用 来 简化 积分 计算 . 


e gifs dads 
S l= f(a), 则 由 公式 (4-6) 有 

F ' I 
rla) = ha aa nma 


a e 
- o (l-a) +l Alo 


TO 


一 一 了 3 (lal< Ll), 
其 中 用 到 BE (0,1) ,积分 | ———29:——— xt Lal 8 — SUR. 于 是 


OT ax) 1- x 
[2 0) 4 Jer Casa -rv T ai - 6D. 


6413 Ë= N giny ( (ras - e*)dx (0 « a < b). 


x 
b 
WU RB mem = | ->dy 及 公式 (4-7). 有 
+œ b 
Ix | dx| 。 P sinxdy 
b +% 
= | aj e "'sinxdx 


b 
= | 3 = arctanb — arctana, 


其 中 用 到 |” eainxdx 对 y € [a,b] —Su& 9 . 
fi 14 求 了 = 1 se gy, 
RO EaD = | sw Sas m 
Jla, A) — _ 
ap -| "V osfdx = gepe >O. 
于 是 


ia, p) = I(a,0) «f S. pd = arctan É, 


f= lim 下 B) = F sgp. 
其 中 用 到 合式 (4-3)， 而 验证 公式 (4- 5) RLRE. 
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4.2.5 ”对 参数 的 连续 性 


(D HE x. y) TEL a5) x 了 上 连续 ,积分 (4-4) 对 y 在 到 同上 内 闭 一 致 收敛 ， 
则 piy) 在 了 上 连续 . 

(2) ÈE Y Ox y) Ela, b) x [c,d] FIERE E BU (A-4) c SUE 
[e,d) 上 的 连续 函数 ptfy), 则 积分 (4-4) 对 y Ele d] 上- Eug SE. 


4.3 “一些 重要 的 积分 


4.3.1 RRD 
称 以 下 两 个 参 变 积分 为 欧 拉 积分 ， 
I(a) = ] sens (a » 0); 


Ba,8) = | 70 - mprdx Ge > 0). 


二 者 叉 分 别称 为 函数 与 B 函数 . 
欧 拉 积分 的 主要 性 质 表 现在 以 下 公式 : 
r^ 递 推 公式 
Fle +1) = aIXa) (a > 0): 
一 般 地 ， 
IXa) = (a - D(a - 2): -(a - nia- n) (x » n). (4-8) 
特别 地 , 取 a = n 118: 
n+ 2 n!IX1) - nf. 


T 高 斯 公式 
| a+ L) «m "E 2-1 - CANE nz), a >Ô. 
Y 余 元 公式 


IXa l- a) = ea (0 « o « D. 


特别 地 , 取 a = d i 


中 ERAR 
B(e, p) = TO (a,B > 0). 


利用 公式 (4-8) AA) = fa ur 
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(a, 1) = Ce DU Ys (aa) 


欧 拉 积 分 常用 来 计算 ( 常 义 或 广义 ) 积分 


例 15 求 7= | e -2 dx. 


解 ERR =at 


例 16 RI dx 
e lxx 
BS 作 代 换 1+x = L Jaca = - 地, 于 是 


,ha ddi 
E pae Hae 
=- 才 4'4! ^ 


. "i z) E 


£17 E 5, = I sin*^xdx. 
B JEDER sir = c 


1 - 
h.c ipsa - )07tdi 


4" 


law 
- lB(22+1,2) IXn € 5 UC) 
7-28 2 721] * aD 
2n —1)!! x 


(A03 ^2 UBG-9) 30. 
4.8.0. Xo) S, d dna 


E 4.2 4518] 14 中 已 求 得 积分 
IN sina, z 5 send, 
此 积分 称 为 狱 利 克 雷 积分 . 其 实 有 一 


系列 积分 可 转 攻 为 犹 利克 雷 积分 来 计算 . 
Nis SET MESES 


解 。” 用 分 部 积分 公式 (4- 习 ,有 
I- sin? fix += 


E 


,p[ 12a 
G X 
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=0+ 有 日 了 sgn28 
= 二 1 有 1. 
采用 类 似 的 方法 可 用 来 计算 | “( P9) de (a > 2). 


4.3.3 RPR 
H (Fresnel) 积分 指 如 下 一 对 相等 的 积分 : 


x 
[ sinzxdz = | cosx"dx = 3 "E 


AARE x? = +, 由 以 上 积分 得 到 
*" sint ,,  [*" cost L.X 
f /, * -| J WES 
£519 求 了 = | sin ox + bx + cdx, a > O. 
解 D 


7 


a r bra e (Varl) ae E 
24a da’ 


a 


用 4 -Vax + 二 作 代 换 得 ( 记 8 = 。- 1D 
ZINC CEDE. 

= Zf isi 2 $e )d 

= Tile sint^cosB + cost sinB)dt 


= 上 上 (sing + cosp) E 
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常用 泰勒 展开 式 105 - 


营 用 素 勒 展开 式 


I" = x^ CI xl« 1). 


g 
Ana DSaren ， (0 xd « 1). 


= Se Dx^ fixie D. 


S (1+ a) ede Dala- D- (a- n4 DA (E xl« t). 


VT-x=1- 宇 - Y Oe ( x dec 1D. 

T- = l> + > (-lazxez«l!. 

eVI- 21-2- X Ope” (I æl D. 

F d 11+ D» EI x" (Exlg« D. 

(e Ji-x-1-4- > Gn. 20a 5:2, (1x1 0). 


2 


o l L (3n -2)(àn- 5):-4-1 , í 
11 -1+ 5 3n(3n -36.3 x" -lex< 1), 
Pes- DŽ 
vni 
do! 


n! 
. - 
1 sinhx = 2) n « Di C xle-c9). 
> 
n 


(xls). 


14 coshx = 


VI Cox du m). 


15^ sinx = 3 GU Qale+ €). 


# _ hdn 
l cosx = ` C- D'a^ 


* da-l 2n 
IF sinh!x = > mT ilale+ =). 
[| 中 


- 106 * 755238 无 窃 级 数 与 广 闷 积分 


. = (- jezl n-i 2a 
1f six = >, POT = (Ixi«« œ). 
I ! 


- gin- pin 
I9 coh x = 1+ MEE (Ixl«-4 9). 
2. (2n)! 


- (- 1)522^-1 47^ 


20 cof = 1+ 2, (2n)! (lx|l<+ æ). 
2r ans = >) E p Bee (0 xI« $3). 
2? tanhx = cov LB, x7 (lxl< 3) 
ns lo. > te (0 «Ex [« x). 
-* n—-l 4n 
2» cox -二 = S CB gea (Oeil n). 


29 In(1 + x) = > D É (li<xel). 


2] 
MESI TN CI x Ea l). 


FP arminhxz = ln( x + x 4 1) 
(- «X - )t! r+] 
2M Inl » {| xie l). 


{2n)1! 2n + 
= n, 2n«l 
28? arctanx = $ ene {| x Ie UU. 


1 lex SN sh 
29 aranhx = 7yln > «1l (| xl« lj. 


X? ercosx = > (23cos 22) É (nd ee m) 
I 
c 48 s nx) x! 
31° e'sinx = DEPT "TI (| xl«a >} 
Ç LJ 


3» In ts =- > EE, a lelea). 
B, FAAS H Bernoulli) 数 , 它 们 决定 于 无 穷 递 推 方程 组 
Do nh (at )» = TET R= ] 之， 


| Bn | 的 前 面 几 个 数 是 去 ， E5 "30 ' 66 "0306". 


常用 求 和 公式 * 107 : 


常用 傅 里 叶 展开 式 


le sgn% = E 5 sint 2n ~ 1)x 


22 -] lale rt), 


Tx-2»- prr Sinne (Ix 


n-l 


le m). 


Pux-xa-2j ME (0 c x « 2x). 
n=] 


4 X3 cos(2n 一 l)x 
E -E_Z 
Ixi - »» SETE 


2 


中 下 


Cx lum. 


TPES D - DE (lx læ x). 
o 、 (Drdz - 22h) 
6-9 l 12 2^) inns (I xd « m). 


n=1 n 


T oxsimx = l- 


8 woosx =- SO. 2 $ GD 


P | singl- Ž -Æ .) cos2nx. 
T x fdn -1 
=% (- )'! 
IP 1 cosx | — 4 ) L1 cosi nx 
" T asl 4n -1 


coax 2X C4 
一 2 


cose {laler}, 
sinnx (lale m). 
Clxi<+ œ}. 


(I xl«ze9). 


sinher] ] 1 GCOSILE — asinna | 
9 a  — Z3 HIM] d > n COSTLY T ASNI 
11 e E + 2t- D E 2 (| xl« m). 


12? sinhax = 2sinhza SS (— D"! nsinnx 


x uml MN 


nal 


L3? coshax = sinhro[ 1 l +2 ic 


2 {lasle rh 


e peon] CHE x Fez x). 


常用 求 和 公式 


"a l 
Pa 01 sI«D. 
g 


SS 
?Om = 人 (J x1 < D. 


3? een = HD (slg 
" -x 


1}. 


108 > 2b 无 穷 级 数 与 广义 积分 


ORELL (-1& x « 1). 


SOODE dues) (1< ax 1). 
1 
n-i 

6 >, ep = In? 


ELE TT (x ds D. 


vx am^! 1l, 14x 
P OF on (Ixl« D. 


(- 1) "wen! 

11° = arctanx C| xla 1}. 

2, 25 - ! 

- (- D^! 2X 
1r A-0734 

z x 0 24x 1 - x? 
r ban a * In(1- x) CIxlIzl). 
WOOLGIQ74 

ec (-D 1 
eG UE 


le Pliego T. thl- x) (I xl1« 1). 


— {-1}"-'gt" n-i x^^ 2 
PEE ds - D = 2xarctanx - lnl + x^). (Ix E D. 


Ig j» REPITEN, pe. 


L 


x» Ae (xl« o). 


"I 

21° S gi. = Stha (x lr 2). 
n, inl 

ar D Gr 


(2n 4 1)! 一 sinx (peler ). 


- 2a 
' ox . 
2» 2; Qa) = sinhx (Ixl« 59). 


je D) CHEST. = coss (Ix L«& o). 
(2n - D! _ o. 
25 $, (Int x^ = = -I i-lgrg l} 
,í2n-1)!! 上 
P Q0 "n 
27 S Ca- DN ANE sinsa CE xdel. 


= B 11 n+ 
28 S p O2 DH £ = arinhx — x {lxrig 1). 
I 


(2n0)11 2n41 


ecC043-1)0)7 1 an 
9 DUO mit zo 


» SOR DU CDS ifr 


3p >) ME L (0 « x < 2x). 
| 


2 


379 SY GSN dm 
H 


2sin 3| (0cliximsx. 
3 S (21819988 - Id acos EY) Oxie n). 
> sm la 293) (s 


e opere ld (Ixl« x). 


à 09 * 


35 > colr- I) 一 (4 — a) cosx - cosxIn(2sinx) (0 < x « x). 
1 


36 ` in- Ds = (4 - x) cosx + sinxln(2sinc) (0< x « m). 
l 


n 


i a-i Sin(2n — Hix 
38 2C p! " 


3P > ])T'! cos(2n — 1)x = xsinx + cosxlni(2eosx) tlale 
1 


3 > on 一 Ti Lin 


"1 (OQ cIxl« n). 


"mm x A sm (Ix 1 « m. 


2 


= xeosx - sinxIn(2eco8x). (1x1« PAZ 


EB 第 2 篇 无 穷 级 数 与 广义 积分 
T Ogre T), 
AD SIE T cun — - 4 = 2 
25 -] -© (X cxx 
4 “2 s 
4 Mc per Serin — Dx = Tn tan| 三 +2) | (0 s x x) 
e yum 2i 下 (0 x 2r) 
ae D) CSE Mt (0 x x xx) 
« mes lm oM aal (Ix lu x). 
ar D to i 1.2337 
4p Cay Sens - -村 (x le m). 
4g? Sye- per er Ss leige n). 
st > - 本 (reothr - 1) = 1.07667… 
51° > UD ai Y =- 0.36398 
32 > 光合- 二， z sins +g (0 ez x x n) 
s? D 池上 = sn( 二 - [28 2|) TEES 
se Doo gem a g oe aha (Izle) 
55 $c pa Seu = sinz[ In 1 2cos Ž i- 1) (1x1< x). 
s» ewm 2A tsini (U si<+ e). 
5P 2 ges = sinxln cot Ž | (1z1<+ o). 
se >j prt nE = Leo l- T (x 1 a e). 


常用 求 和 公式 -ill ， 


Ca poi BERE | Lising (| x l1«« 9). 
1 
Sa 
HAT 2 
-1 ! x l 
> c - 4 - E! = 0.285308---, 


= e*osísinz) (|xl|«- »). 


= e""sn(siny) (l|xl|« 9). 
1 一 gcosx 
| - 2qcosx + q? 


S ———45nx 
q'sinnx = siny i 
1 | — 之 本 cos 二 十 q 


29 
J 
3 
li 


ilgis TY1S+ 9). 


lgie 1 1z1<+ o). 


2; 4 - - Eln( - 2qeosz + q^) (gi«l,.Ixl«u 9). 
l 
2 a = arctan [OE HDE (fqgi<l,lxi<+%)}, 

一 Qgcosx 


(— L)"x BE 
E xb o. nu DS -2x'* P o. 
v x cots l 


U fh 2 -3p rn = Ù, £d. 


ui n 
SU l Lx ann = 0, rl 


x nn = 2sinx 2x 


)j-————Mr- ER Vu(a-i)eauO etus 
I 2 ( i) "m 
a 
» x _ tanhx 
一 = H 
! +(n- 二 ) s ? 
nh e. 
2, na- 8 793935 
1 
75 2; Wb = Opi E = 1,2,…，B, BAREIS. 
Sa 1 x 


-3 = g = 1.6449- 


| H2 > 


qu» E! ( - 1)^7! 


80 


8T? 


e f 


~ (2n - 1Y 


Sai.£ 


jj dx 


Q 
1 


eI. 


(a4 x3) 7 


| 一 
1 

& |^. 
T 


2E ”无穷 级 数 与 广内 积分 


1.082323… 
Es 
Ij = 0.822467" 


l 
- | arctanx jy = 0.915965 
Ü r 


2 6 = ggg = 1.01734… 


z i 
3E Jis = 1.29128-- 
1 


sin «X 
m 


x (2n-3)!! 
2477-7! (2n -2)9 > 0, n x 2. 


ab 
m 


! n 
6/1 


L) fft L) ,m > 0 


BARRAR -113+ 


a 


aedes = btia), a,b > 0. 


ur 


" 
| 


ra p (CU vcaogbrdx = Ages > Ü. 

17 | e-*sinbxds = aia > 0. 

i? | te veosbrdr = = CAMIS asp »0.0- arctan Š., 
u a" ler sinbxdx = (EPIS anp > 0. 


[^ unit b 
e], n dx = arcta 7", a > . 
PIE | 


at en dx DL b^ PCS) a,b > 0. 


z PES 
sj. a etae s Caid NES nz d50. 


ih 1 —- 
wl PE yob >O. 


aef? etarda CH 泊 极 积分 ) 


e a cos brdy = IRE. > 0. 
2 
2 | e^" coshbxdx = EZ XA a» 0. 
n " 


ol" or In _ Qn)! — 
24 f e "sin "xdx = a e aD a aoma yt > 0. 


T -dx s n-l ne 
s [. aim ade = ig a REIS (2n - 1€. PCI 


je [ertet dx = "ur 0,5, n 2 0. 


imtl nt+l 
-| sin"xcas^xdx = I p( #4 3773 ERETI 
- ji 
ap | siedz = E Cr- UU x ssl 
ù ‘nlt 2 
X 
2 Jal (2n)1! 
2 [^s rdx = (nl 
f: dx Qatl) a30 
o (arara) Alat + a)?" 7 


dia > 第 2 篇 无 穷 级 数 与 广 文 积分 


Ao. 
ap f Su mtd. = 2 GREJ). 


3r] etde - 至 sgna 《 犹 利克 需 积分 ). 
ae] Md: = Tama. 

3 中 NOE = E lel. 

ae | (sims) dz - Malan, 


i cosas — cosh gy = LITE 


JP X = L cosx^dx = l 43 ( 3EE ELE) 


ù 


3g 7 sina g _ ”gosx | NEUES 
"s x 2 4 x A/ 75 


-] 
aw | eng To O< p «lua » 0. 
0 2T(p) cos £7 
-1 
AF d xo? p sp«2Aa 0. 
? 2I p) sin 57 
HE 
Dit 


Qo x 4 TG P = p ea RERA . 


47 a = 3:9 ,a,b > 0 ( 拉 普 拉 斯 积分 ). 
| ds Mer) a,b > 0 

se [teas = CDM > Ora 0. 

as [7e Inxdx = - y.y 是 欧 拉 常 数 . 

46 |. Inxin(1 + x}dx = 2- lmd- z 


| InCl + x). = La 
Ü Xx 12 


1 
as ['instn(i - x)dx = 2- 
1 
> | lUl + x) dx = Em? 
0 lyx 8 


ei^, 


常用 积分 公式 


50P | lnsinxqdx = 一 3m 【 欧 拉 积分 ). 
arva- F 
2 


51° LE + beosx)dx = zin ^— —— —— 0 « b a a. 


327 fi a^ — 2abcosx + bdr = 2xlna,.0 < b < d. 


0, iglal. 


s» [Intt - 2 + ad -i 
o qeost + q /üx Zalni q 1. 14 1» I. 


o COSX 
ss | 
0 | -29cos« + Q3 7 P 1 4I l 
se | —— cem. "Ë " 
o 1- 2qcosx + Q7" pa gi TIS La NPRN. 
[ — - 8 0 Ed 
014 2xcosa 4 x^ — Z2sina' -o& o « 3^ 
T dx a 
el T= ES 
0 | + 2xcosa + x? sing < «< 2 
sp | -dx = TT 
oc41 7127 
" $max | — lfl x 
e o e 19 7 iL - e) 
b T r x 
9i Í; e-1 7$ 


e| PAGE ds - 于 (rcothar - L) PE 


w on-l HI 
deo DOT p 是 伯 努 利 数 


w 3 d 
o * X 
64 | at ids = fs. 


Erw 


编 者 EAR 
审 校 者 EFS 


H ë% 


B| H eeeeeeeerreese - (119) 4.4 HFE Bp e (143) 
Earp EE -— - (119) 5 线性 变 摘 eee {145) 
L.l ASOGGSROUU 5.1 线性 变换 的 定义 及 
基本 性 质 eee - (119) EA ER eee (145) 
1.2 d 5.2 线性 变换 的 运算 及 其 
ra - (120) me TE IP T—"—-—— (147) 
L3 -TEIRMEAN 5.3 ”线性 变换 与 矩阵 
1.4 复数 域 、 Xf 5.4 RETARA E 
数 域 上 的 多 项 式 …… (125) 与 准 对 角 化 ee (149) 
1.5 ENER Ue (126) 5.5 线性 空间 的 同 构 
行列 式 … - e (1209) 000 eme (150) 
2.1 行列 式 的 定义 性质 5.6 对 偶 空 间 与 对 偶 变 换 
. - (129) ce that ssh hohe ae ehasas haere (150) 
2.2 行列 式 的 展开 = (3D 6 欧 氏 空间 与 本 空间 ……… (154) 
2.3. HEREA e {132) 6.1 欧 氏 守 间 的 定义 与 性 质 
线性 方程 组 saresserrasas nasa ver (133) - (154) 
3.1 线性 方程 组 解 的 判定 6.2 EAEE BCEE 
* (133) " (1055) 
3.2 线性 方程 组 的 解 向 量 6.3 标准 下 交 基 een (156) 
之 间 的 关系 cereus COM) 6.4 歌 氏 所 辣 的 线性 变换 
3.3 线性 方程 组 解 的 结构 : (057) 
0 (C134) 6.5 西 空间 和 [158] 
14 基础 解 系 和 特 解 的 7 二 次 型 与 双 线 性 型 ………… (160) 
简便 求法 overeen (135) 7.1 二 次 型 及 其 矩阵 ooe (160) 
名 性 空间 oeteteereeeerenreenee (138) 7.2 二 次 型 化 为 平方 和 (161) 
4.1 线性 空间 的 概念 con (138) 7.3 复数 域 上 与 实数 域 上 
4.0 有 限 维 线性 空间 TRADA vere - (161) 
V È a (CT) 7.4 XXEETER e (164) 
4.3 坐标 与 坐标 变换 FERAE eee (165) 


sg £&à 


高 等 代数 的 内 容 主要 包 揪 多 项 式 理论 芹 步 和 线性 代数 此 而 这 两 部 分 . 

中 华 击 国 是 线性 代数 的 发 祥 好 发 九 章 算 术 ?# 第 3 音 " 旋 种 "中 的 十 从 问 全 是 解 
线性 方程 组 的 内 容 . 在 该 章 中 所 引入 的 负数 概念 以 及 正 . 贡 数 加 减法 则 在 世界 数 
学 史上 都 是 最 早 的 记载 ,其 中 关于 一 次 方程 组 的 解法 比 出 方 同 类 解法 要 蛙 1500 
全 ,个 线性 代数 的 崛起 和 完善 却 在 18 世纪 ~ 19 措 纪 的 西欧 . 

高 等 代数 的 理论 与 方法 在 数学 学 科 和 其 他 自然 科学 .让 会 科学 领域 内 都 有 广 
斌 的 应 用 . 现代 科学 技术 特别 是 电子 计算 机 及 计算 科学 的 迅猛 发 展 ,为 商 等 代数 
开辟 了 更 广阔 的 应 用 前 景 . 因此 学 习 和 掌握 高 等 代数 的 理论 和 方法 是 必 不 可 消 的 . 


1 多 项 式 


1.1 一 元 多 项 式 运 算 及 其 基本 性 质 


1.1.1 一 元 多 项 式 概 念 


(1) 设 村 是 一 个 数 集 ,a C M, bE M. WIR a oir ficas: PIER) DR F 
于, 则 称 加 法 (或 减法 .乘法 .除法 ) 在 时 中 是 可 施行 的 ,也 称 这 运算 对 好 是 封闭 的 . 

(2) 在 非 空 数 集 吕 中 ,如果 加 法 .减法 ,乘法 是 封闭 的 , 则 称 P 为 一 个 数 环 . 

(3) 如 果 是 盏 少 有 两 个 数 的 数 环 , 且 对 除法 ( 零 未 作 际 数 ) 是 封闭 的 , 则 上 上 
DE E . 

(4) 设 x 是 一 个 文字 ,am 是 非 负 整数 ,eo,al a, AR TER F rp I BOTE 
ARIER 

dg TE E a 4 eux (1-1) 

称 为 数 域 后 上 的 一 元 多项式 , 常 表示 为 figi 

在 多 项 式 (1-1)7 中 ,mo 叫做 零 次 项 或 常数 项 ,az 叫做 5 次 项 ,ai BRA LUXOR IE) 
数 . 满足 条 件 mm 关 0 的 最 大 整数 m 叫 做 该 才 项 式 的 次 数 . 记 为 次 (xz)) = nas Fr 
为 它 的 得 项 系数 . 当 m = 1B, FgRIX EDU ERE uA. 

除 ag = 0b, JE fb a; Sip RE SE Bg de C FRU EX Au .此 外 ,如 果 包 项 式 
(1- I) 'Pr ép ni BOT SE SEBRHONGE dr Lip Oa. 区 项 式 0(x) 的 "人 次数" 没 
FEN, CEE- PUE CES ERICH XP emo a EX ER IU PA S EI 
B. 
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1.1.2 一 元 多 项 式 的 运算 及 其 基本 性 质 


(O IREA x) 5g p x) KERRE RA 0 a, BEER a 53 CX TB 
等 , 记 为 f(x) = gx). 

(2) 数 域 F 上 的 两 个 多项式 的 和 、 差 . 积 仍 然 是 数 域 六 [的 多 项 式 , 记 数 域 
上 上 全体 一 元 密 项 式 组 成 的 集合 为 Fle], TÆ F[x] XT A RSS DIA MEARE 
封闭 ,因而 Fx) 为 数 域 fF 上 的 一 元 多 项 式 环 . 

[33 次 数 公 式 

次 (F(x) x gi x max KC IK CeCGO; 
CI gx) = IR + 次 (gtx))， 
(4) dnx n AR eam RE SANAA, E SERE . 


1.2 ”多 项 式 的 整除 理论 


1.2.1 多 项 式 整 除 的 概念 


设 所 x) ,g(x) € Fix]. 车 存在 hix) € Flax], HWE Ax) = g(x}htzx), 则 
TR gla) 整除 fl x) ,或 称 g{x) 是 f(x) 的 因 式 , 记 为 g(x) 1 f(x). EG Bx) 不 存 
在 ,就 称 gtx) 不 整除 FOX LUN gis) CE AGO. 


1.2.2 整除 的 性 质 


(OD 零 次 多 项 式 ( 即 非 零 常数 ) 整除 一 切 多 项 式 ; 
(2) 任意 多 项 式 整 除 0( x) ,特别 地 ,0f x) 整除 Q(x); 
(3) Xi hx gG gx DL fO BE hOO 1 f(x) 整除 的 传递 性 ); 
(4) ENOI g GO gx) Lf OBL I) = eg GO EP e AER 
(3) c * f(x) 1 fG0 ,其 中 为 非 零 常数 ; 
(6) 4$ gCx) 1 fr), gr) fx), 则 g(x) L(x OA) + u(xACO ] 
中 glx) 与 mir) IESUS, 
D 3€ gtx) 0 FG, m CX) m Riel)’ 
(8) Zi p(x) 为 一 不 可 芍 包 项 式 , 且 p(x) 0 f xg C xD. M pO) E fx) BE pir) 
| g(x). 
例 1 E hGOD 1 [3F(x)  2g060 1 hGO 02/3 - 3gCo]. 试 证 : h(x) 
| GO, AX | gx). 
证 BAG 1 [af + 2g x) Lh | (2/00 - 3260038 
3f(x) + 2g(x) = hCx)p(x), 
2f(x) - 3g(x) = h(x)q(x). 
由 上 两 等 式 ,得 到 


Ka) = of A) co (3) c9]. 


1 mA «421 7 


gx) = h| ( 2) pix) 一 ( 3) "E ， 


hix) l flx), hix) | gix). 
1.2.3 qM 


带 余 除 法 定理 ”对 手数 域 上 的 任意 两 个 名 项 式 f( glr) HP g(x) 
Ka) HARIR F EREDA g) 和 r(x) ,满足 
f(x) = q(x)g(x) + rix). (1-2) 
其 中 x) 或 者 是 0(x) ,或 者 比 g(x) 次 数 低 ,这 里 GO 称 为 余 式 ,q(x) 称 为 商 式 ， 
而 且 这 样 的 qx) 和 rtx) 是 唯一 的 . 
下 面 举例 给 出 求 商 式 g(x) 和 余 式 rtx) 的 方法 ,这 种 除法 称 为 带 余 除法 . 
例 2 Ef 22x! 3x3 2x - 6, g( x) — x3 «2e - 1.oR g( x) ER Cx) Br 


BAA g(x) Rex rlx). 
解 因为 
(gix2 Cfi x0) (gC x2) 
x? 4 2x - I 2x* — 3x 42x - 6 23$ -24x 67 
Zat 44? — 238 
-4x'- x! «2x - 6 GG) 
- 4x! - 8x? + Ax 

Tx - 2x - 6 CfaC x )) 

7x" + Máx - 7 
- lx +1 rb x9) 


fix) = f(x) - gix) o 28, 
Ro = fO - gix) t (C Ax). 
r(x) = f(x) - g(x) *7, 
所 以 
fix) = gix) -4x + 7} + (- 6x + t), 
从 而 得 到 
A qix) 22x!'-4x 7, 
余 式 r(x) =- 06x + LH. 


1.2.4 余数 定理 与 综 会 除法 


(1) 余数 定理 iec FARR, MWETA) E Fx] BRE x - c 所 得 
的 余数 等 于 Ae). 

(D 综合 除法 dE x) = agr" e aix! + 二 除 以 x-r 
的 商 式 与 余数 的 计算 格式 如 下 : 
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€ | a di tz Uto 08-4 0 60, 
T cho cb, Tti chp chn- 1 
by bi by 5 ba. 0 b, 


XP by = agb; = a; 4 cbiati = L2, n). 于 是 得 到 

商 式 q(x) = boat! t bo x17? o t b ax E Dani 

AR t= b, = fiec). 

利用 上 述 计 算 格式 求 得 商 式 qx 和 余 式 (余数 )r 的 方法 称 为 多 项 式 的 综合 
除法 . 该 法 将 除 式 为 x -ec 的 带 余 除法 大 大 地 简化 了 .用 此 法 很 容易 判断 一 次 多 项 
式 x — c ROSSEER x fO. 

例 3 判断 x+3 能 和 否 整除 x5 2227 40. 

解 ” 用 综合 除法 求 出 x+3 除 六 x) 的 余数 ,看 余数 是 否 为 0. 为 此 将 所 给 多 项 
式 的 系数 按 峰 需 排列 , 缺 项 补 0, 于 是 有 


-3 1 Ü 0 22. Q0 40 
十 - 3 9 -27 15 -45 
1 -3 9 -5 15 -5 
这 表明 
gix) = x! — 3x? + 9x* Sx + 15, 
rz-35355490. 
即 
x)422:2? 40 2 (x 4 3) - (x 23x! 4 Ort 5x + 15) - 5. 
因此 


(x + 3) x + 22z7 e 40. 
1.2.5 两 个 多 项 式 的 最 大 公园 式 


(D) WU d(x} 是 fx) ,g(x) 的 一 个 公 因 式 .如 果 对 于 Aix) Le C 的 任 一 公 因 式 
h(x) 都 有 h(x) 1 dix) ,那么 称 d(x) Fé GO 和 glx) 的--- 个 最 大 公 固 式 ， 

(2) E Aselo € F[x], 且 不 全 为 0(x), 则 六 x》 和 gtx) 移 最 大 公 因 式 一 
定 存在 ,生财 -个 非 零 常数 外 ,是 唯一 的 . 

显然 LR OC B FOxD LC) 的 最 天 会 因 式 中 首 项 系数 为 1 的 只 有 一 个 ， 
UT EB BDASIHAR SD. GO) ER. 

OD) 最 太公 因 式 的 求法 — GOH$IBSUOGEPPHBERUE . 

(4) His Fx) 与 gtx) 的 公 因 式 d(x) 为 最 大 公 拓 式 的 充 要 条 件 是 存在 多 项 
式 gtx) M v(x) WE 

ux) f(x) + v(x)g(x) = d(x). 

Ha Bfr) s ttal gl maa ao WORG(QO, 

gD) 及 ula) Wols) E 
OD. gU x)) = uCx)f( x) + v(x2 gt x). 
Sm o 用 辑 转 相 降 法 求 之 . 


l 5 3t 0473 à 


(qi x) CfC X) (gx )) (qox 2) 
xel|xto22. x. xel|xicx-s-l x-2 
x! 4 3x? tx 
—-2x?^— ix -1 
一 2x7 — ox -4 
(qa x2] CriC x2) (rix) 3c 4 3 
E 
0 
不 难得 到 下 列 算式 ; 
Kx) = q(x) gtx) + rila), 
Rp 
rx) = f(x) - qix) gix). 
g(x) = qa( xo ri(x2 + rnis), 
Ep 
rx) = gla) - plx)nla). 
nix) = qa(x) rox, 
Bp 
d(x) = (fix) g(3)) = rn(x). 
因而 有 
3x 432 d(x) = rx) = g(x) - qii x) rit x) 
= g(x) - qq Xf) — qiGOg x] 
= [- G)]f/G) € L1 gixa aglr), 
则 
下 
v(x) = I glapir) = Ee (x D(x -2) = x! - x - H, 
fii 


d(x) = u( 3D f(x) + v(x)g(Cx). 
(5) 多 项 式 互 素 WME), gel) E F[x). TG GO gi x)) = 1, 则 称 GO. 
g(x) GÀ . 
例 S itf(x)-5x'-3x «2x - T, gx) = x «72. uE BH 
(f x), g(x)) = 1. 
证 ”由 于 g(x) = x +2 是 一 次 儿 项 式 ,车 (f(x) tx) ue 1, CAO, gx) 
= gx) AMEA gx) 1 f(x), 但 由 综合 除法 有 
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5 0 17 -2 9 


这 表明 m Cx AGO ,因而 (fx), g(x)) 不 能 是 一 次 儿 项 式 , 二 是 有 (fj(x),glx)) = 1. 
(6) f(x) 与 g(x) 互 素 的 充 要 条 件 是 存在 ulr) 与 v(x) ,使 
u(x f X) + v( x) g( x) = 


1.2.6 多 个 多 项 式 的 最 大 公 因 起 


(D) EE fO. xD Cs m 2) 是 数 域 了 上 的 雪 项 式 .车 有 d(x) € 
F[ x] 满足 
I? d( x) | fix). i = L2, 
2 d(x) 是 各 f(x) 会 因 式 的 人 悦 式 , 即 若 由 xz) € F[x]. hx) | flx), i = 1,2, 
us, M] AC) I Ha) ,那么 就 称 d(x) R& fi x0 f(x n OX) 的 最 大 公 因 式 ， 
{2) fiGO AGO sv AGO 的 最 大 公 因 式 一 定 存在 , 且 除 一 个 非 零 常 数 因 子 
外 ,是 唯一 的 . 设 
d(x) = ECG), TESNZCOIPPLOMACIRE 
Wf dx) 是 Cx) Cx EC) 的 最 大 公 因 式 . 
(3) 假设 dé x) J& AGO AGO. uf OÓO 的 公 因 式 , 则 
dix) = (AGO. fi x), n EGO) 
的 充 要 条 性 是 存在 ui (x mlr) ,… uu C) 满足 
下 上 站 人 二 
(4) 在 多 项 式 月 fx) AU xu GC m 2) 中 ,车 任 意 两 个 多 项 式 EGO, 
fx) HER, MM a) Ga = 1 = 1 2 引产 门 . 则 称 这 些 多 项 式 两 两 
HA. 
(5) 车 多项式 DAD A(x)(s m 的 最 大 公国 式 为 零 洪 名 项 式 , 即 
oa pax) Fr)) = 1, 风 称 这 些 多 项 式 整 体 再 到 ， 
显然 ,两 两 互 素 一 定 保 证 整 址 互 妹 ;反之 ,整体 互 杂 却 椒 一 定 两 两 互 素 . 例 
hil, 
fix) 2 35-1, 
plx} = (x + 1)°, 
AO) = (x - 1) 
整体 互 素 ,但 不 两 两 互 素 , 因 为 
CAO fa x)) 2 x-l. 
(6) Z£ Bis Fix) (xr fx) RRE BU TER IT EFE uu (x) ule), 
一 (x) ,满足 
radar) + ux) Ax) co e IA) = 1. 


1 ETA = 125 - 


1.3 ASMAKARI 


1.3.1 因 式 分 解 定理 


(OD 不 可 的 多项式 概念 b GO Fx] PHRA TEHDEN, Ht 
Fix] P Ai) PURSE FLENSE , BJ f(x) 称 为 FL x ] 中 的 不 可 约 多 项 式 .也 说 六 x) 本 
F[ x] PA 0129 , iH fCOxO TE F E uf 29 .如果 所 x) 在 x] 中 有 非 平 几 因 式 . 则 
Fg f(x) 是 Fx ] 中 可 约 多 项 式 . 

(2) 多 项 式 的 因 式 分 解 定理 Hi 上 高 于 堆 次 的 多 项 式 , 可 以 分 解 成 上 I- 
不 可 约 多 项 式 的 乘积 , 除 次 序 和 非 寺 常数 因子 外 ,分 解 是 啡 一 的 . 


1.3.2. EBA 


(1) 多 项 式 的 重 因 式 . 若 IG EL FO pO GO k zm 1, WFE pix) E 
JOD Bg k RAA. 

(2) X p(x) f& f(x) BA nT23 3m s LU] oC) S fCAO B3 e EARE RIT 
为 ptx) Æ (x) Bk- 工 重 因 式 . 

(3) f(x) 无 重 因 式 当 上 且 仅 当 ({ 站) a = 1. 

(4) ADA a = dia) x 0600, ES, FOX) = fdir) 无 重 时 
式 , 且 和 fo 有 相同 的 不 可 约 因 式 (不计 重 数 ) . 

(o BEL ENS Ax) 228.524 + 4x + ALIR. 

解 RAAH) 与 f'(x) 是 否 互 之. 因为 

f'x) = 6x + Mx + 4, 

UI DIT GECTESNMCIESETSNWIESECIEMESEDIE a) A QUEANT 
式 为 * + 1. 


1.4 ”复数 域 . 实 数 域 和 有 了 理 数 域 上 的 多 项 式 


1.4.1 复数 域 C 上 的 多 项 式 


(1) 每 个 n(n zm 1 次 复 系数 多 项 式 都 可 以 唯一 地 分 艇 成 一 次 因 式 的 滋 积 . 
(2) 每 个 n(n 之 1) 次 复 系 数 包 项 式 在 复数 域 中 恰好 有 n 个 根 (二 重 根 按 上 个 计 
算 ). 


1.4.2 ZARRENA 


(D) RAO 为 实数 域 RR 上 的 儿 项 式 ,车 有 非常 数 的 实 系 数 多 项 式 gtx1 A 
hx), BB f(x) = gGOACO DER FOOD 在 实数 域 上 可 约 . 否 则 称 .f(x) 为 实数 域 1 
的 不 可 约 多 项 式 . 

(2) 实数 域 上 不 可 约 多 项 式 , 除 一 次 名 项 式 外 ,只 有 总 ( 共 轧 ) 复 根 的 一 次 多 项 
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X. 
(3) fT SCRGBUSE ERG RT LARE M ZERO T C3 LUC RTESBS SCIRET . 
(4) WF a 是 实 系数 多 项 式 上 xs) 的 复 根 , 那 么 e 的 共 纯 复数 = 也 是 用 x) HB, 
用 根 的 重 数 相同 ,因而 , 复 根 的 个 数 是 个 数 . 


1.4.3 ARAA QESH 


(1) 如 果 一 个 非 零 整 系数 多 项 式 能 够 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 有 理 系 数 包 项 式 
的 乘积 ,那么 它 一 定 能 够 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 儿 项 成 的 续 积 ， 

因此 有 理 系 数 多 项 式 的 因 式 分 解 就 完全 归结 为 整 系数 和 多项式 的 多 式 分 解 . 

(2) 设 整 系数 多 项 式 为 

f(x) = a,Y' + a, 1X c o apx o ag. 

如 果 f(x) 有 一 个 有 理 根 rs ,其 中 rus 是 互 索 的 整数 ,那么 + 一 定 是 oo 的 因数 ,*-… 
EE mw 的 因数 . 特别, 如果/tx) 的 首 项 系数 a, = 1 那么 它 的 有 理 根 都 是 整数 根 ， 
WHE ow 的 因数 . 

(3) HERE Eisenstein) 判别 法 E (x) = aa + apax t t aol a, 天 
Q 是 一 个 整 系数 多 项 式 .车 有 一 个 素数 p, 满 足以 下 3 个 条 件 : 

Pp 不 整除 首 项 系数 o; 

E p 整除 其 他 各 项 的 系数 o, 12.2, a9 

和 儿 睛 不 整除 常数 项 a. 
那么 ,f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

例 7 对 任意 素数 p ,任意 正 整 数 n EH x^ + p EUR EB fS ETE e THES. 

证 p 是 满足 艾 森 斯 坦 判 别 法 诸 条 忻 的 素数 , 故 n + p 是 有 理 数 域 上 不 可 约 
ERA. 

(4) 在 有 理 数 域 上 存在 任意 次 数 的 不 可 约 多 项 式 ({ 见 C01), BL c FEE SENTI 
着 别 法 可 以 作出 许 凶 不 可 约 的 有 理 系 数 多 项 式 . 


1.5 多元 多 项 式 


1.5.1 多 元 多 项 式 的 概念 


设 常数 coen a ATROF, aspon li m2. K) BERAR E, W 

称 形 如 
exp + exta m xcti exa 

的 表达 式 为 数 域 上 元 素 x ,x2,… ,x Ha JUEGA, ceni ix 称 为 它 的 项 ,ec 
为 它 的 系数 ,w 为 项 中 关于 x GC DOR ROT x DUC EE .ai e Rena 
v, 为 项 的 次 数 . 在 多 项 式 中 系数 不 为 零 的 尾 一 项 关于 se, 的 最 高 次 数 称 为 多 项 式 关 
Fox, 的 次 数 , 桑 烙 不 为 零 的 任 一 项 的 最 高 次 数 叫 做 多 项 式 的 次 数 , 各 项 次 数 都 相 
等 的 多 项 式 称 为 齐 次 多 项 式 . 


1 Za 027 ， 


每 个 m IK ERIS Fx, Lxx) 都 可 唯一 地 表示 成 


FLETTET TIE. = 2 fenex 
AP fia au), ox) A i RRETA. 
为 了 方便 ,经常 把 一 个 多 元 客 项 式 按 某 一 个 变数 ,例如 ,xi 的 降 笑 排列 如 下 : 
0 
AP mlas, ha a ah T aa to oa) A ensa A n- l WEMA. 
车 fehe h DAA momoe, m UE EIER IA AoA A m + 


mto mR. 
1.5.2 对称 多 项 式 


(1) 交换 任意 两 个 变量 ,多 项 式 保持 不 变 的 n 元 未 项 式 , 称 为 对 称 多 项 式 . 
(2) & olk = 1,2,…,n) 是 所 有 可 能 的 万 个 不 同 的 的 必 积 之 和 ,区 


村 | = X + ttt B xa — 3m 
Ga = X|Xj 十 X|X4 o Uto Inat = MT 
rn - XpX2' Xa 
则 om 都 是 4 元 次 齐 次 多 项 式 .显然 opm ios 都 是 nono 的 对 称 多 项 式 ， 
这 n 个 对 称 多 项 式 称 为 初等 对 称 多 项 式 . 
{3) RR 下 上 的 每 个 元 对 称 多 项 式 f(xi, x3,…, xa) 都 可 耻 一 地 表示 为 n 元 
xx Xa 的 初等 对 称 者 项 式 (系数 都 在 F 上 ) 的 多 项 式 . 
{4) 牛顿 公式 
& 


fix) = {x sx) x- xj)jeOx 一 x) 
2x -asgat5 4c a i Da 
s — ox xj obo 6 x (E 0,052, 
则 下 面 牛 顿 公式 成 立 : 
ER 时 s+ C- lais t C 1k = 0, 
k > nHl.s - disei + agaga + "+ C l) ausin 7 0. 
1.5.3 X 
{1) 定义。 RAR 中 上 两 非 零 客 项 式 为 
fix) = at" + a xo an » 0), 
gix) = box" + bx" 7! n t bu (m > O), 
DU 
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dg dq octo ore Ün 
ao ^ Cn m fT 
95 M c, 
RIf,g} = 
DOS a bn 
bo bp oos oe ba " 
LE n 
bo bp oo b, 


此 moe n BTE CER I ARIES, FO) 与 gx) 的 结 式 , 式 中 空白 处 的 元 素 都 为 
*. 

(2) EREE f) al) 为 复数 域 上 的 多 项 式 , 放 项 系数 分 别 为 as 与 
加 ,其 根 分 别 为 £602.77" T. Barn ‘Ba MI 

PR g) = CC D'"R(Óg f); 


PRI g) = agt LF HT ca - 85; 


PRYF, g) = ap [1 se = {~ D Li): 


4 ag, 如 不 全 为 零 ， Wl fa) 55 gGOHEBHGR C E387 其 根 的 充分 必要 条 件 
EHHA RG.g)-90; 

S £190 RCF, e) d fx) 与 g(x) PEG BRI m e na KAREM, HEF as, 
a,,77,0, 是 mm 次 齐 次 多项式 ,关于 bobi, bs 是 n 次 齐 次 包 项 式 . 

£48 pA EY = x 4xalEg(x)- až Jr 28925835 Rf. g). 

M sx)-x:-3x42-2(x-UD(x - 2) AWAR, ED 

P= d, = 2. 

X bo = l,m = 2 , 故 


RIF, e) 


Ht 


(— D* Hio» 


KBAR = ADAD) 
2(1^-14 D(2^42- D 
= 3(2" +3) 
pio ”判断 多 项 式 f(x) = xà 3x 42 gia) = x! -2x + 1 在 复数 域 上 有 
EAR. 
解 “只 须 判定 R(f,g) 是 否 为 零 . 设 aa: 为 所 x) 的 根 RII 
R(f.g) = gí(ai) giai) 
(ai - 2a, + DCa - 2a + 1) 
alas - ajala + a2) + da, 02 + et + a$- 2(ai 4 25) + 1. 


由 韦 达 定理 ,有 


2 行列 式 ， 129 > 


af + ał = (aj T a 一 20d 25, 


R(f.g) 244124845464 [Iz 36 «0, 
Am f(x) 53 g( x) DAR. 
2 行列 式 
2.1 行列 式 的 定义 和 性 质 


2.1.1. HRABE 


行列 式 的 定义 如 下 : 
eu Gi UU Gin 
en a2 2 arn = >) (- DRR A aj Gy d s 
: Ants 
Ta Ün U Gnn 


AF aeh Æ Leen ATHER: rO 4n) E E HA jireh 的 道 序 数 ; 
>， 表示 对 1,2,…,n 的 所 有 排列 求 和 . 
2.1.2 行列 式 的 基本 性 质 


CL) 行列 式 与 它 的 转 转 行列 式 相等 ,因而 对 于 行列 式 的 行 成 立 的 定理 , 对 列 也 

成 立 . 

(2) 互 换行 列 式 的 两 行 ( 列 ), 其 值 变 号 . 

(3) 用 数 乘 行列 式 的 某 行 ( 列 ) ,等 于 用 该 数 乘 此 行 询 式 . 

(4) 将 某 行 ( 列 ) 的 倍数 加 到 田 一 行 ( 列 ) ,行列 式 的 值 不 变 ， 

(5) Srt PE SECRET CAD 成 比例 ,行列 式 等 于 零 . 

(6) 知行 列 式 中 某 -- 行 4 列 ) 是 两 组 数 的 和 , 则 行列 式 可 以 写 碱 两 个 行列 式 的 
和 ,此 二 行列 式 的 这 -- 行 ( 列 ) 分 别 是 第 一 组 数 与 第 二 组 数 , 而 其 它 各 行 ( 列 ) 都 与 
原 行 到 式 相同 . 


2.1.3. JLE H HEFTE P] X, 
(1) HA TFIA 


ü 

0 ü 

Ü 0 
G, n -1 Trn 

0 0 

Ü 924.1 


G3, n -2 ,nl 
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fii 
ür n 
. = un, = [1 LUE 
*. r=] 
二 mn 
(2) 三 角 行列 式 
t Gp |, n1 Gn a; 0 Ü 
0 ag 42. 5-1 dan an an Ü 
: : : : z|U]0 Go "5 
0 Ü 4 1, n-1 n 1,5 : : : 
0 Q ü Gr da ni Any 
= dN fan 
= llo 
t= 
PIT diz Gin- tia 0 Ü * 
tn ay at a-l Ü 0 0 
3i an 0 ü = 0 0 
al 0 * 0D Q dal [a] Ut 


(3) YE 08 BHO Vandermonde) 行列 式 


l 1 ee 1 
a n 77 4, 
el a e E BM a; - aj). 
ai! a! " qt! 
(4) TEITI 
04 a N t, 
M ^ un = flepfte fte, 
a, 983 Ut 1 
XH fx) = ape axo 


(iz 1,2 


Ua). 


(= TD 9751, nc 


hn 上 nn 一 | 


ünl- 


), 


a ey e2,77, 6, 是 1 的 全 部 n 次 方 根 , 即 ej; =l 


2 行列 式 * 1 了 31 ， 


2.2 “行列 式 的 展开 


2.2.1 行列 支 按 行 { 列 ) 展开 


(OD FA Enla > O RTII DP EERBDOE FL akan- ii kA. 
位 于 这 些 行 询 交 丸 处 的 元 率 , 按 在 总 中 的 相对 位 置 排 成 的 大 阶 行列 式 M. EROS DIE 
-T k BFR. 

(DRTE An BATIR DPE E n — ORTE MERER 
DA-I n-k ATA CE D PRE 村 所 在 的 行 与 到 后 .所 剩 下 的 a - &BrTOX. 

(3) NUR TGX n 阶 行列 式 D Bk FrTGX M dr ToS N, BEENY 
和 称 为 的 代数 余子 式 , 记 作 AE isiti AM 
的 元 素 所 在 D 中 的 行 数 ,j, 训 ,…, 记 为 村 的 元 素 所 在 D 中 的 列 数 . 

"bk = 1 时 ,1 阶 子 式 就 是 D 中 一 个 元 素 ay. a5 的 余 RIIE My. ay IREA 
了 了 式 记 作 Aj: 

Aj; = (- DUM, 

(4) 行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 规则 

Palin» 上 行列 式 Dp 等 于 它 的 任意 -- 行 ( 列 ) 元 吉本 它们 对 应 的 代数 余 了 了 
式 之 积 的 和 . 

2al (n » DITAA DARID 的 元 素 与 另 - - 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 的 代数 
余 了 趟 滋 积 的 和 等 于 0. 

I^ 412 可 表示 为 


LX k 
n D, j= 上 上 

成 12, - | 
250a 0, fk. 


2.2.2. 行列 式 按 某 直行 ( 列 ) 展开 ( 拉 普 拉 斯 展开 定理 ) 


TE n Br(n » DIPA p PRERE TO gka as DIOD ABATER $ 
个 行 ( 列 ) 中 所 有 上 丘 阶 子 式 分 别 与 它们 各 自 的 代数 余子 卡 末 积 的 和 等 于 访 . 


2.2.3 行列 式 的 泰 法 定理 
两 个 n 阶 行 烈 式 


dl 04, bii bin 
D, = : 与 Dc 
Aa 077 048 b, ban 
RRIT- P n MITI 
čil Cia 
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其 中 


2.3. ÆRE 


T5 SERE (Cramer) 法 则 如 下 : 
le 如 果 线 性 方程 组 
qa XQ Gata + d Ga = b; 
a + apyka dott od Otga = bj: (2-1) 
Anli 十 apta IU 4 ux, = b, 
的 系数 行列 式 D 关 0, 那 么 线性 方程 组 (2-1) 有 解 , 且 解 是 咱 一 的 , 解 可 以 通过 系数 
表示 为 


Di D. D, 
“Ep Ep Ur 37 po 
AP D, 是 把 DD 的 第 i STR a4; 2,77. RRRA EDF b, ba da 所 得 到 
的 行列 式 . 
7T 如 果 齐 次 线性 方程 组 


qp X) atg oco aqux = 0; 
ani + ümäy + + Gann = Ü; (2-2) 
Anal, + aa bcUo Qun =Ü 
的 系数 行列 式 D x 0, 那 么 它 只 有 零 解 . 换言之 ,如果 方程 组 (2-2) 有 非 零 解 ,那么 

HA D - 0. 
$41 CAZER B <0, A B KHARE Trj S9: 
xi + 2x7 — 2x4 = 0; 
[os - x3 Àx4 = Ü; 
3x, + x;- x42 0 
的 解 向 量 , 试 求 4 的 值 . 
M 因 呈 =0, 故 正中 至 少 有 一 个 非 畦 列 向 显 . 依 题 意 ,所 给 齐 次 线性 方程 组 
有 非 零 解 , 故 其 系数 和 矩阵 的 行列 式 必 等 于 零 , 即 


i 2 -2 
Ü = |2 -1 Al- Ñ 
3 1 -1 


为 使 D 中 第 2,3 两 列 成 比例 ,A = 1 即 可 ， 
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3 ”线性 方程 组 


A n TEWE, m 个 方程 的 线性 方程 组 
Qu X) dina +U + iNe = bg 
enti + 站 A 三 hag (3-1) 
Aml + Omata + = D. 
Lgs RM MUN ba 不 全 为 零 时 , 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 : 当 bi, batt bn 全 为 
零 时 , 称 为 齐 次 线性 方程 组 . 记 


au ls 
ü31 iy un 好 了 ; 

A = [aj] = 1 4 " 1 系数 矩阵). 
tml Oml U Oa 


X = [x 2377 xl. 


b= [hb b 
A-[Aib] (BI SI, 
AF TETHER, ,那么 线性 方程 组 (3-1) 可 写成 第 阵 形 式 
AX = b; (3-2) 
对 应 的 齐 次 钱 性 方程 组 可 写成 
AX = 9. (3-3) 


3.1 线性 方程 组 解 的 判 证 


3.1.1 人 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 判定 


(1) 非 齐 次 线性 方程 组 (3-2) 有 解 的 充 要 条 件 是 秩 (4》 = 秩 (4). 
(2) dETHKER HEOT REB 3-2) 解 的 个 数 ， 

le HPA) = 秩 (4) = n BJ, AX = b HBAR; 

2 HEIA) =- EA) =r < a If, AX = 上 有 无 究 多 个 解 . 


3.1.2 齐 次 线性 方程 组 解 的 情况 


(1) 齐 次 线性 方程 组 {3-3) 总 有 解 ,x = x = … = or, = 四 就 是 该 方程 组 的 解 ， 
FATH. 

(2) 当 秩 (4) = rn 时 , 齐 次 线性 方程 组 (3-3) 只 有 CER. 

(3) HCA) = r < RR 时 , 齐 次 线性 方程 组 (3-3) 除 志和 解 外 ,还 有 无 穷 包 个 非 零 - 
解 . 
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3.2 ”线性 方程 组 的 解 向 量 之 问 的 关系 


3.2.1 AX 2088 6) € E 89 X 
设 aux 为 
AX 20 
E ARE [6] RE LUE coo, + Kos 全 为 
AX 2 0 
的 解 向 其 ,其 中 上 ,上 为 任意 常数 ， 
3.2.2 AX = b(b xz 人 0 8 6 €x ge x 
BE 和 ;于 
AX - b 
的 s THEE, kkk Ws TAM, H 
上 二 
则 q 2 k emnes kn, BEAK = b 的 解 同 量 . 
3.2.5 AX « 05 AX = 86 二 四 的 解 向 量 之 间 的 关系 
(D È quon AX = b RRR, M m -m XAK = 0 的 解 向 量 . 
(2) 设 p JAX =- bRO, a HAX = OWASE . M a+ pH AX =b 
的 解 向 基 . 
{3) E AX = 点 有 无 穷 多 个 解 癌 量 , 则 AX = 0 AIE A. 
(4) 车 AX = è BE--BE M AX = 0R ATR. 


3.3 ”线性 方程 组 解 的 结构 


3.3.1 齐 次 线性 方程 组 AX = 0 858 E65 25 35 
HPA) = re alf, AX = 0 的 任意 有 -7r 个 线性 无 尖 的 解 向 量 ,2 sn, 
,都 是 它 的 … 个 基础 解 系 , 则 齐 次 线性 方程 组 AX = 0 的 通 解 {- 一 般 解 ) 可 表示 
| 
ka, t DE MU kar aore 


Hp 昌 , 总 ,大 ,是 任意 常数 ， 
3.3.2 非 齐 次 线性 方程 组 AX = b 的 解 的 结构 


HHA) = A) = r < ni, E 各 是 AX = bi DAR CINE), 
0,,05,77,0,., = 四 的 一 基础 解 系 , 则 非 齐 次 线性 方程 组 AX = b REC - 
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Ng pO 
Tl KG, + ESOS octo ESL US 
HP kiska, An JEENA. 

Bi 设 四 元 非 齐 次 组 性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3. 已 知 moth m 是 它 的 3 
个 解 向 量 , 其 中 和 = [2 3 4 5], m m = il234|. 求 其 通 解 . 

RO 。 设 该 方程 组 为 4 = b(b e 0) ,其 一 特 解 为 m. AR AX = 0 的 通 解 . 因 
H(A) = 3,m = 4,AX = 和 0 的 一 个 基础 解 系 含 1 个 解 向 二 . 由 解 向 量 的 关系 知 ,a， 
= q- ht = 为 AX = ORIRE .从 而 

+ 05; = 2: - C08 + fa) = [3456] «0 
为 AX = 0 的 解 向 量 , 且 为 一 基础 解 系 , 故 4Y = ORNER kla, + o). 于 是 所 求 
的 通 解 为 
X = m + klæ +a) = qm «€ 5[34 5 6]7 {上 为 任意 常数 ). 


3.4 ”基础 解 系 和 特 解 的 简便 求法 


设 非 齐 次 鳃 性 方程 组 AX = b 有 解 , 其 中 及 = [a] m x n ERE X 6 21510 
为 n,m 维 列 向 量 . 对 增 广 答 阵 万 = 【14 1 5] 施行 初等 行 变换 ,将 A 化 成 售 最 高 阶 
{ERE E Cr 阶 单位 矩阵 ) 的 矩阵 ,为 方便 计 , 设 4 经 茹 等 行 变换 化 为 


1 Q mbi 0 cl.r+l tT Čia ! mn 
Q 1 O er U E : d; 
A ala ib]=] `: : : : : : : | 3.4 
i | | Q Q tU l rr+h Ut Cra: d. ( ) 
0 0 0 Ü 0:0 


其 中 A, iet WR ED HR EIC IDA DE, b, 为 虚线 右边 列 向 量 . 
3.4.1 基础 解 系 的 简便 求法 


4 b 20,0 AX = 由 由 (3-4) 式 知 , 秩 (4) = 秩 (4) = r, MRAR n, 
BE -个 基础 解 系 含 x - r 个 解 向 量 . 设 其 为 ttr .90-1, 可 按 下 法 根据 变换 
矩阵 A, 进一步 写 出 gl ,G2,… ,Gn_;, 的 各 个 分 量 . 

因 最 高 阶 单位 和 矩阵 E, 的 r 个 列 分 别 位 于 4 的 第 0,2, 5,7 90, 0.0. 
a, 的 第 1,2,…， rA de E, 所 在 列 以 外 的 上 -个 列 , 即 第 r+ 1r+2,…， 
n 列 的 前 + 个 分 量 反 号 ,于 是 可 先 写 出 el ,ma 的 第 1,2,……r 个 分 莉 : 


G = [- Chr — C3.r+1 ZI — C, rl * x rr. A 
&; = [- Ci raa 一 arH2 — €ng2 * 7 Un of ]; 
-r 一 = l- Eja — Cin UU Cn E 8 7n k P 


而 其 余 n- HA AE RHOKORUR ~ r 阶 单位 矩阵 ,于是 
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| = |- Cp rad 7 Ezel 7 7 Cn, rl 10 -- 0]; 
站? = [- Cr. T fR ”一 £5, 4,20 ] :" 0]; 
€... = [- Cg 7 Cap "7" - e, 0 0 Ut 1]. 


一 般 ,如 果 r 阶 (最 高 阶 ) 单位 矩阵 在 A, 的 第 jj ,应 ,… ,ji IMEA RES 
FK)n-rTÉES Ea acm, 的 第 广 , 第 疡 ,… ,第 个 分 其 依 次 是 除 r LEE 
阵 所 在 "个 列 庙 量 以 外 的 其 余 e -rr 列 的 前 + 个 分 量 反 号 ,而 此 人 余 n- ro EK 
取 成 n- r 阶 单位 矩阵 . 

例 2 求 下列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ; 

4+ 二 从 ， 
[arneo 
Xy oXQ4 o Xs = UO. 
解 ”将 其 系数 和 矩阵 4 HAFELE A Ea Br ER Dr XB PIERII Pe A, , 即 
1100 ! 
^a [a 0 10 |. 
00010 
A, 中 最 高 院 单位 矩阵 为 E, , 故 秩 (4) = CA.) = r = 3 而 上 = 5,— T ERIRES 
&n-r-5-32-2- 139g . 

A E, 位 于 A 的 第 让 = 1,4 23.4 2 AP E Le 305305 1,3,4 7 4r TAE ID 
Ai 的 其 余 2 列 , 即 第 2.5 两 列 的 前 3 个 分 量 反 号 ,而 c1, 的 其 余 两 分 量 依次 组 成 
2 阶 单位 算 阵 , 故 w -[-1t:000],4,-[(-10—10 1] &EpkEBI—T AERIS 
系 . 


3.4.2 特 解 的 简便 求法 


在 {3-4) 式 中 , 因 最 高 阶 单位 矩阵 EE, 在 4| 即 4 的 第 1,2,…,r 列 , 故 特 解 tj 的 
第 1,2,…,r 个 分 量 等 于 4 中 最 后 一 列 的 前 r 个 分 量 ( 但 不 反 BO SUR n -rr 个 分 量 
ERRET, TE l 
to = Íd h'e 400-0]. 
一 般 , 如 果 r 阶 ( 最 高 阶 ) 单位 矩阵 在 4 W jodi A qo DR joja 
…, 户 个 分 量 依 次 等 于 4) 中 最 后 一 列 的 前 > 个 分 量 (但 不 反切 ) ,其 余 8 -上 个 分 量 
全 部 取 成 零 ， 
H3 求 下 列 证 程 组 的 通 解 : 
I" + fx, 3x4 + 4x4 = 5, 
X4 — X2 x+ X4 = [. 


解 ”对 其 增 广 矩 阵 4 MARTER RA RAEE ERRE 
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E | -2 
ET = [ À, : bi] 三 : 
E 4 


Q 1 
3 
注意 到 最 高 阶 单位 矩阵 E, TE A 的 第 1.4 两 列 , 特 解 o 的 第 1 .4 PEARCE 
T A 中 最 后 一 列 的 两 分 量 - 上 和 人 ,其 余 分 量 为 零 . TE 


whe w|- 
[amr] 

1 
| 一 
LLL d 


L 4 
fh -[-3 0 0 z l. 


对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 由 其 简便 求法 即 得 
ae, - [210 - 1J'. 

a= l-4011- 4r, 

改 所 求 通 解 为 
X = To + ka 十 kata {ki ky 为 任意 常数 ). 
Ha 已 知 线性 方程 组 

Xy 十 X + Xa + X4 t Xa = dU. 
3x, +21 + X3 + X4- 3x. = 0. 
X3 2x3 42x, + 6x5 三 b, 


5x, + dx, Jr + Jr — x4. = 2. 
I? a, 为何 值 时 ,方程 组 有 解 ? 
2 方程 组 有 解 时 , 求 出 方程 组 导出 组 的 一 个 基础 解 系 . 
» 方程 组 有 解 时 , 求 出 方程 组 的 全 部 解 . 
SS ”用 初等 行 变换 化 增 广 矩阵 4 为 售 最 高 阶 单位 第 阵 的 矩阵 : 
10 -1 -1 -5 -2a 
A 9 ] 2 2 6 Ja | _ 


00 0 0 0 bh-3a 
00 0 0 0 2-2a 
H5-3a-20,2-2a -0í8Sla = 1,b 2 3, 34a = 1,5 = 3 时 方程 组 有 解 .将 
a = ]l,b = 3l AL A, 得 到 
1 0 
— [O0 1 
^A *|po o 


00 0 ð 0 ù 
由 A, SIE EE HB ZH S — 1 SERBIEER a.a, 04 及 原 方程 组 的 - 特 解 9o: 
ay -[1-2100]T, a-[1-20 190]', 
&8-[5-600 I1]', qo-i1-230090]', 
故 其 全 部 解 为 
和 = kiti + kaaa + kats + holki, ka ks WILE MR). 
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4 线性 空间 


4.1 线性 空间 的 概念 


4.1.1 线性 运算 


设 三 是 一 个 数 域 ,其 元 素 用 小 写 拉 丁字 母 a,b ero 表示 ,是 任 一 种 类 对 象 
的 非 空 集合 HTAA TS ATE a,b, YO 表示 ,在 了 上 确定 两 个 运算 法 则 : 

PF 中 元 素 的 加 法 。 在 F 中 ,任意 两 元 e. fl, ARE- -确定 的 元 素 y 与 其 对 
应 , 称 为 & 与 之 和 , 记 作 YY = a+8. 

r FIDES 5S v 中 元 素 的 蒋 法 ( 称 为 数 怀 ) H FPA- -$a 与 了 中 任 一 元 过 
,在 玉 中 总 有 唯一 确定 的 元 素 名 与 它们 对 应 , 称 为 a 5o HRE, iE S = o. 

这 商 个 运算 法 则 称 为 线性 运算 . 


4.1.2 ”线性 空间 的 定义 及 性 质 


(1) 线性 空间 的 定 祥 “” 设 严 是 一 数 域 ,是 尾 一 类 对 象 的 非 空 集合 , 若 对 线性 
运算 满足 以 下 条 件 , 则 称 『 了 为数 域 尺 上 的 线性 空间 : 

l'«&-gBzB-a. 

2(xecf)e-yz-2ací(fi«v) 

P y PRELE 0,34 V "P&P oc a 都 有 

人 + 站 二 8. 

具有 这 个 性 质 的 元 素 浊 称 为 的 零 元 素 . 

中 对 站 中 每 个 元 素 a, V PRETA a ,使 得 ge + e = 0, 称 ww' Pa BATUR. 

数 乘法 满足 下 面 两 条 规则 : 

他 (ab)a = aí ba). 

6 [ax =a. 

Jogeus 55 B pM AE dr PX SR RU 

Tala + B) = ax + af. 

8 (a b)m = ox + ba. 
这 里 a. B. y 为 了 中 任意 元 素 ,a,5 RE FPES. 

线性 空间 中 元 素 有 时 也 称 为 向 量 , 因 而 线性 空间 也 称 向 量 空间 .下 中 的 数 称 
HAWE. 

例如 : 

P X E RIT, y 为 实数 域 上 的 线性 空间 ,简称 为 实 ( 线 性 ) 空间 . 

PHF = 尼 时 ,为 复数 域 上 的 线性 空间 ,简称 为 复 { 线 性 ) 空间 . 

HPA: 
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I^ kF LITA a tE Rn ERIE, ARR S n PETS] SERS E EARP: 
空间 F^ 

2» XE ERA -GEA EHE EP) ET tu. D A3 H ERRER 
成 数 域 让 上 的 线性 空间 FLx]. 

3 G3 5 EITA 阶 矩 阵 , 接 照 矩阵 的 加 法 ,以 及 数 与 让 阵 的 乘法 组 成 数 娥 上 
于 的 线性 空间 M (F). 

4 EXEL a, b] LARA RALAR Casp OCR foe 的 和 记 为 f+ g., 
+ 上 是 在 [a,b] 上 定义 的 连续 实 函 数 . EEA x IHÉDE VÀ 

(FÉ gx) = f(x) gtr), x € [a.b]. 
X OUR S RRS & FSRA Cpu uo 中 元 素 AE UN 
(OR) x) = kf(x), x € labi. 

以 照 二 述 规定 的 线性 运算 ,该 集合 组 成 -个 实 线性 空 加 Cu. 

Piro RAER, EH F c FEM Ao FHAR 同上 的 线性 空间 . 

G 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 的 所 有 解 向 基 的 集合 ,对 通常 的 向 量 加 法 各 数 器 法 
不 构成 线性 空间 ;而 数 域 F EKI n 元 章 次 强 性 方程 组 的 太 有 解 向 量 的 集合 , 按 n 
的 加 基 加 法 和 数 莱 法 ,构成 数 域 i 上 的 线性 空间 ,这 个 总 性 宇 间 叫 这 个 方程 组 的 解 
空间 . 

T PEF ERA n 次 多 项 式 的 集合 ,n 是 固定 的 自然 葱 ,对 于 通常 的 多 项 式 如 
法 . 数 乘 运算 ,该 集合 不 能 组 成 Ff 上 的 线性 空间 ， 

数 域 天 上 所 有 次 数 小 于 的 多 项 式 与 零 多 项 式 按 多 项 式 加 法 及 数 与 才 项 式 乘 
法 构成 FK 上 的 线性 空间 F,[ x]. 

Ai RK 表示 全 体 正 实数 集合 .如 下 规定 R+ 上 的 加 法 p MARIE *: 

«p= op, kre = a. 

GERA R* 作成 R 上 的 向量 空间 . 

证 ”下面 验 证 R^ 对 于 上 面 两 种 运算 满足 定 六 中 的 3 个 条 御 . 

加 法 p 适 含 变 换 律 与 结合 律 可 归结 为 实数 乘法 适 侣 交 搞 律 与 结 台 律 . 这 显然 
Ho. 

FAOK R 对 加 法 g Bes. dXX xxx 

&aqdx-u, 
即 
ax = a, RED x=1. 

这 时 对 和 任何 a 所 R'.fe«dgl-1-«-e,BmhR:' 的 专 向 其 就 是 数 1. 

再 求 a HTH. ii a Ra HAE, HEXA 

ape = 1 (Em), 即 er = d, 


于 是 er = 二 , 故 e 的 负 向 量 是 一， 


对 于 其 他 算 律 , 易 验 证 有 
k- Ca o B) = (afD* - 了 = 机 用 = 本 人 和 本 下; 
(k+ D*a-oav'-oa qa -k:amgloa: 
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(&D) g = a = (gt = k* (al) = k*sCl» a», 
leg =g - a. 

ü& R 基于 所 给 的 两 种 运算 作成 及 上 的 向 量 空 间 . 
(2) 线性 空间 的 性 质 
eV 的 寺 雹 或 等 向 量 是 唯一 的 . 
2^ V "PATE RISTRE oc 的 负 元 即 负 向 量 是 唯一 的 . 
»0« -0,« € Viaü0- Q,a € F. 
Pal- a)={- aja =- aw, aC F,a € V. 
yat F,« cC V,at -0,Ma-oOse« = 0. 


4.2 ”有 限 维 线性 空间 的 结构 


4.2.1 几 个 重要 概念 


{1) 线性 组 全 aan BE Vki kot, En EF, ko + kit + 

+ 称 为 向 量 01,05, ,en 的 线性 组 合 . 又 如 果 
B = ke + km xcov + kx. 

那么 向 量 BSUmEoe.m.om, 的 线性 组 合 , 或 称 让 可 由 a1, 0c. 线性 表 
m. 

(2) 线性 相关 、 线 性 无 关 ”假定 0,0, as EE 如果 在 FF 中 存在 一 组 不 全 
为 零 的 数 kis kati ' NAE E 

kj, + Ky orco hu, = 0, 

则 &,,a;.:, 0, FR) EREEREIRS EELA k = keo o ka = OTRE, N 
者 对 于 天 中 任意 不 全 为 零 的 后 kot, kn AA ki t uas ee ut, 0 SER 
A, 6, 线性 无 关 . 

(3) UR V rp SH B3 a, a, 满足 直列 菜 件 ,那么 aa, 
a, Fk x o BEER OS ARCA E c DE £8 AREKEA): 

Pa,,a,:-, 线性 无 关 ; 

r 该 向 董 组 中 任 一 向 莉 是 wz，…, 克 的 线性 组 台 . 

(4) 441,05, 0, 的 最 大 无 关 组 所 会 向 量 的 个 数 称 之 为 该 向 量 组 的 秩 . 只 合 
零 向 量 的 向 量 组 的 秩 是 零 . 

$42 求 线性 空间 R 中 向 量 组 

& [1-124], w= [0312], w= [307 14], 
wa = [1 -220], æ, = [215 10] 

的 秩 及 一 个 最 大 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 表 示 为 该 最 大 无 关 组 的 线性 组 合 . 

解 他 矩阵 A 三 [eT a; a4 a osT]. 用 初等 行 变换 将 矩阵 4 化 成 含 最 高 阶 
单 科 矩阵 的 矩阵 : 
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302 
A A : o -[m' m m sg gs). 
0 0 Q 
因 向 量 组 m, n. 79. qt. "s B gk A 3, m. 9, 74! p:pis -个 最 大 无 关 组 , 且 
9; = 2g," equ qu gegen 
ati fH e, a. oT 47 es R 1,05, 04. m4. a5 ER 3, HL aho. 
a, BB a1,0:,0, 为 其 一 个 最 大 无 关 组 . 
X, 
Cs = 20, + R, d4 = 3 + a, 
Bi 
Q5 = 20, + 0, fa = ja + m. 
(5) 设 线 性 空间 的 两 个 向 量 组 为 
组 Dat; 
组 (D:B,. B. LB, 
AB 名 的 每 个 向 量 均 能 由 组 OO 线性 表示 , 则 称 组 CD 可 由 组 D 线性 表示 . 
AH CD nj gri] OO 线性 表示 ,组 声 也 可 由 组 CD 线性 o5 , HER IS] £d. COCRITST 
EHDI. 


4.2.2 Spb Ei X desi c 


(D YY 中 向 量 组 @ a... 若 满 足下 列 条 件 : 

[el ,2 n EIE X: 

r y hAg, aa, 的 线性 组 合 . 
就 说 它 是 上 的 一 组 基 , 即 线 性 空间 的 最 大 无 关 组 ( 棚 如 侠 在 的 话 ) 叫做 线性 空间 
pÆ . 

(2) 有 限 维 线性 空间 上 的 基 所 党 向 量 的 个 数 m, 称 为 了 的 维 数 , 记 作 维 ( = n 
a dimk = n. 而 是 敌 rn 维 线性 空间 . 

(3) 任意 n 个 线性 无 关 的 向 量 都 形成 了 的 一 组 基 . 

(4) 任意 mim > an) 个 向 量 都 是 级 性 相关 的 . 

(5) 任意 mim < n) 个 线性 无 闫 向 量 都 可 扩充 成 下 的 一 组 基 . 

(6) 数 域 上 上 的 线 途 空间 Y 若 不 是 有 限 维 的 , 则 称 为 匹 限 维 线性 空间 . 

Bin, Cc, M FEX] 部 是 失 上 的 无 限 维 线 性 空间 . 


4.3 ”坐标 与 坐标 变换 


4.3.] 坐标 的 概念 
ilanen 0,1 为 线性 空间 了 的 一 组 基 , 则 Y 中 任意 向 草 宅 可 唯 - -地 表示 成 
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&,,0;,77, 的 线性 组 合 : 
E = + Boc] o B GU. 


成 中 oa 如 是 唯 一 确定 的 复数 , 它 称 为 向 量 a RT 10,0, 7c, a! 的 坐标 ， 
4.3.2 基 变 换 与 开 标 变换 的 关系 
& ia, 205,7, 51, Ec. Bu E n 维 线 性 空间 V 的 两 组 基 ,它们 的 关系 


是 
(Bi. f. B) = 2 A, (4-1) 
H vpiti a 关于 这 两 组 基 的 坐标 分 别 是 (x x20 x3 ACY i yasni Ya) M 
(yis yar Ya) m xpo st S )CA 7T )'. (4-2) 


且 称 (4- 1) 式 为 了 的 基 变 换 ,(4-2) 式 为 相应 于 基 变 换 {4-1) 式 的 坐标 变换 . 其 中 4 
为 由 基 | em，…asl AIR REC RERO 2130 2ECE . 

土 述 命题 的 道 亦 成 立 , 即 如 果 了 的 坐标 变换 为 (4-2) 式 , 其 相应 的 基 变 搞 就 是 
(4-1) X. 

例 3 在 线性 空间 形 中 , 基 |, 睛 绕 原点 着 时针 旋转 o. RUE eJ Ee, 
iei, e| 也 是 一 组 基 , 即 

» = ieos + jsing, 
6€; = IÍ- sing) + jcosq. 
XR a 为 Epia, A 
g = xi+ xaj = Ye + Ye 

试 求 坐 标 变换 的 关系 式 . 

解 ”由 题 设 , 易 求 出 基 变 换 的 关系 为 


lere) = Gne pod - G.A, 
其 中 
_ [cop -sinp 
A= | ine ni ` 
xE | 
- cosp sing 
(A)! = [. sing nd 
B [r 一 sing | 
— tang cose! ' 
Bk HIR AA) A Fr E H6 E 36 UA 


(yi. v2) = (x,, x3) (A77 


cose — - sing 
= Gin) o M 


XX SK ERILE PE PE EDI EI E REIR . 
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4.4 ”线性 子 空间 


4.4.1 线性 子 空间 的 概念 


(1) i F ERUR F EREZA 的 一 个 非 空子 集 ,并 和 对 于 F 的 加 法 和 数 
更 这 两 种 运算 也 构成 严 上 的 线性 空间 , 外 就 称 为 了 的 -个 线性 子 空 间 ,简称 子 空间 . 

(2) 对 于 线性 空间 v, 它 本 身 就 是 了 的 一 个 子 空间 ;由 丰 的 一 个 零 向 攻 构 成 的 
3E) bE VATRA. 这 两 个 子 空间 称 汐 了 的 平凡 子 空 间 . 

4.4.2 线性 子 空间 的 判定 

F REZA V 的 非 空子 集 下 作成 耻 的 -个 子 空间 的 完 要 条 件 是 


!??BZeBc w,a.Bc: 
PE EE W,kc FW kx € Ww. 


4.4.3. FEMER 


tv ROGER EF ERREZE, aaa, € V. RI e.a. ,的 所 有 线性 

2H cr BR d V 的 子 空间 , 称 为 由 aaa, ERA CRLCH 
L(a,,05, i) = lauf + qd c x aft La; € Fl. 

(D) FERA BÆ VSQVE F ERER E V A Ps ed , 贴 它们 所 有 会 闪 

JL ME GERE, VATER. A Vi 5s 所 的 变 , 记 作 Vi C) v; BI 
VW()Vzsli«!acV;,acVki. 

(2) mE BOE Von VATER, a, B iE V, V, rpAESOL. HE 

么 所 有 如 + 上 这样 元 的 集合 形成 了 的 子 空间 $809 Vi V. Li] V, + Vo. BD 
Ve-Y-iac:Blac KBE kl. 
{3) ERAR R yoh EUR ERES MESS IH] VA Fo], Du] 
dimt Fi + V5) + dim( Vj f| Vi) = dimV, + dimV;. 

E on 维 线性 空间 Y 中 两 个 子 空间 两 和 WS ERZ LACE a. M F. P GA 
有 公共 非 午 向量 . 

Ba 在 线性 空间 下 和 证 ,给 出 两 问 量 组 : 


[m 210r 
œ = [-11t1 1] 
人 
上 -1L-137; 


求 L(a,,0) + LP pat 与 L(a, a.) (1 LCB, B) 的 维 六 与 基 . 
E HR La) + LUE 的 基 . 因 
L(a,,0,) + Lipi = Lo io Bi BD. 
故 只 需求 出 ee B. B; 的 一 个 最 大 无 关 组 . A 
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上 0 0 
经 初等 |D 10 
0 60 |! 


-| 
, T ToT 4 
[ &,' &; a gl] fiar 3 * 
0 0 0 0 
故 a, a, B". Bh 站 1 a, fi 为 所 求 的 一 个 最 天 无 关 组 . It. 
B; =- a + 4er 3B, 


即 
P, - 3B, = 4a; - «i. 
FRI Een, ens. Bi 为 LCa,. a) 十 LiB. p) H-H, HERA 3. 
ER. a, ua; 与 p. ETETE, 
维 (Eeez)) = ÈL, p) = 2. 


由 维 数 公式 ,有 

8C LG e) N LORI) =2+2-3=1. 
又 因 

f: -3f = 40: - a, € Lanan Q ECBI p), 
mi 


4a- æ = [-523 4] x0, 
&& 46; - a JE LCo oa N LBP) ROSE. 


4.4.4. T WE 
(1) 子 空 间 的 直 和 设 FATZ F, Fatt, W,. 如 果 Fit Witte W, 中 


每 个 向 量 的 分 解 式 

a= + 
都 是 肉 一 的 , 则 Wo + Pit'e F, 称 为 Wi, Fate W, A AM, iE 多] 由 Fp 
e V. 


(2) 子 空间 直 和 的 性 质 ， 
CF Pce V 是 直 和 的 充 要 条 件 是 


6,4 0; 4:774 6,2 0, e; € Wi(i = 1,2,..",8) 


[US a; 全 为 零 回 量 时 才 成 立 . 
TW, 防 +… + 两 是 直 和 的 充 要 条 件 是 
WN CW 


即 V, DW = ØER = 12,7.9. 


Pu. 为 看 限 维 线性 空间 V 的 于 空间 ,和 Ft Wc FEA 
和 和 的 充 要 条 件 是 


dim( W, + W; +e F,) = S dm 
例 5 设 所 是 数 域 记 上 rn 元 列 向 量 组 成 的 线性 空间 .4 是 天 上 的 = MER, E 


A 
ll 


AXi FE X € Fl, 
W,-IiXCFiAX «0. 

iub F^ Wi; cq F 

证 — Sur 号 与 m, ripam. Put F F e P. 

Jub F^ Fie Wu. BERA Fo F c PF 下 证 Fu- OW, F. 

iz X A FPE -- 向 量 , 则 

X 二 AX + (X 一 AX}, 
显然 有 AKE W, Ht X— AX € PRSE 
A(X- AX) = AX - AX = 0, 
WX- AX € M PER F^c Wy + W BEA 
m= Wl + Wa 

再 证 "= Fi gp P. AEE FNO 配 = 四 设 gE W, f! W;.Bla c m. 
十 是 存在 BE Fa = A. 

XBjac WM An = V9, 于 基 

& = AB = AË = ACAfD = Aa - Ù, 

即 m, Fy = lol. Brod 


F^z W, dg W,. 
5 线性 变换 


5.] 线性 变换 的 定义 及 基本 性 质 


5.1.1 线性 变换 的 概念 


设 玉 为 数 域 上 的 线性 空间 , 它 到 自身 的 上 映射 称 为 线性 室 间 的 变换 , 设 5 是 上 
的 变换 ,如 对 于 任意 a ,8 EV, € F. SER 

ela € B) = ola} + at B: 

2 alha) = kola), 
那么 = 叫 伐 上 了 的.- 个 线性 变换 . 


5.1.2 线性 变换 的 基本 性 质 


(D it o 是 所 上 线性 空间 上 的 线性 变换 , 则 

lai) = 0; 

Pol-a) =-ola); 

3 c(k,G, * kts coo Rx) = kola) + iglar) t coo kanian) 
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4 a,,0;,-,a, £ TEJHX Wl o(a).o(a n o(o 0 REAR, E € 
Fd € Vii = Ll,2,.m). 
(2) 线性 变换 由 基 和 向量 的 但 唯一 -确定 . 
?车 ,G2 构成 VW 的 一 组 基底 ,又 设 Ro. € V. DOE fr E 
一 个 线性 变换 = ,使 
ola) = B. = 1,2,**, m). 
2 设 Y 为 所 上 的 线性 空间 , 令 
L(V) = zl 是 了 的 线性 变换 | ， 
HEH ar E LCD EXER a € Viific(a) = rla), WEK o, c 相等 , 记 为 
Go- c. 
PaE LV) HEX a € V. SIUE oCa) = 0, Dll f o FER; WMA ola) = a, 
则 称 o 为 了 的 恒 等 变换 (单位 变换 ). 
(3) 变换 是 线性 变换 的 充 要 条 件 ”线性 空间 Y 的 一 个 变换 a 是 钱 性 变换 的 充 
E FIFA: IHR a, BE Va, bE F, À 
c(at + bW) = arta) + bip). 


5.1.3 ”线性 变 搁 的 象 与 核 


(1) 设 e 是 的 绥 性 变换 ,Y 中 所 有 各 元 的 象 构成 了 的 了 空间 , 称 为 梨子 空间 ， 

用 imig) 或 ol V) 表示 , 即 
Imie) = e(V) = la(a)l1a € Vi. 

(2) c JV BUERTEEZE RR , V 中 零 元 的 所 有 银 源 构成 Y 的 了 空间 , 称 为 的 核子 室 

间 ,用 kerfa) 8X, o7! (00 表示 , 即 
Ker(a) = o T0) = lal € Fola) = 0l. 

(3) Imla), Kerla) 的 维 数 分 别 叫 做 o HRG. 

(4) BE o 是 # 维 线性 空间 了 的 线性 变换 ,那么 o BER IEG RISE ER PES 
F8] O2 e RI 

维 (Im(o)) + 维 (Kerta)) = HEV). 
BI WHE 
Siaja) = (x, + x2 Bs — x4,3x4 aa — 3x3 + 4x4,0,0) 

是 4 维 线性 空间 E 的 线性 变换 ,并 求 o MARG. 

E ”根据 定义 易 验 证 s ER! 的 线性 变换 . 它 的 象 子 空间 ot WD 是 所 有 形 如 
( x4, x5,0,0) 的 向 量 形成 的 子 宝 间 , 即 

Im(2) = s(V) = txi, X20,0) | 54,3; € RI, 

ifl(x,,x2,0,0) = x,(1,0,0,0) + x200,1,0,0) ,显然 其 维 数 是 2. 

它 的 核 kerio) 是 线性 方程 组 

[rmm M 
3x, — x; - 3x4 + dx, = Ü 


的 解 空 间 . Xp 
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» -1] &9 s - 
EEDL M 


D2que BS 


可 知 ,其 和 解 空 间 的 :组 基 为 
w = [3 E 1 0]*, E = [- 

四 而 其 解 空 间 是 由 所 有 形 如 
a = ka, 十 kt. LE TEES E- R 


的 向 其 形成 的 子 空间 ,显然 其 维 数 为 2, 所 以 秩 o 是 2.c 的 亏 也 是 2. 这 时 满足 
ilmiga + 维 (Ker(o)) = HE(R') - A. 


5,2 ”线性 变换 的 运算 及 其 简单 性 质 


3 7 T 
4 DUE 


5.2. 线性 变换 的 运算 


(D 线性 空间 VY 上 的 线性 变换 的 加 减法 TIE ,乘法 
t? Ca x ro) = ofa} x ria) Va C Vore MYV). 
2 (wla) = wla), kE Fa € Vio € LC VJ. 
P Cor)(a) = ofria) a € Vio,r € LW. 
BRIE o + r, koor A V ERRE . 
(2) 线性 变换 运算 的 简单 性 质 
I^ 线性 变换 的 运算 规律 与 化 阵 相 同 . 
2 数 域 上 上 线性 空间 的 所 有 线性 变换 的 集合 5 T) 构成 FER -ARTET 
fij. 
(3) dto E LV) W o I ERST n, BB Imie) = 了 时 ,= 称 为 满 秩 线 性 变换 . 
(4) Er — BE cc LV) WRA c € LV) JE 
or = w = H REFER). 
那么 z ATREA. r 叫做 = 的 道 变换 , 记 为 sa7' = oc. 
如 果 线 性 变换 o 是 可 北 的 ,那么 其 首 变 模 gc! 也 是 线性 变换 ， 
例 2 在 线性 空间 隧 中 . 设 z 是 绕 原点 吃 按 反 时 针 方向 旋转 90 的 线性 变换 ， 
r 是 绕 原 点 妨 按 顺 时 针 方 庙 旋 转 o0 的 钱 性 变换 . utu] o, c 都 是 可 道 的 线性 变 
换 , 月 o Er 的 道 变换 ,r 是 = 的 逆 变 接 . 
i HES a =- (x.y) € E. hiik, MA 
og = a(x,v) = y,x).ta = cix, y) = Cy, - x). 
又 由 线性 变换 乘法 的 定义 得 到 
arla) = orfxr v) = o[ vx, y] e(y,- x)! = (x, y) = 
ria) = vo(x, v) = rot, y] r(- yx) = (x, y) = 
即 or = re = /. At o. AET IERTEETRR LH cibo DOSES, "T 的 闻 
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(5) a € LV) o 有 逆 变 换 的 充 变 条 件 是 是 满 秩 变换 ,或 者 是 一 对 一 的 变换 
BI imir) = VÆ Kerlo) = O0. 


5.3 £u spp 
5.3.1 


线性 变 接 的 矩阵 
假定 o En 维 线性 空间 VY 的 线性 变换 ,ja ,ea IV BS HE. 如 果 
(ata .a(a,2,77,o(&,)) = (0, 02 A, 
pi A Ho KTÆja at 的 矩阵 . 


例 3 在 四 维 线性 空间 F 中 ， 


&,-11209], &; = [0 1 0 3], 
a3= [111 6], 


&,-[0050] 
为 -组 基 , 又 知 线性 变换 o iela) = Aat 


= 1,2,3,4). 求 o AHER A " 
B ORo RER pR e 的 象 的 法 则 . i 


& = kit 十 k + E404 十 kala 
ala) = alkia + ka + kou + ko) 
= Aki + kt + kyt + kae) = A0, 
Bl ela) = Aa, Pin or iet. 
Q 求 在 基 mi,ew2z,ai,e4 下 的 矩阵 . A 


则 


sía) = At «0*0 40* a5 4 0* a. 
sia) = Ô" a + 04 c 0* a5 4 0- R, 
git) 20-u,-0-a;4A- G+ au, 
gf) = 0-a «0*0; 40 G4 À wa 
X. BiRAg 0E & E.— £8 Sr ROB PERO EEE, 


A 00 0 
ÀA = 


0 0 Q0 
0 0 a 0 
0 0 0 À 
5.3.2. Hp x d 55 EAR HE a X 


的 矩阵 分 别 是 4 ,如 ,那么 


《1) 当 基 底 确 定 后 ,线性 变换 与 其 第 阵 一 一 对 应 , 且 保 持 如 下 运算 关系 : 
EM o,r 是 4 维 线性 空间 FF 的 两 个 线性 变换 ,它们 关 ]F 的 基 | ,02，… ,ni 


Po + r 关于 基 |{ ,oa 的 矩阵 是 A + B; 


7k 关于 基 | 0, 02,… ,| BERE ,所 六; 
Por 关于 基 t| ci ,wa eal 的 矩阵 是 AB. 
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(2) 线性 变 搞 o ARTH EE A IRI. 
(3) [B]-— t £&TEAE S XE TOf Fg AE B SE EZ, REL BAR a ARE- :线性 
AF fr e] 3 F BUSES . 


5.4 线性 变换 的 对 角 化 与 准 对 前 化 


5.4.1 特征 根 与 特征 向 量 的 概念 


(D A vM E CARTE s € LCVO NR XE Da € FRE r PHa a 
zz. 
gia) 2 A«, 
别称 A M e 的 一 个 特征 棋 ( 竺 征 值 ,wx 230 属于 特征 根 X 的 -个 特征 网 荔 . 
(D BA o 3X PL ,G2 d 的 什 阵 是 ALBOS 的 特征 根 2 SA ES A 的 特 
征 根 ;so 的 属于 4 HRI OR pP 4E ana, ea) PIS bei A 的 属于 的 特征 
向 量 . 


5.4.2. 线性 变换 可 对 前 化 的 条 人 忻 


(1 3o € LCV),A € FE ARIER. 称 
V, = jelag V,o(a) = Agi 

为 og 的 属于 的 特征 子 空间 . 

{2) 设 og 所 CW) ,如果 站 中 存在 -组 基 , 司 得 sz 在 该 池 基 下 的 矩阵 基 对 角形 ， 
ges TESXEER o 可 对 角 化 . 

(3) 设 o EF En 锥 线性 空间 FF 的 线性 变换 . 王 面 3 个 条 件 者 是 e 可 对 角 化 的 
充 要 条件 ; 

Lo 有 个 线性 无 关 的 特征 疝 量 ; 

P o IFREÜERR ADAE F P3. EDIT. o P38IET TEENS e i nO FERE FIR) V, 
的 维 数 等 于 a; 在 特征 多 项 式 中 的 重 数 ; 

Ir aAA o 的 特征 子 空间 的 直 和 . 


5.4.3 线性 变换 准 对 角 化 的 条 件 


(1) 当 线 性 变换 不 能 对 角 尼 时 ,如 能 找到 组 基 , 使 止 基 下 十 阵 成 准 对 角 刺 ， 
称 该 线性 变换 准 对 角 化 . 

(2) 设 了 是 中 上 线性 空间 ,ae € LOO,W A Viri. 4$ a(0W) c 到 , 即 对 
EE a C Fole) 用, 则 称 四 为 = 的 一 个 不 变 子 空间 . 

例 4 ito E LV) Ml imio), Kerio) WE a HEETE, E o BAR T IR] 
与 核 都 是 o 的 不 变 子 空间 . 

Dis vio! 是 任意 o € LV 的 不 变 子 空间 ,上 及 加 | 称 为 = 的 平凡 不 变 子 
空间 


(3) 线性 变换 准 对 角 化 的 充 要 条 件 oC LOO o 可 准 对 角 化 的 充 要 条 件 是 Y 
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可 分 解 为 o 的 若干 个 不 变 子 空间 的 直 和 . 
5.5 ”线性 空间 的 同 构 


5.5.1 几 个 基本 概念 


(假定 FF,U 是 同一 数 域 上 的 两 个 线性 空间 , BAI o; V— UV 若 满足 直列 两 
T TE: 

LEa, PE V sia. = olan) + olp); 

PERE Ka € V, ola) = kola), o WERI V ELU BREER . 

例 6 dui MOF) 到 数 域 下 的 变换 为 

TA) = trd (td WIERA BTE). 
因 
wA + B) = rA + tH, trid = KtrA, 
üX c E M,CEF) 到 的 线性 变换 . 

(20) 若 了 是 了 到 了 的 线性 变换 ,r 汶 忆 到 7 的 线性 变换 UE ,25 oc = 1, H w 
= K 为 恒 等 变 换 ) 时 ,rz 称 为 的 道 变换 , 记 为 r otio He ERA UN o = 
r. 有 道 变 搞 的 线性 变换 称 为 可 道 变 搞 (请 秩 线性 变换 ) . 

(3) SUR o E V SEU IRE CUR IAR o 为 了 到 总 的 同 构 变 换 ,或 说 V,U I 
18, i Vo U. 

Moy — UBL ,o RAE V BOEBIISIPIAEDR DER V A PH . 


5.5.2. 同 构 变 搁 的 性 质 


(D 同 构 变换 保持 向 其 间 的 一 切线 性 关系 ， 

(2) 数 域 上 两 个 有 穷 维 线性 空间 同 构 的 充 要 条 件 旦 它们 有 相同 的 维 数 . 特 
SERR 只 上 维 线性 空间 都 与 " 同 构 . 

(3) 数 域 E n 维 线性 空间 的 一 切 自 同 构 所 成 的 集 避 在 乘法 之 下 构成 -个 
群 , 称 它 为 了 的 线性 变换 群 , 记 作 GL(n, F). 


5.6 ”对偶 空 间 与 对 偶 变 换 


5.6.1 对 本 空间 的 定义 及 其 基本 性 质 


(1) 假定 YF 基 亡 工 的 强 性 空间 ,把 下 看 成 fF 上 的 1 维 线 性 空间 , 则 到 下 的 线 
EEH A VREA. 

由 线性 泛 函 定义 可 知 ,” rPIRLHELER EA FETE AFAT., TAR FPR% , mA 
Rv. 

{2) Wy ESAF Ari V ERIT 2XTEDE SR . hl 

PAO = 6; 


5 线性 变换 » 15t ， 
zf(-a)--jf(a) (a € V) 
» 对 F 中 任意 向 英 ,Gy ,中 ETE rPÁER ER 后 .放大 ,都 有 
Jf ka + 用人 + 
H7 xp FE -ia = (x xs RENS = ox, UI AFE 
EEFE BN . 
-- 般 地 ,在 三 中 任意 取 定 = 个 数 anasan E 
g(«) = aixj + Baty b t 十 yx 
W g 也 是 一 个 线性 证 函 . 
(3) WE Y 为 天 上 的 线性 空间 ,『 的 全 部 线性 泛 函 所 成 的 集合 为 他 ,定义 他 的 运算 
P: 
bb 加 法 “对 他 中 任意 两 个 线性 泛 函 fog REL Pa M 
(F+ g)(a) = fia) + gla). 
易 证 a«gdt5tVAg—TERTEIZIN.E RUN f 5 g AM . 
2 数量 乘法 。 对 下 中 任 意 数 上 及 ?中 任意 线性 泛 也 ,定义 A ON 
COLE) = Hla), 
则 好 也 是 的 线性 汉 函 , 称 为 上 与 六 的 数量 乘积 ， 
易 验 证 对于 上 面 两 种 运算 满足 线性 空间 定义 中 的 * 条 算 律 . 因此 ?是 上 


- .个 线性 空间 Bilbo (ap olg V RUHESESIEL ， 
(4) VEF En 维 线性 空间 s, esce 是 YY 的 组 菇 .定义 V 的 5 个 线 


HEZE ,全 ,如 下 : 


Bi sj) = dy 三 lo , 


EJ (ijeldQ2..n2). (5-D 
0, iz¥] 


pII £;xi£i + tE tU tEn) 三 xi = L2, a) WE, .为 ?的 - HA, 
Moy vitdks, s.c. 6, 的 对 偶 基 . 因而 ,? 的 维 数 等 -1 的 维 数 . 


例 8 ifc Vac Visaal Jg VIII ME, 10,05. 7.0.1 N 
TE: TELER: A EIEE . BOR fia). 


解 设 G 三 të, + d 十 “十 O4... 


f - ba, 十 由， 十 ”十 bn. 
HrC5- L) 式 得 


fla) = (5a, + nE EN TEE E E ay.) 
= (2 BR)( > an) 
i=l j=l 


> STACH = 2 biai 
i=l 


MEN 
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e 


= [Bb 8). (5-2) 


例 9 RHF R' 的 基底 
a= [100], w= [110], a= [11 1] 
HES EHEER a, tal. 
解 设 wx =fx,y,zlE PAR ta). mla) aa). Aa; € T RE 


(5-2) 3E, EÈ a, ar, 03, fË & = at + 020 + at. hix yz] = Da + az + a 
da + f3 a] 得 到 


六 | 十 Go cb G3 — X, — (dd o d4 — y. d — Z. 


即 
G|—- X — Y, Hai-y-z. daà- r£. 
于 是 
à = (x - y)8, + Íy- 了 2 i0. 
^^ ^^ Pas PS 
X a, = b): r0 a +Ô" Gy, 
€,-0-8,41* 8; «0-05, 
&,-0-0,*0-*d,; 1*6. 


由 (5-2} 式 得 到 


TT- 
aa) = [100] y-z|=z-y; 
z 
x-y 
wla) = [0 1 0] y-zi:|my-z 
z 
TX 
wa) = [00 1] y-z|=z. 


(5) V TO PSER SER XT AE IE REOR m 1,050.01 WB Bet 为 
n 维 线性 空间 Y 的 两 组 基 , 且 
(PoBo hh) = (04.025,77 n A, 


其 中 AJ n EPBEE SEA, n BRESA V AIBE VrPORERERS SER CAE ER: 


CE N A) = (8, 85,7, E AAD (5-3) 
Ai ”所 有 不 超过 2 次 的 实 系数 多 项 式 组 成 一 实 线性 空间 Ro x] SCECPS 
Ea -1,0;2 x,a- à Bf - lli x, B, xx OR Ry x1 
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对 侦 空 间 Blr] 中 相应 的 对 侦 菇 ka 98 f... f. 的 过 渡 矩 阵 ， 
解 HERA 

1 | 1 

0 1 lj. 

0 1 | | 


Gh. Bs B = ( &, , 5,4) 


再 由 (5-3) x ED 
(XC PB) = (RO) (AND! 
] D 0 
= (e, 9.8) 一 I o| a 
ü -1 i 
(6) 了 的 对 偶 空 间 是 ,的 基底 全 ,全 ,… ,全 的 对 供 基 底 是 we 05, E 
'V-v, = (1) 

这 样 ,VY 可 看 成 ?了 的 对 偶 空 间 ,又 FP 了 是 VY 的 对 偶 空间 ,于 是 1 和 PY 生 为 对 偶 空 间 , 这 就 
是 对 偶 空 间 和 名 词 的 来 由 . 

5.6.2 HAt 

(1) 设 o 为 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,f 是 VY 的- AREE. 定义 

Ka) = Fla), «€ V, 
MPN VEREA. 再 定义 人 的 变换 了 为 
ADP =F. SEF, 

则 3 为 了 的 一 个 线性 变换 , 且 称 为 o 的 对 偶 变 换 . 

(2) ia 为 n 维 线性 空间 Y 的 一 个 线性 变换 ,1,s;,… enl 是 了 的 一 组 基 LEE 
Jg 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 4 , 则 7 在 E£(. E25. 7 Bn 的 对 侦 基 " , Enl 下 的 给 降 是 
AT. 

(3) 设 V,U EF LRH, o EVA] U WREE . 即 

A = fs. Bc U, 

则 2 是 DP ?的 线性 变换 ,这 种 线性 变换 称 为 o 的 对 偶 变 找 . 

(4) E o Æ V 到 上 的 线性 变换 , 则 

I? o MEHETEK SAHNE; 

2 Eo 对 于 了 的 基底 1 ,6&2,… ,0 及 上 的 基底 1B, 局 ,… B.E WERE A 
= [a ,5 对 于 对 侦 基底 {入 fos nl Rm mosso, ERRE B = [5,1]. W 
B = A". 
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6 ” 欧 氏 室 间 与 西 空间 
6.1 ” 欧 氏 空间 的 定义 与 性 质 


6.1.1 上 欧 所 空间 的 定义 


(1) 假定 是 实 空间 ,对 于 VY 中 任意 两 向 量 w ,8, 如 果 用 -实数 与 其 对 应 , 记 成 
(a, B), BIERE FIAI: 

i^ (6, = (f.,a); 

2? (w, P) = kCa, ,是 尾 意 实数 ; 

P (a + &, f = (a, f + (a 

P (ag) 20, SER a - 0Bf.(a,a) = 0. 
MAREA Co, B) 叫做 ,上 的 内 积 . 

(2) 一 个 实 空间 ,如 果 其 中 任意 两 个 向 量 有 内 积 运算 ,区 这 个 空间 就 叫做 欧 氏 
空间 . 有 时 也 称 为 { 实 ) 内 积 空间 . 

例 1 ER Fi 

g 三 [ai ü, tt a,].. f = [ 5, b. Ub, ] ， 
规定 
(op = a,b, + azb + + aub, 

则 易 验 证 , Co, B) 满足 定居 中 各 条 件 , 所 以 (a.8) 是 内 积 . 因而 R^ 对 上 述 内 积 作 
M EK s JH]. 

一 个 宣 ( 线 性 ) 空间 有 许 凶 不 同 的 内 积 , 因 而 可 对 不 同 内 积 作 成 不 同 的 欧 氏 空 
[B] . 但 一 般 约定 ,对 欧 氏 空间 R^, 453818 R^ 的 内 积 为 


CN = ab. 


例 2 EMKE a,b] 上 ,在 所 有 * 的 连续 函数 形成 的 无 穷 维 实 空间 Chas 
中 ,对 任意 Aa), s(x) ,规定 


(Ma) gla)) = [foods 


根据 积分 性 质 , 易 驻 证 ,6 0 大 内 积 空间 . 
(3) 柯 西 - f FL 3E ( Cauchy-Schwarz) 不 等 式 
(6, BY = (aa) B, p). (6-1) 
在 内 积 空间 R^ 中 ,(6-T) 式 就 是 不 等 式 


(> ab: < 93319977 
在 内 积 空间 Ciao) 中 ,(6-1) 式 就 是 不 等 式 
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(| fas « road coe 

6.1.2 KRŽE 

(D 向 量 的 长 ” 启 量 的 长 为 Ig1l= v(a, a). 1a 2 0352. aH 
PE fir E E ER roof eg et. 

(2) i e, B ARREA VA, e 为 实数 , 则 

l*"leca«lzicll&l,. 

Pile, Pigiai Big -ERATA GILA a 和 名 线性 相关 时 
"NX. 

»jla-Bilsciali-ifi. 
上 述 性 质 与 欧 氏 空间 的 维 数 无 关 . 

(3) 向 量 的 夹 角 “在 欧 氏 空间 了 中 ,两 非 零 启 量 a. 3c fao 规定 为 


- a.p) 
6 = arccos Ta Bi 


加 时 Ce ,8) = 0, 则 称 a 与 和 为 相互 正 训 向 量 . 
6.2 ”度量 矩阵 及 其 性 质 


6.2.1 BR E SXEBE E ICE 
[CAT IN TAE E 是 n HEREC = jE) 的 基 , 那 么 


(eg (m.m) : (a,.n,) 

(&8,0,) (am) -" (m.m) 
A = : : : 

( &, , &,) (a, E) ttt ( a, . (t, ) 


Frida, a.c.o,! 的 度量 矩阵 . 
6.2.2 BH AB PESE 


(D. EHER EEEE. 

(2) 向 量 的 内 积 可 由 度量 矩阵 确定 : 

(a, p) = XAY’, 
Hop x,Y 2H. p XT 3E0,,0;,7c7.0,| 的 坐标 . 

(3) n ERR sx [8] VATRENE REES ARH. I B RAE a, 0n. 
al EB. Bc Bul HERRERNE A 'SB.BH e.a, 7, BL [iL pn 
EIERE P, 则 

B = P'AP. 
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6.3. bib 


6.3.1 标准 正 交 基 的 概念 


(D 假定 jg ,eo,… al 是 n ERREI V 的 基 . 阁 它 们 都 是 单位 向 量 , 且 两 
BEZ, A iaar ed 就 称 为 的 标准 正 交 共 . 

(2) 任意 n(n > O ERREZE 了 都 存在 标准 正 交 基 ,上 了 的 基 为 标准 正 奖 基 
的 充 要 条 件 是 它 的 度量 此 阵 为 单位 矩阵 ， 

(3) 由 标准 正 交 基 到 标准 正 交 基 的 过 渡 皂 阵 是 正 交 矩阵; 反 之, 若 两 个 基 癌 的 
过 滤 矩 阵 是 正 交 和 托 阵 , 且 其 中 一 个 基 是 标准 正 交 基 , 划 另 ，' 个 基 也 是 标准 正 交 基 . 


6.3.2 HELEH E 


使 用 正 交 化 { 施 密 特 {Schmidt) 正 交 化 程序 ) .单位 化 的 方法 求 标准 正 交 基 . A 
单位 化 不 影响 正 交 化 ,故常 在 正 交 化 后 单位 化 . 为 方便 求 出 ,也 可 在 每 一 步 正 变 化 
之 后 ,随即 单位 化 . 

例 3 在 欧 氏 空间 取 中 ,对 于 基 ewl = [LI1t,os= [0t 2], = [2 0 3] JE 
行 正 变化 .单位 化 , 求 出 RP 的 一 个 标准 正 交 基 ， 


EO BER 四 = Ta -ZAB 


*b PEA f: = m- (2g, 


p i l 
然后 再 令 m= T= |- 二 0 和 | 
_ (era, 1) (a5, 9) 
第 三 步 , 取 f.-a T in, 207 m 
0 | ERI 
- insala 
` ii 
=le 3 6 
» . xl. 
Be "^ 7181 7 -将 再 


于 是 ph m 就 是 RO 的 一 组 标准 正 交 基 . 
6.8.5 关于 欧 氏 空间 中 子 空 间 的 正 交 关系 


(D) 设 W,, W; 是 欧 氏 空间 的 两 个 子 空间 ,如果 WW 中 :任意 向 量 oc 与 号 HE 
AE f AEZ, PA 


6 欧 兵 空间 与 本 空间 - 157 ， 


ca, p) -0, yac W. Bc m, 
那么 就 说 本 与 到 正 交 , 记 作 WiL m 
特别 好 ,如 果 和 中 一 向 量 吉 与 子 空间 W, 中 任 一 向 其 n AREZ, B 
($,9)20, yE m. 
AMHA E TEA Ww EX, iE EL W 
(2) 如 果子 室 间 W^ 与 PEX, MA Wa REEN. 
(3) 欧 氏 空间 和 中 与 子 空间 四 正 变 的 四 的 余子 空间 
称 为 让 的 正 交 补 , 即 若 
V= WBW, H wm 
则 称 wr d W BOIESESRCOBDUEERTE, W t E Ww" 的 正 变 补 ). 
(4) n SEEK EK Zs JB] V B3 — ATEMA Wo PEE [9211 
交 补 , 子 空间 V 的 唯一 -的 正 变 补 常 记 成 多- 
(5) Fi 恰 由 所 有 与 w 正 交 的 向 量 所 组 成 ， 
(6) HARR V = Y gy W^ 可 知 ,F 中 任 一 向 量 5 都 Isi 6-1 
可以 唯一 地 分 解 成 两 个 后 此 正 交 的 向 量 qq € P Hj 
ecc PL) ARRE y AARE 在 子 空间 形 上 的 正 射 影 或 内 射影 . 图 6-1 是 以 欧 
氏 空 间 民 为 例 作 的 说 明 . 


6.4 欧 氏 空间 的 线性 变换 


6.4.1 对 称 变换 


(O 若 欧 氏 空 间 的 线性 变换 s 满足 
tola), B) = (a,a( D), yape V, 
那么 称 o 为 了 的 对 称 变换 . 
(2) Ub V a ERRER, o 为 其 上 线性 变换 Lo 为 对 称 变换 的 充 要 条 件 是 sz 在 
V 的 任意 标准 正 交 基 下 的 方 阵 为 实 对 称 第 阵 . 
(3) 对 称 变换 的 特征 根 都 是 实数 . 
(4) d o 是 维 欧 氏 室 间 Y 的 对 称 变换 , 则 存在 V 的 怀 准 正 交 基 ,使 得 o 关于 
这 组 标准 正 交 基 的 矩阵 是 对 角形 给 阵 . 
例 4 设 =,r 是 a 维 欧 兵 空间 的 两 个 对 称 变换 ,证明 or + co 也 是 VY 的 对 称 
变换 . 
证 dEHRa.B C V.D o.c AVERE, AX 
(ota), P) = (a, ai fO, irla) D = Go. cC BD. 
于 是 有 
{isr + mja., B) = Cacta) + miah p) 
= (ar aD, Bo + Lala). p) 
= (cCa),eC(B) + ioia). sf) 
= (a.c BO + (eo, ori p?) 
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ik or + vx 为 FF 的 对 称 变 措 ， 
6.4.2. Ex FH 


(1) i c ERREZE V B9-— AREER . SCORE TIE a E V. ERR Lon 1= 
lel, EZ ER o 为 VF 的: -个 正 交 变换 . 换言之 , 正 交 变换 中 保 长 的 线性 变换 . 

(2) o 是 欧 氏 空间 了 的 一 个 线性 变换 .下面 4 个 条 件 才 是 o 为 正 交 变换 的 充 要 
AE 

I? c 保持 两 向 量 的 内 积 不 变 ; 

r 保持 向 量 长 不 变 ; 

3 a 把 标准 正 交 基 仍 然 变 为 标准 正 交 基 ; 

4o 关于 标准 正 尝 基 的 矩阵 是 正 交 矩阵 . 


6.4.3. BREH EA EH) 


(1) BGE V, U ESTERN, WME o 是 作为 钱 性 空间 了 到 已 的 -个 同 构 亦 
换 , 昌 还 满足 
Coia), oip = le, P), œa. PEF, 
那么 zg M REET A V AURAR E. 如果 欧 氏 空间 V 30 U E- -Ae 
HAt, giii yL Et . 
(2) 两 个 有 穷 维 欧 反 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 维 数 , 特别 是 n 维 
欧 氏 空 所 都 与 欧 氏 空 间 R^ 同 构 . 
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6.5.1 症 空 间 的 定义 


假如 YY 是 复 空间 ,如 果 对 于 YY 中 任意 两 向 量 w, 和 有 -个 复数 与 其 对 应 , 记 成 
Ca ,外 , 若 此 复数 立 满 足下 列 各 条 件 ,那么 这 复数 fo, 有 叫做 o B KAR, V 称 为 
本 空间 ,又 称 为 复 内 积 空间 

T (a, f) = (p,a) ZE, a) ZP. a) HERE Y, 

T (a,a) > 0, 5HR 35 a = 0 时 等 导 成 立 ; 

y (kit, + ki p) = kilan p) + kaa f) ,对 任意 €,,05,, B € V,k,,&, € 
FG. 

这 里 与 欧 氏 空间 定 头 的 肉 积 只 是 条 件 『 RR., p - 般 是 复数 ,但 根据 条 性 
L (wa) = (a.a) Hj, (aa) 就 是 实数 .没有 该 规定 ,条 丛 就 没有 意义 了 . 


6.5.2 西 空 闻 的 简单 性 质 


(D 西 空间 中 内 秩 性 奈 
Co, bp = bia, b); 
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P (a, + R) = (opB) +(e, f): 
5? —RH.X ab C Fan pB E V(i = 01,2," n) WS 
( Sat, T 三 a.a. B): 
iz1 i=l i=l 
中 ( x ,0) = (0.8) = Ü. 
(2) AZE V AE HIE DE 
假设 V&n EARN, e,n) 是 它 的 基底 ,站 = xt 0 bos 
x4X,.B = y + ga + … + yum, 是 ?中 任意 两 向 量 . 中 内 积 性 质 , 有 
(aB) = Dry n) = XAF". 
ijel 
Epa = [ a4] Tfi e" = (a; aj 一 1,2,^"",n),X = | x, xt" x,].Y = [ yi Y: 
yl. A RUV ÉTER] ,aa,… ,au 上 的 度量 矩阵 . 


6.5.3 HZA 


(着 Ig1= (ea), 则 称 1w1 为 酉 空间 向 基 a 的 长 ,或 称 为 向 基 的 
模 . 长 为 1 的 了 员 研 称 为 单位 向 量 或 标准 向 量 . 

(2) 设 a, 和 为 西 补 间 VF 的 向 量 ,上 为 一 复数 , 则 

i?iAi-IEIL LG T. 

Pite Pelei BI ABS a Mp REARS SRA. 

Via+figlalt+ri fi 三 角 不 等 式 )}， 

ES gà 25 (Bp HR E PC, 8) 一 般 为 复数 , 故 向 量 之 间 涉 易 定 闵 夹 角 ,但 仍 引 人 两 
向 量 正 交 概念 . 

{3} 西 空间 YY 中 ,车 (Cg, 和 = 0, BllfkI i w Sg F ALEE . 

(4) 西 空间 中 ,任意 -一 组 两 两 正 变 的 非 零 癌 基 是 线性 七 关 揭 . 如 果 一 组 单位 向 
其 两 两 正 交 , 则 称 其 为 一 个 标准 正 交 组 ,车 这 个 正 诡 组 丸和 抄 成 整个 空间 Y, 则 称 它 
为 ¥ 的 标准 正 交 基 . 

(5) 设 了 为 复数 域 上 的 西 空间 ,3 为 FY 的 -个 子 空间 . 若 

LSOT= FV; 

r iac SMpET, Ala, p) = 0, 
则 称 T S 的 正 交 补 空间 , 记 为 了 = SL. 

(6) Æ $8 是 有 了 腿 维 西 空间 TV 的 一 个 于 空间 , 则 YY 中 可 有 啡 一 一 个 子 裤 间 TT 为 8 的 
正 交 补 空间 . 

6.5.4 西 空 间 上 线性 变换 及 其 性 质 

(1) 假如 本 空间 了 的 线性 变换 ,使 了 中 任意 向 量 e METE, Bp 

lata?) lzial, 


那么 = 称 为 了 的 酉 变 变 换 . 
(2) 丁 交 变换 有 以 下 性 质 
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r 丁 宝 间 F 的 缉 性 变 措 s 为 西 交 恋 换 的 充 要 条 忻 是 
Co(a),a( D) = (a, f. 

r 本 空间 ?的 线性 变换 e 沟 酉 交 变 换 的 充 要 条件 是 ov UL V REESE EU EROR 
为 标准 正 交 基 . 

3 酉 空间 7 的 线性 变换 ET V 的 标准 正 冯 基 的 抵 阵 为 4 = [a] W o HE 
变换 的 充 要 条 件 是 4 为 西 交 短 阵 ， 

中 廿 变 变换 是 满 稚 线性 变换 ,因此 也 是 一 对 一 的 线性 变换 ， 

s 酉 交 变 搞 的 特征 根 的 钨 对 值 都 是 1. 

(3) i o 为 酉 空间 了 上 的 线性 变换 ,由 关系 式 

世人 

所 定义 的 变换 o° RAHE, HE a ”为 « HERT. 

(4) dida dE PRU ELT TERI: 


Pig”)”  2.* " =o, 
(ho) = ha" ,k € F. 
Pt = I + oq”, 


f(mo'-m'a'. 

S 若 w 是 可 道 线性 变换 , 则 sz” 也 是 可 道 钱 性 变换 , 朋 (a F7"! = (o7. 

6 若 在 某 一 标准 正 交 基 下 cz 的 矩阵 为 4, 则 共 辑 变换 ”关于 同一 组 基 的 矩阵 
为 4 3k ke EIERE AT. 

(3) * g = M Con. B) - (æ, ep), a, p € v, lj c 是 对 称 变换 ,又 称 Ga HHR 
HAERERE R Hermite) 变换 ， 

(6) B IESEREISCE EL P TERR 

I 的 线性 变换 go 为 自 共 辐 变 换 的 充 要 条 件 :对 于 YY 中 任意 向 量 g,(ow a) 是 

2 在 标准 正 交 末 下 , 自 巷 变换 的 矩阵 是 埃 尔 米 特 乱 隆 :反之 , 若 线性 变换 关 
T —ÉBREIESEAEBOAB Pe UR ZTOKR ABER , DUI Ar EL ESTE f 
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7 二 次 型 与 双 线 性 型 
7.1 “二 次 型 及 其 矩阵 


7.1.1 —ÉA ES AE FIRE 
{1) EM np AR 
fno) = 25 agas; (ag = au), 


"TT 
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其 中 对 称 和 矩阵 A = laj] 称 为 二 次 型 了 的 矩阵 ,4 的 秩 义 你 为 /的 秩 ， 
当 4 为 对 称 矩 阵 时 ,可 用 4 唯一 地 表示 为 fx ,x2.… x5) = XAX. 
当 A 不 为 对 称 矩 阵 时 ,上 述 表 示 不 唯一 ， 
(2) 中 上 二 次 型 Fa ons) = XTAX BREEK X = PY ERU F Ef 
二 次 型 ,县 
gib yis. y) = Y'CP'AP)Y. 
CHERE P'AP. 


7.1.2 & BI AE FER CE JR 


(D RA, BRRR r EPIT a BER. mE FEET n BrPESOBEEC,fE 
B = CAC, 

那么 就 说 B5A-&8l.iB.aA. 

(D 设 与 是 烤 域 六 上 的 两 个 二 次 型 ,如 果 存 在 一 个 (系数 在 站 中 的 ) 满 穆 线 
性 变换 把 f 变 为 g, 则 称 二 次 型 与 g 等 价 ， 

(3) 数 域 fF 上 两 个 二 次 型 等 价 , 当 且 仅 当 它们 的 矩 岂 合 同 ， 

(4) 合同 的 矩阵 ,上 其 秩 相等 . 

(5) 撮 阵 之 间 的 人 台 生 关系 具有 上 反 身 性 、 对 称 性 .传递 性 .内 而 数 域 P EAIA n 
阶 上 矩阵 可 按 合 同 关 系 进 行 分 类 . 


7.2 二 次 型 化 为 平方 和 


(1) 二 次 型 也 可 按 等 价 关 系 分 类 ;两 个 二 次 型 属于 癌 -个 等 价 类 , 当 且 和 仅 当 它 
们 的 对 应 算 阵 属于 同 .-- 个 合同 类 , 这样 ,用 满 秩 线性 变 控 化 简 二 次 型 的 问题 ,就 相 
当 于 在 一 次 型 矩阵 所 在 的 合同 类 里 找 一 个 最 简单 的 对 碟 币 阵 . 

(2) 二 次 型 中 最 简单 的 :一 种 二 次 型 是 只 会 平方 项 的 次 型 即 平 方 和 , 它 称 为 
二 次 型 的 标准 形 . 

(3) 数 域 上 任意 二 次 型 让 x xoti = XTAX , 则 可 经 满 秩 线 性 变换 到 = 
CY iE HRE CEH M): 

f= hy + hytte 0 (ic eer). (7-1) 

其 中 平方 项 的 个 数 + 等 于 fF 的 秩 . 

(4) 北 二 次 型 为 平方 和 的 方法 ,常用 的 有 配 平 方法 尺 初 等 变换 法 等 . 


7.3 ”复数 域 上 与 实数 域 上 二 次 型 的 分 类 


7.3.1 复数 域 上 二 次 型 的 分 类 
(1) 复数 域 上 秩 为 r 的 二 次 型 站 sz 各) 可 以 用 适当 的 满 秩 线 性 变换 化 


为 规范 形 : 
f = zi + z3 ++ z. (7-2) 
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(2) (7-2) 式 用 矩阵 语言 叙述 就 是 :对 于 复数 域 上 秩 为 -的 对 称 年 阵 4 ,在 在 满 


PORE C, 使 得 L 
C AC = Mu 0 


“o 

即 企 一 复 对 称 矩 阵 都 合同 于 - “个 形 如 (7-3) RAAB DEB 1 ATE 
FEBRE. 

(3) A tAE SEPA EE Rr [RTI 70638 REEMA. 

(4) 在 复数 域内 秩 相 同 的 二 次 型 有 相同 的 规范 撒 , 因 而 相互 等 价 ,二 次 型 的 秩 
可 以 等 于 0,1,2,…,n, 共 有 n+ 1 种 可 能 .所 以 复数 域 上 的 二 次 型 共有 n+ 1 个 不 
同 的 等 价 类 . 

7.3.2 ”实数 域 上 二 次 型 的 分 类 

(1) 秩 为 r 的 实 二 次 型 人 

f= Ptr G- Ya- far y. (7-4) 

(2) (7-4) SURFER eB EEA LBS ERER A, FEA 

WEE c, R 


' (7-3) 


AL (7-5) 


EU 

(3) 与 复数 域 的 情形 不 同 , 秩 为 1 的 任意 实 一 次 型 的 规范 形 不 一 定 相同 ,但 对 
于 每 个 实 二 次 型 来 说 ,它们 规范 形 又 是 唯一 的 ,这 就 是 下 而 的 惯性 定理 . 

(4) 四 性 定理 ”在 秩 为 r 的 一 个 实 二 次 型 的 规范 形 广 = ye yty- 
六 4 -2 r P ERA p 是 唯 - :的 ,因而 负 顶 个 数 r - 户 也 是 唯一 的 . 
显然 ,规范 形 由 r,P 这 两 个 数 唯一 决定 . 

在 实 二 次 型 的 规范 形 中 , 正 项 个 数 p 叫做 实 一 次 型 的 下 惯性 指数 , 负 项 个 数 r 
- p 叫 司 负 惯性 指数 , 正 惯性 指数 与 负 悍 性 指数 的 差 称 为 实 :次 型 的 符号 差 ,而 其 
和 等 于 实 二 次 型 的 秩 r. 

(5) 两 个 实 二 次 型 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 的 秩 相 等 , 正 屈 性 指数 也 相等 ;或 者 
是 其 正 铭 性 指数 相等 , 负 惯 性 指数 也 相等 . 

这 就 完全 解决 了 实 二 次 型 的 分 类 问题 ， 

例 1 试 证 ; 实 二 次 型 /的 秩 7 与 符号 差 * Boyer RB. I sler. 

证 ” 设 f 的 正 惯性 指数 为 p, 则 作 惯 性 指数 为 r - p ,于 是 其 符号 差 为 

$ zm p-ír-p)-2p- r. 
Eui r 5j s 同 为 奇数 或 癌 为 偶数 , 且 


7 二 次 型 与 双 线 性 型 * 163 * 


Isi-Ip-tr-p)ixipicir-picz r. 
(6) 34-4 3E 次 型 对 每 组 不 全 为 零 的 实数 xx E 
XTAX > 0, XTAX < 0, X'AX > 0, 或 XAX « 0, 

WASHER -次 型 为 正定 的 ,人 负 定 的 , 半 正 定 的 , 半 负 定 的 .此 它 -- 切 实 二 次 型 称 为 
不 定 的 { 即 X" AX 的 符号 与 x ,x2,… ,x 有关) 或 恒 等 于 二 的 二 次 型 . 

(7) 正 ( 负 }) 定 二 次 型 的 判定 

实 二 次 型 A atn) = 下 由 为 正 ( 负 ) 定 的 充 概 条件 常 用 的 有 下 面 3 
T: 

[^ f E CR 2 惯性 指数 为 n; 

PA = laj 的 太 上 角 各 阶 主子 式 都 大于 零 { 左 土 机 省 阶 主 于 式 负 .下 相间 ); 

的 特征 根 都 大 (小 ) FE. 

$452 Ra H EEKE 

JÉx x1 X3 Ta) = Ax] + x + xj) + 2xQx2 - 2x2x; + Zisa + oxi 


是 正定 的 ,并 讨论 4 过 2 时 的 情形 . 


解 /的 矩阵 为 
A 1 | 0 
1 A -1 0 
Asji -1 a of 
0 0 0 1 
EME faa lr x38 
au = D 
du dia A | " 
= zA*-1 
t1 drt b A 
ti 2n 9p A 1 ] 
mi ea 29| 二 1 A -1] 
4 ay — y ! -1 A 
= {A 十 1)*(4 m 2), 


141= (à e D*(A - 2). 
要 使 所 给 实 二 次 型 为 正定 , 必 有 
>D, 
n -1 > 0， 
{A + DFA - 2) » 6, 
解 之 得 到 
A2, 


即 1 > 2 时 ,f 是 正定 的 . 51 2f, HUE LA 1<0,/ 晓 不 是 正定 的 ,也 不 是 负 定 
的 ,因而 了 是 不 定 的 . 
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7.4 M i ES 


7.4.1. XX EGER CAE BR 


(D 设 ran t’ iF pY O YS 为 两 组 变量 . 着 多 项 式 六 xz six syn. 
Yi. Ya) BEXT x ,x2,… ,是 齐 次 线性 的 ,又 对 yj ,Y2,… yu 是 齐 次 线性 的 , 则 
FLETTE TIERE EEEE CTi D: 必 取 下 列 形式 
fa a Net F Yr 777 Ym) 
= GQXQY) 0 Apy: cb CU + tl Y 十 0) X2) t dnazy2 + 
~ + Amt? YQ + =" + yl FaF t + Aal aF? +U c 和 un 和 gm 


Ee (7-6) 

形 如 {7- 6) 式 中 那样 的 多 项 式 ， 称 为 kaart ani Yo yeso Ya RRD . 
而 第 阵 

A = [ag laxe 
称 汶 x B35RPE, A BRE r £r 29 FI) E " 

(2) 与 二 演 型 类 似 , 令 X = [xi X4 '** PALA y = [5i yat Yal W C7-6) 式 可 
改写 成 

fxr kar iY Yrs Ya) = XAY. (7-7) 


7.4.2. 双 线 性 型 的 标准 形 
(1) 如 时 Tn 与 Fis Yr Ym 4r B ES PE ER TEE DR 


| = PU, P P = lpalaxn U = [ww us], (7.8) 
Y = QF, 其 中 Q = [quil V [m mos vm), 
则 (7-7) 式 化 为 

fx xt Na yas yO) = UT P'AQV. (7-9) 


(2) WIRECA) = r, Ji ETE M EROR RE P = [palaza Q = [ 9] ns， 使 到 线 型 

= XAY 经 过 满 秩 线 性 变 挠 (7-8) 式 化 为 标准 形 ; 
f = Mty + a Wb 

7.4.3 对称 双 线 性 型 及 其 基本 性 质 

(19 n m = f, HA EIJER, MUSEI fU X2: (XY Yao» v2) 
称 为 对 称 双 线性 型 ,一 般 可 写成 

f(x, Xa Xa Yi Yos g Fa) = fX. Y) - Xs X'AY. 
42s MAURO 次 型 . BE, KEENER . 
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(2) Æ WERTER OX, YO) m, X, YE- ESSE E DP o £F io RR ER pU 
ef ,仍然 变 为 对 称 双 线性 型 . 
(3) 如 /((X, Y) = YAY 的 秩 为 1, 则 有 满 秩 变换 使 化 为 标准 形 , 即 


f = HU) + hte Voc odv,. 
7.4.4 实 对 称 双 线 性 型 
(D. 如 果子 的 矩阵 4 AESCXPRRGBIE, DUI ERA EA ERAMERTERE . 
(2) 实 对 称 双 线性 型 同 实 二 次 型 一样, 也 满足 惯性 驴 符 , 即 在 让 的 标准 形 
f = uv + Haya Rott o Up — Usu a Pha] T Huh Fus — I1 A, 
中 , 正 项 个 数 p 是 叭 -确定 的 , 负 项 个 数 r - p 由 是 唯一 傅 定 的 . 因此 ,同样 有 正名 
性 指 昧 . 负 屋 性 指数 的 概念 . 


7.4.8 HAE LX 
(D 2a T AEBRExqi xs aaia xen x, Ido Ebo 


n 


了 一 
Hx x4, x) - Day x 


称 为 埃 尔 米 特 (Hermite) 二 次 型 , 武 中 a; 是 复数 ,时 oy = 中 ,因而 o, 都 是 实数 ， 

(2) 今 X c IET X2 ct] xl.X - Lx, X3 ttt x,].A 一 [as „Mj 

Híx,,x4,77,x,) = X' AX. 
(3) E Hi CA BEER RE EX PEE , TARI ER LOC Ee REJE , B] 
2, apta = b yiyi t bo yoya ct + P Yy 

BEPA = [a] REE, b bth, HEM. 

(4) 埃 尔 米 特 二 次 型 同 实 对 称 双 线性 型 一 样 una E TAREE BR. BAE H AE 
m 

ZQZQ + a kot + ip 一 Sp get 一 pr he? -octo— Rd. 

中 , 正 项 个 数 p 是 唯一 确定 的 , 负 项 个 数 > - p iE IER). E, IER UR 
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矩阵 这 个 词 是 在 1850 年 首先 由 英国 数学 察 西 尔 维 期 特 (Sylvester) 引 进 的 . 3 
装 数 学 家 凯 莱 (Cayley) 被 誉 为 矩阵 论 的 创立 者 ,他 在 1855 年 的 一 篇 4 矩阵 论 的 研究 
报告 3 中 ,引进 了 有 关 第 阵 论 的 一 系列 重要 概念 : 夫 和 矩阵, 单位 阵 ,和 矩阵 的 加 法 , 数 习 
MEE ERFA A , 转 置 矩阵 NIERE , 方 阵 的 特征 值 等 . 此 外 对 和 矩阵 论 的 发 诬 作 出 
过 重要 责 献 的 数学 家 ,还 有 德国 的 弗 罗 尼 乌 斯 (Frohenius) , 7 E ZR (Hensel) "HERI te 
(Jacobi) ,英国 的 忠 密 斯 (Smith) ,法 国 的 约 当 (Jordan) 38 2 CRF C Hermite) 55. . 

矩阵 的 主要 研究 对 象 有 以 于 4 个 方面 ; 

(D 矩阵 的 运算 及 其 性 质 ,以 及 竹 阵 的 3 T PRIEST MR .行列 式 ( 方 阵 ) , 特 
WAAR). 

(2) IREAS 3 个 以 准 形 一 一 等 价 标 准 形 ,合同 标准 形 .相似 标准 形 . 

(3) 矩阵 表述 的 代数 结构 一 一 线性 方 禾 组 ,二 次 型 线 件 空间 ( 灌 欧 氏 空间 ) , 线 
性 变换 . 

(4) XBEEZHET PH PE TG 3 OBREIEHE IR ,导数 .积分 .级 数 等 等 . 

矩阵 论 是 数学 各 分 支 .自然 科学 工程 技术 的 基础 ,特别 是 物理 ,化 学 ,计算 机 、 
测 基 学 、 网 络 学 经 济 理论 等 不 可 缺少 的 数学 工具 . 


1 和 矩阵 及 其 运算 
1.1 RRRS 
1. 矩阵 
由 数 域 FF 中 的 x n TR alis 1,2, mijz 2. 7 n) PER m ÍT a FIR R 
k 
gi Gp C" 04], 
ZE m e t» - [aj], .. (1-0) 
ml Cur o 777 ry, 


叫做 数 域 ODER mx n 矩阵 . 矩阵 常用 英文 大 写字 母 4 ,日 ,C,… 表 示 . 

xx - D'PÉS a; A 的 第 ; 行 第 j 列 元 素 .( 上 1) 式 由 可 简 记 为 4= [ai]wv。 
8k A -[aj1z Amen F. 

JU e Te SCC B Bent] di SCR BE , 7o 7 EE RO XB I CAT ERE . 

元 素 全 是 零 的 mx n XBEE,DIAESEABDE Lic y Onsa sy 0. 
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2. A 
当 m= Rn 时 ,A = [a;l.., fRA n 阶 方 阵 , 并 称 aan. anna HERH 


i A2[a;],,,,WnTzg S n P CE: 
la; 20, (i Jii, j 5 2,7. n), MER A 为 上 三 角 阵 . 
Paj-O.(i« fii, j= 2,7, n) IR A 为 下 三 角 阵 ， 
Paz=0, (iji j=l, 2 en) DER A 为 对 角 阵 ,这 时 也 可 记 为 
A = diag[ al a». a4]. 
4^ 如 果 4 = diag[1 1 … 1], 则 称 4 为 = 阶 单 位 阵 ,单位 阵 记 为 到 或 简 记 为 了 
CBS eB bu E). 
3. fre PER PUB RE 
只 有 一 行 的 矩阵 
A= ET attt a, ] 


n fT RR Bá CHE TI BOO. 只 有 一 列 的 矩阵 


uy (ose PECADO. 
4. 矩阵 相等 
设 A-[aj]a«4 BE [65], 4, MRETI BIO HU, RII 
aj= b (io 1,2, mij 71,2, n), 
则 称 4 与 吾 相 等 , 记 为 4 = 了 吾 . 


1.2 上 矩阵 的 运算 


1. 矩阵 加 减法 
(1) H A =la;lmeni B= Llbylmzas C= [0], ,, SUR EAE 
ayt hs=ey (i=l, Zyn, mijl, 2ean), 
ME CHA BM Ww CA+B. 
4 D-[ -bj],.,.8R DAB MIER IA - B. 
FÉ A-C-B)SASBBIEZXE.gUNA-B. 
pi iz 
1 -i 2 3 69 
4-[, 5 3l? a-| | -3 si 
X AC B.-A,A- B, HR - A. 
S 1 [^] | -2 


4 
" 4+8-| .1 2 gl? T45L o -5 -3l 


l APER Fas R ，171 


A-B-| 7 B-A-| 2 77 
| -i -8 2 
(2) EENI I E ERE 4 条 算 律 ( 称 为 加 群 性 质 ): 设 A. B, C 部 是 mx REL 
| ERE A+B=B+A; 
8d (A+B)+C=A+(B+ OO); 
JT 存在 等 元 0OCA-A,HCDO E mxvEBE. 
d EMIL (-A)-A-0. 
由 上 面 4 个 条 件 可 以 得 到 
T RH Z ASB-C.OMB-C-A. 
2. fi ES EE 
(D R A= [almak REX PRC kag) LI E 3A IIR OU ES ALIS RN 


-1 -7] 


(2) REFERER F 4 条 算 律 ; 设 A,B Emx ntik, k, d g, 

l?1:AzÀ:; 

P k( IA - CkD)A ; 

F (ka DA= kA + [Ai 

PELA + B) — kA - KB. 

(3) 设 C"" "(或 R^" "XR A (SC) OS, E UT m x a PR e E F 
[5] , TARE). 则 C7* ^ EFE EI SRL IB ER PE RIOS EPIS CC, RO E. -个 
m x fn 锥 线性 空间 ， 

3. EER 

(1) B A-[2/1,:,.B- [5j], ,. BIER C - Le]. A I5 B ZPR AB. 
其 中 

cy= ap bij agby bin + aub Cis os mij 2,75). 
(2) 矩阵 乘法 满足 下 面 5 条 算 律 ， 
° A0-9,0A =0, 其 中 40 与 04 都 要 可 莱 ; 
结合 律 (AB}C= ABC), HoP AB TÆ, BC Hp; 
3 Anime A(B+ C)=AB+AC, 
布 分 配 律 (B+C)D=B8D -+ CD: 

4 EPM IA sA, Al- A JEP A SHAE; 

PALAB) = ACID - CkA) B, JEP AB PIE, k ER. 

(3) CGC"* "(或 Ra) 关于 如 法 和 乘法 两 种 运算 构成 二 . 

(4) SBPE3ETE 3 3 条 与 数 的 乘法 不 网 的 特性 ， 

[^ 不 满足 交换 律 . 一 般 ABEX, TE BA 有 阁 闵 ,即使 两 个 都 有 意义 也 
不 - - 定 柑 等 ,比如 


-2 4 2 4 
c=:[ ab n-| i - 611 
则 CD = [s e. esf d 
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r ARA PEME A 0, B0; AB —0. 比如 上 测 DC 即 是 . 
3» dc GHETTO , 即 若 AB = AC( 或 BD = CDI Sr ,不 能 得 出 B - 


p2 uU 


E AB -2CD 4 6DC € 7C. 


解 aB=| -5 ul: co-[^5 PI oc-[o dj 
"Zn VL 


4. 3BPEBTIE E Sp Pe de I SC 
(1) ARGE 设 4 Ren 阶 方 阵 , 规 定 
5, 个) mEN, 
和 = Uu m x0. 
Fk A" 为 方 阵 4 IE HP m 为 非 负 整数 . 
(2) Jj FEIER EU TREE LEE m, k EIEREN, A Du a p EE LU 
I? A" - A 一 AT * f. 
25 (A")* - A™, 
(B 5 E IFERETERECT EAB)" x A" B^. 
(D 矩阵 和 多项式 SA RRF ERI na BAB, H 
f(x)2 b,x" t b, ax" no e bx ho 
是 下 上 的 雪上 项 式 ,规定 
FEA) = bA t ba ATT t bA H bof, 
并 称 AAVA A WEREMA. 
显然 AANA FERI an 阶 方 阵 . 


例 3 设 4=[ 3 GAs aSr RAA). 


BR A4)=42-54+47= 了. 

(4) Ek Ems ULT ERR LER A DS n MAE, AC O aC AO RETE ALTE RS 
数 凶 项 式 , 则 

PAA)+giA)= gCAD - CAD; 

? fL AJ gCA) 2 g ADFA). 

5. SBPEISHEE NE 

(1) 设 A Em x n3EPE, TRAE A 的 行 换 成 同 序数 的 列 ,得 到 的 新 矩阵 BEDS A 
的 转 置 矩阵 iD A A). 

显然 AT RE nx mXBIÉ ,比如 


> 0 
"IH ES | 


(2) 和 矩阵 的 转 置 是 一 种 -一 元 运算 , 它 满足 以 下 算 律 : 

1 对 合 律 (AD'-A; 

r 线性 性 (A+B) = AT+r BT, (kA) = kAT; 

3 FR (AB) = B'A", Kp AB AJE. 

(3) 对 称 阵 与 反对 称 阵 ， 

I| 对 称 阵 说 4=[orj oo 若 4 =4, 则 称 4 为 对 称 阵 . 

显然 4 为 对 称 阵 的 充 要 条 件 是 a;= au. (im1,2. c ntje 2.7. n). 

2 反对 称 阵 DA = 人 oj 大 AT= - A, MẸ A 为 反对 称 阵 . 

显然 A 为 反对 称 阵 的 充 要 条 件 是 

ag * a; 20, (i, 21,2, n). 

特别 地 ,反对 称 阵 的 证 对 角 元 a; 20012 1,2, 7.8). 

例 4 i*A-[a,]C R7"^,lEH] AAT - Of] TEEAR ÍT X A =0. 

证 ”充分 性 显然 成 立 . 下 证 必要 性 . 

iT B =[b;] = AAT. M] B «0f m ẸBE. MA 

O= h; =a .+a +t etaa Cizl, 2yo, m). 
HF mw 都 是 实数 ,由 上 式 得 
M= oa 04,70 (i-2l.2,"7.m). 

从 而 有 4 = 小 

6. 行列 式 

(D 设 44=[ei] 为 王 阶 方 阵 , 由 二 的 元 素 按 原来 的 订 置 所 构成 的 行列 式 , 叫 
FRE A 的 行列 式 , 记 为 141 或 dat4k ， 

(2) 方 阵 的 行列 式 是 一 个 数 ,这 个 数值 基 反 贞 4 的 村 征 的 一 个 数 . 它 满足 以 
FHR: 

P LATI 21A 1; 

P IkAl= KIAL JEP A Hn MAE, Kk EM, 

PIABI=IAHIBI, KP A, B HH n BAE. 一 股 有 

14 Ar 1=14114231…p14，1. 

其 中 a(i-2052,-- n0 SERE n BARE. 

(3) 非 奇 异 阵 VEA fn 阶 方 阵 ,车 14| 半 0, 则 称 4 为 非 奇 异 阵 ,或 称 为 满 秩 
ARE. 否则 称 A 为 育 异 阵 , 或 称 为 降 秩 和 矩阵 ， 

HRE AGE 1,2,… ,mm) 都 是 n Bp E LUI A AL 为 非 奇 异 阵 的 充 要 条 件 
RÉ--Ul AG - 1,2, mo EAER REPE . 

7. HEEE 

(D 设 4=[ay]nx ERES Fu], NA DUSESERBBE iO 7g A ,其 中 a 为 
ay FF) 3E fà . 比如 
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A=| s i-i i 则 A=] š i| /— 
(2) 4g dg tbe oc3e E LEAL ELLE: 

lA- B-A« B; 

PRA =k A HU k EEN, 

»AB-AB.H'h AB 9[3ÉE ; 


[Ii*i Ò 8 — l-i ÙÜ -342 


4 A! - (A)'; 

5 it A n rZ; PELIAI STAT. 

8. 伴随 和 矩阵 

(D 设 A- [aj],  FETF IB n 阶 方 阵 
An An cU Am 
|^ Ap c Am 
Áj Aaa cU Am 


为 4 的 伴 稀 和 矩阵, 记 为 A ,其 中 心 为 141 中 aj 的 代数 余 于 式 . 比如 


1 2 3 
E 2 |[. 
3 4 3 
则 
2 看 -4 
a=] -3 -6 s|. 
2 2 一 了 
(2) 伴随 矩阵 是 一 元 运算 , 它 具 有 以 下 算 律 ; 
PAAA AS IAIT; 
2 RA RaR e2) MIA" AIT; 
PRA En BARE, k ERMA) = kA"; 
4 (A")'-(AD)' ; 
5 (AB)' = B' A" , KrP A,B 都 是 rn 阶 方 阵 . 


9. 是 阵 的 拉 直 
(D 设 4= [agl mn a RAER 
Lan aU 0615 031 Y Ana Oa O27 Amal 


X A ffo & ies 成. 比如 设 
1 3 
E -1| ' 


5 6 


ÀA-s[13 2 -E 5 6f. 


] 
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(2) 矩阵 的 拉 直 满足 以 下 算 律 ， 
iA B z A + È: 


PEA = kA Hop RS. 


10. 5EREBJ LES 
(0 if As [aglas B Æ sx r TREE ERER 
aë ajB ubi a,,B 
an anB c^ —aB 
a,,.B aB Uo AmB 
J A 5B HAR E 9 P398 l Kronecker) BD , iA AG B. Et 
a b c [*] 
Asla e (ePi, 
则 
x x x Ge iw ey 
al ,| | M 7] "y in cy 
AQB- dl 7] BEN "| de e K 
yl fl, y dy € fv 
4[^^*] ax bx cu 
B defi] |dx ex fx 
BGA- [^^*] - ay by c 
"tdefil [dy e f 


(2) ÆR BL BLIE oim 88. , 它 满足 以 下 算 律 : 

I? 055A 20, AGO 2 05 

(ABACA BGC}; 

$y(A-H)oC-(AGgC)H«(BoC), 
Co(A-BI-OCGOGA)T0CGQBN 

P CkA2QCIB) = CEDCAQ B) ,其 中 此 ,1 是 数 ; 

(ABHBIT=- AT B', 

C CAGB)( COS D) = ACG BD. HF AC BEXE, BD v] 5; 

i Lami 

S iASBI-IAI-IBIT, HP ALB AWO m ERIS EATER: 


€ ABC 2 (AG CT) B , EP ABC . 

11. iE 

O E A En 阶 方 阵 ,车 存在 n KAEB, IEAB = BA =E, WE A Ea DW, 
HE B E A 的 - -个 道 矩 阵 . 

(2) 和 拖 阵 的 道具 有 下 面 性 质 : 

J? A n MAE A Een uS pER) SE^pACER RT LA 0 
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2 设 4 是 可 闭 阵 , 则 它 的 道 矩阵 是 唯一 的 , 记 为 4 一 ,用 
A-a-a" " 
lA] 7 
F EAER, (A!) =A; 
4 A,B fibi n aE, m] 
(AB) '-B^!A^.« 
5^ 34 A 可逆 时 ,上 0, 则 


6 UA nup AT 也 可 道 , 且 

(AT)! Z(A70*5 
Tia kn me, h A" drnT A, H. 

(4*) t =7hHA; 


g tA En RADARE, B Rom KEDAR, WU 4 人 下 可 逆 , 且 
(AGB) '-A^'GB' 1!; 
A; 


Az 


FP 称 有 4 = 为 准 对 角 阵 ,其 中 出 是 nx n AER A HDI 


A, 
的 充 要 条 件 是 4;(i = 1,2,…,s) 者 可逆, 且 
A, ! 


de 
n 
b 


A;! 
1.3. 分 块 阵 的 运算 
1. 分 块 阵 的 性 质 


Au ct Aln Ba cc Bia 
没 4=| : : Bs : DO Ed! AV By 都 是 sx 6G - 
Åm cU Am Bm c B, 


1,2,*7,mi;j- 1,2,***, n ABER, Uh] 


Ant Bn c AuzB, 
Ax-H-z : : ， 


AQ tB, cc ^ Am t Ba 


kA, i kA 
kå = : : + 
kmi | kA 


m4 


Cui c7 €, 
e? os] 
Cu T" Cu 
其 中 Ca 为 5x AGL Z 7 mik 152,7. OPE, DUI 


Au Cy 7 AC trt Aj Cu t+ 
AC : : 


A CH t 7t Ama U AmE ton + AmE 


Bis 设 A4= [2 NEZIM 2] ,其 中 c=[ e[l S 


c-i Jat, MES o] R24 - B. A8 RB". 


10 -3 -2 
AL - -G ] 0 0 -1 
解 2A-B= lie w M "RÁAL -3 4 -2 -IV 
3 3 -2 2 
1032 
[55 ew per] -1 20 1 
CD LM CG«LF -2 4 1 I[' 
-1 t5 3 
1-1 1 -I 
BT- p" M 1-7? 2 0 ~i 
G' F' 3 Ó 4 2 
2 L l 0) 
2. 分 块 阵 的 行列 式 


(D 第 一 降 阶 定理 [ 舒 尔 (Schunj 定理) 说 A, DE H n 阶 和 m 阶 方 阵 , 则 
b ABEL 
€ D| liD!:IA- BD^'CI, REP D T% . 
(2) it A,B,C. D 39 n AR, H AC = CA , Bl 
A B 
C D 


| = 14D- cmn. 
3. 分 块 阵 的 逆 
I 
o [49] [E pa .其中 4.B 分 别 为 # 险 与 mm 阶 可 逆 隆 . 
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-1 -1 
G) [2 4] «s 5] PAB DAA n B m TARE. 
(3) 设 A, D HIE n Br- m Bira RE, Do] 
[4 0 -| A^! o] 
C D T7 —-p!cA^! D! , 
[4 B "34[4^ -A^!BD'! 
oD! tọ D^ 
(0 &nu-[* p EP A.D 496» Eris m Bes A A, 
[4 B -| M - MBD- ' ] 
C D? .— 5-D''CM D-'CMBD- «D^ ^ 


其 中 
M=(A- BD 'C)-', 


2 和 矩阵 的 秩 及 其 等 价 标准 形 


2.1 矩阵 的 初等 变换 


1. 矩阵 的 初等 变换 

{1) 下 面 3 种 变换 都 州 侯 矩阵 的 初等 行 变换 ; 

I? 对 调 两 行 (对 调 第 ; 行 与 第 j 行 , 记 为 ner) 

2 EA AESE2I k REPER TTE k LAUD ins 

3 ju 5 — (TED OC k AMIS Tp REESE E EC i frik (EIER j 
行 , 记 为 rj * kr). 

(2) Aa sg S) Sp ied BB E PUR ” ,比如 对 调 第 3 列 与 第 5 
列 UM caes. 

(3) 扰 阵 的 初等 行 变换 和 初等 列 变换 ,统称 为 矩阵 的 初等 变换 . 

2. 矩阵 的 等 价 

(D fiis&m x nE A 经 过 有 限 次 初等 变换 ;得 到 mm x nik B.M A 5R 等 


Wir, iiy Az B. 
(2) 等 价 是 -种 等 价 关 系 , 即 满足 以 下 3 TRE; 
l| 自 反 性 A-LA; 


r aR A=B, BA; 

3 传递 性 XS A=B, BCM] A=C. 
3. 初等 方 阵 

(1) 下 面 3 种 方 阵 统 称 为 初等 方 阵 : 


2 RIEMER H FERE 


1 


0 1 Ci} 
l 
Fiji = : EH : . 
1 
] 0 (j) 
] 
l 
1 
1 
Fiil k)) = k (ik), 
1 
1 
l 
l k Ce) 
ICjC E), i) = 
l (D 


(Q3 初等 方 阵 痢 是 吉 道 阵 , 且 它们 的 道 矩 阵 是 间 一 类 庆 阵 , 即 
[EGD] = 1,7), 


UGODI! = GEL, 


(jc, D] = ri - D. 

(3) A Rn BARE, Ut] A 为 可 道 的 充 要 茶 件 是 由 可 老成 若干 个 初等 万 阵 之 
gt. 

(4) it A Emx n BERE, XE A BÍT—PUCMIL S131 0RDAD 26d HUGE A B9: S 
AX o m( 或 中 阶 初等 方 阵 . 

(5) A 可 道 的 充 要 条 件 是 4 二. 

(6) A, B 都 是 mx n REEL EI A B HEERE m 阶 可 道 阵 P M n Hir 
a[ EE o 使 B= PAQ. 

4. FHISETT SEE 3B 

i A En Prop E A MAHAI [n PaE, ORRELA Pr]. HOD n 
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x 2n PERIA T RXTTBISEAE BR , f A T UIDES XD PTHRREXIAC'. 


0 12 
例 1 tafi l aloka. 
2 -1 0 
0 12:100 ! 14:0 1 0 
AE EDS rai n=| 1 4:0 1 ol -|o 1 2:1 0 ol 
2 -10:00 I 2 -10:0 0 i 
| t 4:0 |0 i 1 4:0 10 
-[o t 2:41. 0 o| -|o 1 2:1 0 j 
0 -3 -8:0 -2 I 00 -2:3 -2 1 
I1 0:6 -3 2 10 0:2 -1 ! 
[o 1 0:4 -2 -| | 0:4 -2 | 
00 -2:3 -2 ] 00 -2:3 -2 I 
tOO: 2 -1 | 
1: 10: 4 -2 | 
: _ 3 nE 
0 0 li-5 ] -~ 
所 以 
2 -1 1 
As. 4 -2 1 
3 t 
”2 ”2 
2.2 分 块 阵 的 初等 变 愤 
1. 初等 分 块 方 阵 
于 面 5 种 矩阵 都 叫做 初等 分 块 方 阵 : 
9 I, P... 0 Lo 0 
"my NE m =| 0 ME m-l i "na 
LS Saxa L 0 
my Wb om. 


其 中 P,Q A RE PEXSPE . 
类 似 地 可 定义 分 块 阵 的 初等 变换 . 
初等 分 块 方 阵 者 是 可 道 阵 . 
2. 初等 分 块 方 阵 的 性 质 


设 Mw=[ 5] ,其 中 A.D, B.C HIA ALL uL Danas Barns 1x m e 
I? FH H, AE MATER M 的 两 行 , 即 
na - [t > + 


eT Aet 


2 矩阵 的 秩 及 其 等 价 标准 形 - 181 * 


2H H, UE 时 ,相当 于 M ISBS—ITIOX SIE P, EnA AE, E 


PA PB 
mM=| p 
类 似 有 
A B 
H -M = ， 
? QC QD 


3j HH, 7:3 M 相当 于 MS CITACRE S 加 到 第 一 和 | 去 , 即 
Mr -=[4+5C B+ SD). 


类 似 有 有 
Bn 
HsM = [c + RA D RB 
t RARAS TEE ,相当 于 对 M 作 列 变换 . 
3. 用 分 块 阵 的 初等 变换 求 分 块 阵 的 送 
用 分 块 阵 的 初等 变换 可 求 分 块 阵 的 道 . 方法 与 例 1 类 似 . 


W2 &s-[^ O] AR A.D ARH n m TARE R B". 


Baal SE pE DA R 
a[i 0; A^ "n " A^! 0 
0 Di -C I 0 Li -D'CA^" D^ 
那么 
sU y M 
2.3 5B PER) $ 
1. 概念 与 性 质 


(DIRA Rm x n ERER, E A 中 存在 一 个 r 阶 卫 式 涉 等 于 零 , 而 -- 切 r+1 
阶 子 式 ( 如 果 存 在 的 话 ) 都 等 于 零 . 则 称 矩 阵 4 RA r. WA RCA) = 

di 4 = 规定 RCA) -0. 

(2) 秩 是 反映 矩阵 特征 的 一 个 数 , 它 具有 以 下 几 个 性 质 ， 

I? RCAD = RCA) - RCA)" = RCATA) = RIAA"); 

P RUKA) = RCA), EP ke0, 0A RCA) 2 RC- A; 

* RCA x Bc RA) - RCB); 

4 R(A,, sminim,nl; 

5 RA, BOSA mxn nx s Sl, M 

RCA) + RCB) - n RCAB) s minl RCA) , RCB) I; 
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P AxB HREF ERA) = RB); 
TIRA Emx at, P,O 5H m Bir Ej n praia e, h 
RÍA) = R(PA) = R(AQ) = R PAQ); 
R(A), M RC(A)=n 时 ， 
Rafi, 3 REA)= rn- llt, 


0, 3 R(A) « n- 3H]; 
9? RCAGB)-[R(GA-[RCB) s 
Á, 
Pita 7 [annann 
An 


R(A) = Y` RCA): 


it* 设 4 s ORN A 可 逆 的 充 要 条 件 是 R(A) =n. 


2. 矩阵 秩 的 求法 
(1) 如 果 一 个 矩阵 4 , 它 的 任 一 行 从 第 一 个 元 素 起 至 该 行 的 第 一 个 非 零 元 素 


所 在 下 方 多 为 等 ;如 果 该 行 全 为 零 , 则 它 的 下 面 全 为 等 , 则 称 A 为 阶 棋 形 算 阵 . 比 


如 下 面 的 年 阵 都 是 阶梯 形 矩 阵 
Q 1 2 -1 1 
ici pitta 
0009 0 0| Q0 0 3 4 3 | 
0 0 0 0 Q 


(2) 任意 一 个 和 矩阵 经 过 一 系列 初等 行 变换 总 能 变 成 阶梯 形 矩 阵 . 
(3) 阶梯 形 和 矩阵 的 秩 等 于 它 不 为 零 的 行 数 . 


利用 上 壕 事 实 本 求 矩 阵 的 秩 . 
-2 4 2 56 -6 
Bi 3 &a-| 1 -2 -1 0 2| t nc. 
36 4 


3 6 - 
解 OXPAGETTEISEOAEdA B TL E RETE EE, R 

1 -2 -10 2 1 -2 -10 2 
a=] -2 4 26 ek 0 06 ET 
3 -6 -36 4 0 0 06 -2 

1 -2 -10 2 

-| 0 06 -2| 
0 0 00 0 
所 以 R(A) 22. 


例 4 设 4,B 都 是 A 阶 方 阵 ,R(A+ 8B)= R(4- ID s D- [5 $] R 


3 JrERETREGETR 5i FEET 5E - 183 - 


R(D). 
解 ” 对 分 块 阵 进 行 初等 变换 . 
因为 RIA + B)- R(A- B)sn, PIC A + B 54A- BERRAR. WA 


»-[5 a “ls alle aal 
~le 455] 


所 以 
RI[D)- RID + RIA- BY}=n+n=2n, 
3. 矩阵 的 等 价 标准 形 
UA Emx n ERE, MIFE m RIE P 5 n BpRI SEE g, fis 
Lo 
PAQ - |. AE 
其 中 r= RGO. Ex& tty ERE A 的 等 价 标准 形 . 


3 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


3.1 HK 2 


1. 特征 值 
设 4 ESF Ln 阶 方 阵 , 称 A -AHA 的 特征 矩阵 , 称 | 47-.4| 为 4 的 特 
征 多 项 式 |a- Al =0 在 正中 的 要 都 称 为 4 的 特征 值 或 特征 报 . 
E 是 复数 域 , 则 4 一 定 有 ma 个 特征 值 . 若 FERIR, AREA n tHE 
值 . 
2. 特征 向 量 
(1) 设 A, 是 A 的 一 个 特征 值 , 线 性 方程 组 (40 - AD v - OR AESERE EROS A iE 
于 特征 值 X40 的 特征 向 量 . 


-2 1 1 

eg sop A =| 0 2 o| totis ttti 
-4 1 3 
A+2 -1 -1 

$8 l|lu-Al|l-|o0 a-2 0 i-(A«41X24-2Y. 
4 -1 -3 


所 以 4 的 3 个 特征 值 为 属 = -1Az= 23372. 
H=- hii- DI-A) 20,18 ERI R 
a, -[10 1]*, 
因此 A 属于 特征 值 M = -1 的 全 部 特征 向 量 为 lw ,其 中 为 任意 非 零 常数 . 


，184 * tham 矩阵 论 
"M A-2Hj,H (24 A) x =0, 得 基础 解 系 
&;-[0 1 -1]", a,-[t 90 4J', 

因此 4 属于 特征 值 =2 的 全 部 特征 向 量 为 maz 1e, Hn! mud Bp XE dS 
任意 非 零 常数 . 

3. 相似 和 矩阵 

(D 设 A,B 都 是 r KAE, FEIE T. {E B= T'AT, WR A 5i B 为 相 
1038 PE A A ~ B. 

(2) 相似 是 一 种 等 价 关系 , 即 

lA-A; 

7 13:5A-B,B-C,WA-C; 

$4 A-B,W B-A, 


. A] 0 A 0 
oun gl lg g] #4 AB- BW D,- D 
(4) gr A - B.g( x) He E SE EE, LH gA) -~ gCB). 


3.2 REESE EAER 


1. 特征 值 的 性 质 

(D 设 4~ 吾 , 则 4 与 下 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 有 由 间 的 特征 值 ， 

(2) 设 A Rn 阶 方 阵 , 则 A ~ 4 从 而 它们 有 相同 的 特征 值 . 

(3) 说 和 aa 是 a 防 方 阵 和 =iog] 的 全 部 特征 值 , 则 

PA, 6Àics +À Tat n+ bu 

P IAL= AAA 

3 A n REBSSESESR FED A pAn 都 不 为 零 ， 

X eg(xHEHRE SEDE EEA ARERIA AD EC AD. nig). 

5 当 4 n LU A -! 的 n PRERA T ，… ， 

6 M RCA) = n 时 ,4 的 全 部 特征 值 为 1A us M 

当 员 4)=pn-1 时 ,4* 的 全 部 特征 值 为 4 + Apoc A4,0, 7,0, HB A 
为 141 的 代数 余子 式 ， 

当 只 (47<na-1 时 ,4 的 全 部 特征 值 为 0,…,0. 

TRA Emx nPE, B nx mIRE, H. man, lt] 

IAF- ABI = A"7^lÀI - BAI, 


这 就 是 说 AB 与 BA 有 相同 的 非 零 特征 值 . 
aibi a,b. ub a4 b, 

82 Gp. "bh eb “|, 求 万 的 全 部 特征 值 . 
abi; ab, cro a, 
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8 ”因为 五 = 4 好 ,其 中 
A'=[a ay" gl, Balb bye 5]. 
那么 
lAl- Di z lAF- ABI =å" IAF- BAI 
= A^ [A - (abit aba eon + a4b,)]. 


PREL D 885-4 SUFEOEIB 
A= m Ag- 70, 
Ana = a,b t a9 bo n + abn. 
2. 矩阵 特征 值 的 估计 
(D 盖 氏 圆 设 A=[Lay] 是 n 阶 复方 阵 , 称 
DLA) = {z| lz- ate RoR = D) lagi} G 42 
为 AHP: TZR EHE i Gersehgorin)) BH 
(2) MAEI 设 4 为 n 阶 复方 阵 ,为 4 的 任 -特征 值 , 则 A € Ù DCA), 
其 中 DIAS A 的 第 i 个 盖 氏 图 . 
这 就 是 说 ,每 一 特征 值 必 位 于 这 n TARMA . 
(3) 圆 盘 定理 2 BE 4 的 盖 氏 圆 中 ,有 s 个 盖 氏 圆 盘 组 成 一 个 连通 域 , 且 与 
RE n- :个 圆 盘 隔 开 , 则 在 此 连通 域 中 怡 有 T ABI IE. 
(4) E iEn MEDRA 的 = 个 特征 值 为 1 , 称 
plA) = mall Al, FA lhes PAR H 
为 4 的 谱 半 径 ， 


(5) o(A) < maf > | ej TERT 


PLA) « max 27 1 ay I) = e. 


其 中 å = [ a5] oxen T 为 列 和 范 数 ， C2 为 行 和 范 数 . 
1 0t 02 0.3 
09.53。 和 2 |, 未 二 的 所 有 盖 氏 加 列 和 范 数 与 行 和 苑 
0.2 0.3 0.1 -4 
数 , 并 估计 特征 值 的 分 布 ,以 及 谱 半 径 的 上 界 . 
解 ” 因 为 
DCA) 2 ixl Iz- 100.61, D;(AD) dz] 12 -3E sc0.8l, 
D,(A) - lzllz 10 gi.8l, D4CAD ial iz e Ab 0.61. 
所 以 £25,606; 2 4.6. 
由 于 DO0DS DICAM T TEAR, ARERR MARA A 的 2 个 特征 
Ë. E DIAS 一 (4) 中 各 有 4 的 1 个 特征 值 . 
谱 半 径 oCAD «4.6. 


pls 设 A= 
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3. 特征 向 量 的 性 质 
(1) 不 同 特征 值 的 相应 特征 向 量 是 线性 无 关 的 . 
(2) n ErJr E A 相似 于 对 角 阵 的 充分 必要 条 件 是 它 有 个 线性 无 关 的 特征 向 
Nu " E FETE PJ M RE T= La, [7 a, ] t5 T^ AT = diag[ À, A rU ] ,那么 Åp Às. 
tAn EA 的 全 部 特征 了 向量 ， T 的 列 向 量 n, 05,7 sUn HAHET A, sAn An 的 特 
征 向 量 . 
(3) Æ A E n 阶 实 对 称 阵 , 则 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 是 彼此 正 交 的 (从 而 也 是 
线性 无 关 的 )， 
(4) 设 io Æ n BARFA 的 任 一 特征 值 , 则 
K= iac P! | Aa = ho 
构成 数 域 P 上 线性 空间 , 称 为 特征 子 空间 .有 
dimW = n - ROI- A), 
并 称 dimV, 为 特征 值 Ao B3 JURECRE . 而 且 几 何 重 数 不 超 过 特征 值 AS 的 代数 重 数 
(特征 根 的 重 数 ). 
2 1 
) * 


例 4 设 4= 求 4 的 特征 值 , 并 指出 它 的 几何 重 数 与 代数 


25s 
BA. 
解 Ja-Al-0-2", ika A, =2. 即 特征 值 2 的 代数 重 数 为 4. 但 


0 ! 
0 ^. 
21- A= SoQp RQOI-A)-a-|, 
o 


dim, = n- R(I-A)2n-(n-Dzl. 
因此 特征 秆 2 的 几何 重 数 为 1. 


4 复方 阵 的 相似 标准 形 


4.1 特征 矩阵 的 标准 形 


1. 初等 变换 

i A En 阶 方 阵 , 特 征 和 矩阵 并 -A 的 初等 变换 是 指 下 面 3 种 之 一 : 

I? 交 罚 两 行 (或 列 )，; 

r 用 非 零 常数 上 RAIRA): 

r 把 第 ; 行 (或 列 ) 的 pf 倍加 到 第 ifr X PD EE LEUR o()0 a WER 
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x. 
2. S £r 
TFÜEBRE M - A 经 过 若干 次 初等 变 挽 得 到 新 短 阵 BCA), 则 称 Af - ABO). 
3. 史密斯 标准 形 
i A fn Br PEE, Bj 
di(A) 
Al- A~ d) . | (4-1) 
^ d) 


其 中 d(Ai2 1,2,…,n) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 且 

dA) | dis (A) Ci=1,2, - D. 
称 (4-1} 式 右 端 为 4f - 4 的 史密斯 标准 形 , 并 称 dí O0. d.C. d (A) AE- A 
的 不 变 因 子 . 


3 0 8 
£85 1 na| 3 -1 DEZE A 的 标准 形 与 不 变 因 子 . 
-2 9 


À-3 
8 al-A- DEG in 3 [ 1 in i-i] 


A+5 A+5 
+ -1 m a-i 
" Ze 3A 43 
i 0 M 
NE a» Dà- 3) A-4- 的 加 atl $040 
3 
0 A+l 2(4*0] lo QarDa-3) 12- 和 -5 


1 0 D 
-fo à+l 0 | -soy 
0 0 Qrtrly 
则 BA AF - A BURREREERHETE EEEPIREBSIH Y 1,4 € QA e 0. 
4. 蝶 阵 相似 的 条 忻 
R A,B ER nyA. 那么 
ie4… 号 的 充分 必要 条 件 是 好- AAT B: 
TPA- B 的 充分 必要 茶 件 是 Xf -4 与 对 -号 有 相同 的 不 变 因 子 . 


4.2 方 阵 的 约 当 标准 形 


1. H3AF 
(1) S A Rn 阶 方 阵 ,AI — 4 的 不 变 因子 为 上 01) 由 (直人 1) ERP 
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次 数 大 于 堆 的 d@01) 分 解 为 开 不 相同 的 一 次 因 式 的 方 竺 的 乘积 ,所 有 这 些 一 次 因 
式 的 方 曙 {相同 的 必须 按 出 现 次 数 计算 ), 称 为 4 的 初等 因子 . 

(D) 4 ~ 加 的 充 要 条 件 是 4 与 8 有 相同 的 初等 因子 ( 若 不 计 它 们 顺序 )、 

2. 约 当 标准 形 

(0) 的 当 块 称 


ü 


为 约 当 块 . 则 


1 
2 7 | | 
(à - a)" 


PA- Jo 的 不 变 因 于 汶 1,7, 1, (A 7 02" 1 
P Js 的 初等 因子 为 (4 — a)". 

(2) 约 当 型 矩阵 . 

I? 称 准 对 第 阵 


为 的 当 型 矩阵 ,其 中 (i = 1,2,…, BE ni x n; 的 约 当 块 . 

?JIISESEFXGO-A0^,O - ADS, 7, CAD KP Ail, es) 
为 约 当 块 无 的 对 角 元 . 

(3) 约 当 标准 形 . 

任何 a MAHE A 都 相似 于 一 个 药 当 型 矩阵 , 且 在 不 计 约 当 妃 顺序 的 意义 下 
是 唯一 的 . 

这 就 是 方 阵 梢 似 标准 形 . HD AEC ,存在 n 阶 可 逆 阵 下 ,使 T AT = 了 ,其 
中 了 为 约 当 型 矩阵 . 并 称 了 为 4 的 约 当 标准 形 . 


172 0 -25 
f 2 ga-|[o 3 o| , 求 4 的 约 当 标准 形 及 相 则 的 变换 矩阵 子 . 
9 0 -13 
NOB 


A-7 Ô 25 站 十 名 0 23 
u-4 «| 0 À-3 0 -| Ü À -3 0 
-9 0  A-«13 A+4 Ò A*13 


5 方 阵 相似 于 对 角 阵 的 条 件 * [89 * 


4 0 -à+ ! 0 -六 +3 
-| o 13 9 |- 0 -3 0 


A-4 Ò A «13 


1 0 
-| À-3 0 l^ 1 |. 
(1-27 (A-3MA-2Y 


0 0 
所 以 A 的 初等 因子 为 1 —3, (A -2 六 .因此 A 的 约 当 标准 形 为 
300 
/| 2 |. 
002 


Ak T.U T-[XS.X,XJ.Bm T ''AT- J,852, AL X,,X,, X,]- [. X4. X,, 
X, JJ, Fr 
AX,-3X,, AX,-2X,  AX,- X,*2X, 
分 别 解 齐 次 线性 方程 组 
(31-A)X,-0, (2I- A)X,-0 
得 X,-[0 10], X; [5 0 3] E X; CA 
I- A) X,- - X,, 
解 得 X,-2[2 0 1]', 故 所 求 变换 矩阵 为 


5 方 阵 相 似 于 对 角 阵 的 条 件 


5.] 最 小 多 项 式 


1. 概念 

(OD) 零 化 多 项 式 设 & 是 方 阵 , 若 存 在 数 域 DEI Sax), 使 8(4) = 6, Dj 
FE g( 3004 A 为 根 , 并 称 eE A 的 一 个 零 化 专项 式 . 

(2) 最 小 多项式 BA EDE EHU Aa 为 模 的 密 项 式 中 ,次 数 最 低 的 首 项 系 
数 为 1 的 宪 项 式 , 称 为 4 的 最 小 多 项 式 . 

2. 性 质 

(1) ME- BEREE UA En 阶 方 阵 , 令 A=- AIM CA) - 0. BI 
Fu) 是 4 的 一 个 零 化 客 项 式 . 

(2) X A JEn 阶 方 阵 ,着 gz) 是 4 的 最 小 多 项 式 ,&kzr) 是 4 BERETA, 
则 eCx) HTUDEER g(x). 
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(3) 相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 

(4) 存在 唯一 性 定理 i A Enk, d (30, dA), d CAM AIL - A FB 
MERT, pir) Æ A 的 最 小 多 项 式 , 则 

IPe(A)2 dhi); 

P lAF-Alzd()di(A) -dCA) JA p O RRE SMAA: 

T RESTA- 41 与 最 小 多 项 式 d,(XA) 有 相同 的 根 集 ,它们 的 根 仅 只 可 
能 是 重 数 趟 同 . 

(5) Bt A 为 准 对 角 阵 ,部 


B, 
B 
| o ， 
B 


J 


e(AYN A 的 最 小 多 项 式 ,g(A4)(i=1,2,…,s) 为 BB 的 最 小 多 项 式 . 则 
eG) 2[gQO)0 O2 … O2]. 
其 中 [g(aA》 maA) … gom ETT ERE . 
2. 求法 


2 10 

pi &a-| -4 -2 o| ies, 

2 10 

E TUK 好 -4 北 为 史密斯 标准 形 , 求 量 后 一 个 不 变 因子 d4 GO BRI. .也 

可 先 求 出 A 的 特征 多 项 式 
lAa- Al=à?. 

设 p(4) 是 A 的 最 小 多 项 式 ,由 于 p(4) 是 i 的 因 式 ,从 而 只 有 3 种 可 能 , 即 A,A, 
)3 ,经 验算 知 A? =0. 因此 (A) = 12. 


5.2 复方 阵 相似 于 对 角 阵 的 条 件 


1. 充 要 条 件 

(1) 方 阵 A 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 4 的 初等 因子 都 是 一 次 式 . 

(2) 方 阵 A 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 它 的 最 小 多 项 式 无 重 根 ， 

(3) 方 阵 A 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 它 的 每 一 个 特征 值 的 几何 重 数 都 等 于 
它 的 代数 重 数 ， 

(4) n 阶 方 阵 4 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 它 有 * 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

2. 充分 条 性 

下 面 两 个 条 件 具 有 广泛 的 应 用 : 

(1) iE gn TZ EE A 的 零 化 多 项 式 , 若 gf(4) 无 重 根 , 则 A ~ dig A A2… 
hj] ,其 中 eta 20012 13,2, 77. n). 

H2 daAEDALEERAGNRA'-AI-9.üEBH A 相似 于 对 角 阵 . 
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证 DS lAs A cL A 的 堆 化 多 项 式 ,又 g(4) 无 重 根 .所 以 4 相似 
于 对 角 阵 diag[ A, Aze AL]. X. 
à-12s(A-DG? cA D. 
因此 A 的 特征 报 都 是 eA) IHR Mm 


u= Hali (k-1,2,*7, n). 


(2) ib A 是 正规 方 阵 , 即 AA = ATA, DIA 相似 于 对 角 阵 . 


5.3 “- 些 常见 的 相似 于 对 角 阵 的 矩阵 


1. MHE 
(I) Zi A! =A, WE A HERH. 
(2) FAP A 相似 于 对 角 阵 
[^ Ju 
0 0 


其 中 = RA). 
2. WAE 
(1) 车 存在 自然数 m, t A" = 了, 则 称 A NRE. 
(2) EZ EEAEOUT- X BEBE diag[ A, A277 A1, Kr A" 211 1,2, 7.0). 
3. 本 矩阵 
(1) 若 447= ATA - 2, BR 4 HAER. 
(2) 西 矩阵 相似 于 对 角 阵 diagL A, Are 和 1], 其 中 41 S 1(i8 1,2,…,n) 
(3) EAER 4 AEZ, B 447= 474 =}. 
(4) 正 交 阵 相似 于 对 角 阵 , 正 交 阵 的 特征 值 的 模 等 于 1. 
4. ERE 
(1) 每 行 每 列 只 有 一 个 1 ,其余 元 京 均 为 0 的 n 罚 方 泗 , 称 为 置换 阵 ， 
(2) 置换 阵 是 突 双 阵 , 从 而 量 换 阵 相 拟 于 对 角 阵 ,其 特征 值 是 单位 根 . 
5. 循环 阵 
(D 形 如 下 面 的 方 阵 


dt 1 
A S, -| 20 uk s -3 s -了 
a, t  d3 T -1 fto 


称 为 循环 阵 . 
(2) 循环 阵 A 相似 于 对 前 阵 
diagf 1) Kwh ^ Aai] 


其 中 w= cos ^ + i sin T f(x) = ao QI 
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6. FIXE B { Hadamaxd) 4B PF 

(D i$ H =f al n IRE, RP a; -13X 105,77 05,2, 02, B HH - 
ni, M H REUS SBEE. 

(2) PA BIRRE TIARE. 

7. IRSE (Hermite) 4 RE 

(1) 若 47= A, MPR A 为 埃 尔 米 特 矩阵 . 

实 埃 尔 米 特 矩阵 就 是 实 对 称 阵 . 

(2) 埃 尔 米 特 阵 相 似 于 对 角 阵 diagL A, Are AL], HP Aine A 均 为 实数 ， 

(3) 设 A 为 实 对 称 阵 , 则 存在 正 交 中 P, 使 

P'AP = P'AP = diagl Aj Ay Aal, 

其 中 4,42,… ,hn 均 为 实数 . 

8. 后 埃 尔 米 特 阵 

(D 车 4T= - A, MP 4 为 反 埃 尔 米 特 阵 . 

实 反 埃 尔 米 特 阵 就 是 实 反对 称 阵 . 

(2) 反 埃 尔 米 特 阵 (或 实 反 对 称 阵 ) 都 相似 于 对 角 阵 . 


6 广义 刻 算 阵 


6.1 X3) Xi 


LEX 

iA nxm HER, GE mx n BER IË AXA -A nor Ries XAA 
B9— RE XLI ARMA. 

令 ALLET A 的 减 号 逆 全 体 所 成 之 集 ， 

2. 存在 性 

5 AI Qux 

(1) 34 A -0,,, HT, NI A1] 2 C777. 

(2) 44 R(A) 2 r» 0f UE A 的 等 价 标准 形 为 

L9 
PAQ - | 。 ol' 

HP A Rmx n BRF, P 是 m 阶 可 道 阵 , 旭 是 阶 可 道 阵 , 则 


Ante lo[ 7 ] Pl contr 
BUCHT RL 4 一般 是 无 限 集 , 它 的 元 素 常 记 为 &- A LA e 
: 1 -12 
ei &Ra-[ y loann 


6 Tuwe ， 和 933 * 
解 在 4 的 右 方 与 下 方 各 拼 一 个 单位 阵 , 用 来 记录 所 作 的 行 初等 变 搞 5 9I 
等 弯 换 . 再 将 A 化 成 标准 彤 ,得 


1 -l 2:10 LO 0.10 
AiL 2 2 3:0 1 2.4, -1:0.1 
MEME i O0 Oi =| t ! -2: 
0 1 0: 01 0: 
0 0 1 00 1 
1 0 0.1.0 I 0 0.1 0 
0 -i1;9.1 0 ~I 0:0 i 
=| -3 -7 -2: | -3 -2 -7 
0 1 0: 0 0 1 
2 4 1 2 1 4 
1 0 0:1 0 
90 1 0:0 -1 
一 | -3 -2 -7: 
0 0 1: 
2 1 4 '! 


T 


那么 PAQ-[H 0]. 
1 0 
an= fef c i |e) sgena. 

3. 性 质 

(1) ALTE 为 单元 来 集 的 充 要 条 件 是 A 为 方 阵 , ITAL 0. HEB] Alti = 
fA-'|, 

(D ROAYE RIAC}. 

(3) R(AAT)= R A A) - RIA). 


6.2 ASI X 


1. EX. 

WA Emx n AER, ETE n x m REWE 
l^ AXA- A; 

^? XAX- X; 

3 (AX)! - AX; 

P (XA) = XA. 
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WFE 为 4 的 一 个 加 号 广 沁 逆 , 或 币 尔 - 豆 风 斯 (Moore-Penrose} 道 ,简称 加 号 道 , 记 
为 起 + .由 上 [有 

AA'A2A, A*'AA*- A^, (AA) - AA^, (A'A) - A* A. 

A C ATI ,从 而 其 有 了 减 导 道 的 一 切 性 质 . 

2. 存在 唯一 性 

(1) 若 和 的 加 号 道 存 在 , 则 一 定 唯 一 ， 

(2) 9* -0. 

(3) B A nx m RE, RCA) r2 0, Ut 4 的 满 秩 分 解 ( 见 7 章 ) 为 4 = PO, 
其 中 POTH n xr 与 rx mIBPE,Hr- ROP) = RCOD. W 

A* = Q(QTQ)- (PP)! PF. 
t -1 ] 
2 -2 0 
-1 1 1] 
l -1 -1 
解 ” 仿 例 1 的 方法 ,可 求 得 可 首 和 矩阵 P, 与 Qi. ib 


H2 A= SR At. 


A 0 
Pap -| eo ol 
其 中 RC) z2, 
1 0 00 
1 |I -1 t 
P= t -7 99 o-|。 0 ] 
-1 1 1 9 0 i| 0 
0 i| d 
ii A= 一， a 9| 9 = PO 
-i f, -l 
其 中 pap '| | eino g 
所 以 
2 3 -I i 
A «auro GEE] 8 2 6 -6|. 
-2 -3 t 1 
3. 性 质 


(D CA* = 

(2) (AD* 2 (A* 25 

(3) A* x (ATA) A"; 
(4) A* = AT(LAAD * ; 

(5) RC A) = RCA* 9; 

(6) (AG B)* -A'B'. 
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6.3 线性 方程 组 的 通 解 公式 


(1) B A RE m x n SOBBE S 后) 为 齐 次 线性 方程 纪 的 解 空 间 , DU 
NiAY= tf(I- A* A)u! u C R^*! h. 
(2) 设 A Em x n SOBRE, HERRERA AX = 8 有 和 解 ,并 设 其 解 集 为 
M, w 
M-ÍA* B« (I- A^ A)»uiu€R^*!], 
由 此 可 见 M 是 单元 素 集 ( 即 AX = B GE ÉS.M-[A* BOBIERS TER 
R(A)- n,EE I- A* A. 
(3) 设 A,B 4 8I m x n is x XEPF, SR AXB = 979 JE ÓB ES PEL 
NCA, B) Og BRE T8] , 则 
N(A,B)-|1Y- A* AYBB' |YCR^" "i. 
(4) 设 AXB = 也 是 非 齐 次 矩阵 方程 ,其 解 集 为 M Ln) 
I? M x Qn I x Itié AA* DB! B-Di 
r H MEO SR 
MsÍA*DB' -Y- A AYBB'VYC R^**). 


7 矩阵 的 分 解 


甜 阵 的 分 解 是 指 将 一 个 已 知 矩 阵 表示 成 若干 个 特殊 上 宇 阵 的 积 或 和 . 
7.1 分 解 为 积 的 情况 


1. 满 秩 分 解 

A nx máBEE,RCA) =r, W A- BC, HPB, CHA axr Brx mif 
阵 , 且 RCB)= RCOO zr. 

2. 极 分 解 

it 起 是 BETA, A A = BCO A = CB), EFRR BOE n 阶 正定 
FE,COX CDE n MEXR. 

3. OR 分解 

it A Ra 阶 实 可 道 阵 , 则 有 = BC, 其 中 B 是 Br ERELC 为 主 对 角 元 全 为 
正 的 上 三 角 阵 . 

4. AME (Cholesky] 分 解 ( 双 三 角 分 解 ) 

it A En MEER, N 4 = B18, AF B 为 主 对 角 : 亏 全 为 正 的 上 三 角 阵 . 

5, ZW Yo) ARR HRH) 

设 A 是 rn MADE, R] A -8C HSB-CB,C-C,HB,C'PETH—T 
fé n] i f, 
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6. LR 分 解 

设 4 的 各 阶 顺序 主子 式 都 不 等 于 0, 别 4 = BC, 其 中 B 为 主 对 角 元 全 是 1 的 
FAAEE, CHEAPER. 

7. LDR 分解 

设 4 的 各 阶 顺 序 主子 式 都 不 等 于 0, 则 4 = BDC, Hil B 为 主 对 角 元 全 是 1 
Eg ^ —fAEPBE.C 为 主 对 角 元 全 是 上 的 上 三 间 矩 阵 , 吕 ARR. 

8. 奇异 值 分 解 

Bb A 为 nx m SOBEE, RCA) =r. M A = BDC, EF B, CRRA n RE m E 
正 交 阵 ， 

D = H ol , Hc diag[ di d: dj] 


而 die A Cisl 2er) Amaat aA, > 0 EER 474 MERRE ORI AE 
5B). 


7.2. 分 解 为 和 的 情况 


1. 谱 分 解 
设 。 阶 方 阵 4 相似 于 对 角 阵 , 则 A = DAA HEP A An 为 4 的 全 部 特 


WE ERAR), A; = eB; = 1,2, 00, E a; DA T REGE (BLA, 的 特征 向 基 . 
B, KATAT Ali = 2, n) 的 特征 向 量 . 

2. 对 称 与 反对 称 分 解 

it A Rn BAE, M A- B C, HP BEHE, C 是 反对 称 阵 . 

3. E9834 882) 

Bt AEn KEFE. A= B+C Hr BIJIMDUFSTREC.C 为 突 零 阵 ( 即 存在 
mE N, fii C =0), H BC- CB. 


8 和 矩阵 的 范 数 


8.1 向 量 的 范 数 


1. 定 党 
i V EROR R 的 线性 空间 BST c: VRF: 
a(x) = lxi, wvx€V, 
如 果 满 足 
e 非 负 性 vxe rA xl zo; 4 EI I xl =0 的 充 要 条 件 是 x -0. 


8 JEER S 
r FKH Ixl =ils, y kERxEr. 
PARR d xeylslxlelisl.vx.»€Y. 
则 称 实数 | x H 为 向 量 x 的 范 数 . 


2. 性 质 

i li x ll 是 线性 空间 了 的 向 量 范 数 , 则 
flxli2l-xl.vx€v: 

2i xli-H»lizix-yl.vx.x€V. 


3. 几 种 重要 的 向 量 范 数 
i$ v-R"- Tx ra 有 


te 1- 范 数 ;xl = 5 xd ， 
izl 


it L 
2 2- 范 数 : lx 12 2 CI] 1, 12), 
izl 


3 o- 范 数 :| xi = max | s i; 


z 1 
£p 范 数 :|x 是， = ( >) 1x1)? RP p RARE. 


4. 向 量 范 数 之 间 关系 
B v-R. x 有。 和 上 | x 上 ;为 任意 两 种 向 量 范 数 . 则 存在 正 数 ese, 


€l x es lxl ,edxll;. 


8.2 ”矩阵 的 范 数 


LEX 

设 C"** 为 一 切 mx n 矩阵 ,车 映射 vc:Cn* “一 及 如 下 : 

a(4) = lAl, 

满足 

le 非 负 性 lAl SO MEX AI 208 A0. 

P 齐 次 性 I kAT 1I LA 上 ,为 任意 复数 . 

3 三 角 不 等 式 BA«Bl«lAI I 21. 

t 矩阵 乘法 相 容 性 ABI LATI B IL Xe ALB RR 
则 称 实数 d A | IERE A 的 范 数 . 

2. 几 种 重要 的 矩阵 范 数 

iE A = [a] EC” A 


i^ 列 和 范 数 : || A ll, = max( > | ag 1}; 
2 REC LA Lo = maxCACATAD2 2, 
其 中 A" = AT ACATAD 表示 矩阵 AUA 的 第 j 个 特征 值 . 


197 > 


,使 
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» 行 和 范 数 :1 41 。- max( X) 1 a1); 
4e IRP TE BI Frobenius) BM LA e = (XD I a 站 二 
3. 矩阵 范 数 之 间 关 系 


设 14i1 141s 是 任意 两 种 矩阵 范 数 , 则 存在 两 个 正 数 cc tE 
atalas 41oescz 上 ae 


8.3 ERER EIZ 


1. E X, 
设 ACC^*^,31,,2,,"7,A, 是 4 的 全 部 特征 值 , 称 


g( A) = max CI Ai 1) 


^ A RREH. 


2. 性 质 
(OD pC A) ll A Il ,其 中 41 是 4 的 任意 一 种 范 数 . 


(2) 设 A 是 正规 矩阵 ( 即 4T4 = A AT) , 则 
ptA) = ll AM, 


Hp | a l 是 谱 范 数 . 
9 和 矩阵 的 极限 .微分 与 积分 


9.1 和 抵 阵 的 极限 


1. EX 
设 年 阵 序列 | 4。 ,其 中 ALS [a JEC", SUR UE 
lima = aj; (i= L2, mij = 2,78), 


MERER RAAR A = ay JE C", iM lim A, = A. JESEABPERERI | A, | Tic 


伍 的 .否则 称 矩 阵 序列 |4,| 是 发 散 的 . 
例 1 判断 下 面 算 阵 序列 的 敛 散 性 ; 
i 4, L 
D a| n 2 «| . nashe 
5 


z 
| 2m 3. 1]. n-2l,2,'- 


9 3pPERMRER .微分 写 积分 * 199 - 


& im4,=[, 了 


l+i 


O 由 于 各 和 二 | = ,因此 给 阵 序列 15,1 是 发 数 的 . 

2. 性 质 

C) 收 敏 的 第 阵 序 列 的 极限 是 唯一 的 ， 

(2) lim A, = A FJJEXEKTEXÉ lim ll A, - A [| 20, EPERRA,- A LOS 
[Ep -种 范 数 . 

(3) 设 lim A, = A, lim B, = B UM 

lim (kA, + iB.)= kA « IB, 
Hop k, HR. 

(4) id A,,B,C C"""(nz 1,2,:), H lim A, = A, lim B, 一 B. 

lim A,B, = AB. 

(5) È P,Q, A C C"* "(nz 1,2,7), lim A, = A, IW lim CPA,Q) = PAQ. 

(6) i£ lim A, - A, H A,A (n= L2," EA W lim Ag’ = AT! 

(7) lim A^ =0 的 充 要 条 件 是 (4)<1, 其 中 pft4) 为 二 的 谱 半 径 . 


9.2. Opp SCA 


1， 函 数 和 矩阵 的 极限 与 连续 

(1) 函数 矩阵 ”mx n SBER AQ) = [eskz)j 称 为 函数 矩阵 ,其 中 aj(x) 是 定义 
fp e bj EB SCIS EC = 1,2, ,myj= 了) 

(2) 极限 i Atx) = [tx 是 定义 在 [ae， b] ER mx eg E ET, p fg X 
Elab] A 


lim ajx) = ag i - 1,2,*, mij 三 1,2,-,8), 


则 称 ACx)fE * = xo AARI A - [az] 179 lim ACs) = A. 


sim i AGO =[ n uel ! 
im = [gl 


(3) 连续 E AGO =la] EEEL a. 5] EIS mx n 函数 矩阵 ,如 果 xo 
€[a,5],H 
Jim a(x) z aa xg) (i 2 L2,-,mij = 1.2.-«n), 
A Cx) 三 [ aj xo) J men- 
WIER ACTE x x9 bXREE. TRER A TE x = xy HETOE ER. 
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例如 ,4A{x)=[al{x)》 az(x)], 其 中 
RIEA 
aG) = i x z 0, 
0, x z 0, 
mlx} =l, 
那么 4(x) 在 zx=0 处 不 连续 .因为 
limA Cx) -[11] m A(0 -[01)]. 


2. ESTE PE SH 
(D 定义 W ACQOS [ax HE X EL a, 6] EE m x xn 矩阵, 如果 所 有 元 
aj(x) GE = 2,7 mij e 32,70) 
E x - xg (xo € [a, 5 ]) dE Rf SE, ERR A OEA r= xy HT 588,29 A (xo) = 
[ aj (x9)]. 


例如 . 设 A(z)=[” A 7 Jae ee) 


x*4]l 
; 1 cosx 0 
AG) = [uns 2x ab 
(Q2) 性 质 
I? Atx%x) 是 常数 后 阵 的 充 要 条 人 忻 是 A (x) 20. 
PIRACI) = [aglr laxa BC) S [ bj 2], SERT SE , Bl 
[A(Cx) + Bix] 2 A'Céx) & B(x). 
? [kA (x) J' = kA' Ca) ,其 中 点 为 常数 . 
PRAO, B(x) 分 别 为 定义 在 La,58] 上 的 mx n 53 nox s AHERE, AI 
上 (要 (人 = A'Cx) BGO + Alr) B' Ox). 
但 是 当 A (x )JÉ nx n AAEREN, 
[A?(x)]' e 2A€x) * A Ca), 
而 是 [A x} =A'Cr)Alx)+ ACX) A' (x). 
S S05 AC ,A 7 ' C) RT S LUI 
(A^! GF =- A" GOA'GOA" (9. 
3. eS PSOE RERUR A 
MEL B AGO = LajGO Dass 定义 在 [a,6] LAUR [a G0dsGE = 1. 
2,,mij = 1,2, 7. n) 都 存在 , 则 称 AC) 可 积 , 且 记 为 


J AGO = [f ayca]. 


M 设 A(z)=[” T, 了 RIAA, 


ad 
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I I [I 
| (x - Dar | sinxdx | ^ 
ü ù EN 


| 
" [Acn i | | vosrdr KG + ldx | sds 


1 
-5 1 ~ cosl |1 
sinl EI 5 
(2) 性 质 
$ b 
I [ tàGOds = k| 4(z)dz, 其 中 人 是 常数 ; 


b b b 
» [ (AG) + BGXds = S'A Ceda + ['8G00x. 


10 $BREN ZI E R AR 


10.1 XB PE :K E 
L EX 
(1) 设 有 一 lm Fr EEFEAJ Aqu An Anaa 称 下 面 和 式 
Agt Àj c Áo ton 
为 方 阵 的 级 数 , 记 为 As. 


(2) 设 有 一 个 方 阵 级 数 为 》 4 , 今 
上 == 只 
Sy = PA, (N= 0,1,2，…)， 
ks Ü 


f jim Sy = S 存在 , 则 称 乱 阵 级 数 > A, KJEE S = > A, SM REPERI 


发 散 . 
(3) 设 A, - [of 1, T B, 一 [1 at uuu Ck = 0,1,2,0 A EREM 


3IT-RTL717. XOA, 绝对 收益 
ERT. UU 

(1) EBRAR V A, doc Dc eia BECAS READY BIS 
DURUM A MRE. 


(2) 矩阵 级 数 7 AL 绝对 收敛 的 充 要 条 件 是 TL ALII 收 笋 ,其 中 ALIE E 
任 童 一 种 范 数 ， 


(3) 矩阵 级 数 > A = SRA P,O 5A, 是 同 阶 方 阵 , 则 >》 P44 tka, B 
E-0 上 = 中 


S PAQ = PSQ = PC ADQ. 
k=0 k -h0 


10.2 XBEERERRUE 


1. EX. 
UAR mES7 EE) 


c + cA + AT c eu AT on 
为 矩阵 4 的 震级 数 , 记 为 了 ch", 其 中 e = 0,1,2,…) 为 复数 ， 
2. 性 质 UT 
a) 设 复 变 数 等 级 数 了 cZ 的 收 敏 半径 为 屎 , 方 阵 4 的 谱 半 径 为 p(4) ,那么 


r Ho(A) < Rat, ean 28 ST DOSE. 
r 3450(A) > Rit, Sled" 发 散 . 


- 60.2 0.6 -0.1 » 
Hi Ba = [-o« 0 0.1| ,证 明 5 A^ 绝对 收 敏 . 
0.1 -0.5 0.3 2-0 


证 BD e 的 收 敏 半径 只 = 1. 而 


| Al. 20.9, 
e(A) « lala 20.9« R1. 


因此 9 An 绝对 收敛 ， 


(2) PHSCSCIEBU Pe (z - a)” 的 收敛 半径 为 R, 设 m NAPA 的 全 部 特征 
fl ALAS rS ASIE 
Lia- al< RET, 25e(A -~ ara. 


P 若 存在 某 个 1 Djs al> RUUDISCA - aD* RA. 
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OESELDLOMTES DPEEXIS £080 :2:2-8 阶 方 阵 4， 
> eA" 也 在 整个 复 平面 上 收 化. 
10.3 ^B F& ER E 
1. EX 


i f(z) Yerle Dd ela 20,12, RÉEL EL (AD < R, 


则 定义 
KA) = Sean, 
并 称 CA) 为 矩阵 A 的 函数 . Ut 
2. 一 些 常 用 的 答 阵 函数 
(1) 指数 函数 MFX) 车 在 整个 复 平面 上 收敛 了 er, 因此 定义 


A aA" 
E = n! * 
(2) EXEÉCSGAGEBSR ”由 于 在 整个 复 平面 上 有 


QU! 


sinz = 2 (- D" rin i 


iud 2n 
cosz = ] 4 PE D'E 


因此 定义 矩阵 的 正弦 函数 与 余弦 函数 为 
. = a ATI 
sin4 = 2,0 Gnr pU 


T3 A? 
wsd = F4 >- D)" . 
~ (2a)! 


DETLIILUCLITSE C E 
(€ A) = D I at. (ola) < 0, 


" S — It 一 n 
GAY s pe De Det D A (uA) < 日 
n-l M 


特别 有 
(E AY! 2 PA" (lA) < D. 
220 
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3. 计算 
(1) A 相 岂 于 对 和 角 阵 的 情况 E A Empr, H 
A= P^! diag[ 41,25, A]. 
Wii] f( A) = P^! diagl /(3,9,/(3,) 7 A Am P. 
H2 zale | : 求 oain4 5 cosa. 


解 BAIA -AlIlZA(A-2).8EA A20, 2 R E RE EA 


s]. «L1 


l 
1 — 
4 P-(G e) - à jJ: W P= 1 
0 2? 
0 i J0) - 
所 以 A - P| IE ， KA) Pl PAL E 
e 1 Lol 
ik ed = p p. 2 2 
I 0 g 
sint Q sin? 
sind = P p^! | 2 
| | 0 aim 
1 i 
cos | ——e02- -~ 
cos A = P P--| 2 2 |. 
| acl 0 coa? 
(2) 一 般 情 况 设 4 的 约 当 标准 形 为 
JAD 
i "uL 3 
JC] 
其 中 
à; o! 
à; 1 
"OE E ES {i=1,2,,s)} 
A 1 
À; n X M 
MIH A= PP-A 
f) 
f(A)-P i P 
fI) 


其 中 
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t 1 " 11 n.- 
fA) Í (Aj) 24 (A) (n-D Ht 


| T" 
fs Ü JAR FD UT (n-2M 2( ÀJ 
0 0 0 es En 
0 0 0 Ue nen E 
(i-21,2,,s). 
2 0 0 
H3 &a-|: | ELETE 
1 -1 3 
E 将 4 的 特征 矩阵 417 - A 北 成 史密斯 标准 形 , 得 
l 
u-A«| À-2 |. 
(A -2Y 
则 A 的 初等 因 了 于 为 和 -2,<A - 2X. 从 而 4 的 约 当 标准 形 为 
Ji 
J=-| ,]， 
2 1 
其 中 刀 =[。 中 PUER 
AP = Pj 
0 1 1 0 1 0 
求 得 -| 0 jJ. P| -1 |. 
10 -1 0 1 -1 
An 
[AD Au 
fan - e| "PL 
0 i lp r/(2. O 010 1 0 
"n E FD o | -1 j 
t 0 -1 0 o  fQ2)'0 |» -1 
fO» 0 0 
=| FD) AD- f'» | 


J'E) -f'G)  f'QX)f0) 
lI? HR f(x) ser 时,f(2)  /'Q) 2 e. Bibl 


e& 0 0 
et=|e 0 e|. 
e -ë 2e 


P H4 f(x) = sinx AT, (2) = sin2, /' (2) = cos2, 所 以 
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sind = | cos2 sin? — cos2 coa? 
co? 一 cos2 3in2 + cos2 
3? 14 K( x) 2 cosx ef, /(2) = cos2, /' (2) = — sin2, PRU 


sin2 0 0 | 


cond 0 0 
ewa = | cana cos2 十 sin? — sin2 |. 
一 sin2 sinz což — sin2 


11 非 负 矩阵 与 M 矩阵 


11.1 3E f 5 PE 


1. IESBEE S 3F f 4e PERPE: 
设 A = [a5], B= [ 6, ERROR RE mx n ERE. 
{1) XE a; »0(Ei2 1,2," m;j= 1,2,7, n}, MFK A 为 正 矩阵 . 
(2) E aj;20(i21,2, 7, mijz 1,2, n), IER A AEREN. 
(3) 4 A- Bz0(X A- B»0), 8l BR 及 不 小 于 B( 或 A KT BD,ii7 AB 
(m$ A» B). 

PE ESE 
RACER” AFA nME P, iE 

pip" - | ^" 0 | 

An Api’ 


其 中 AE k MAO Oskan- 1), 则 称 A RTE. 否则 就 称 4 是 不 可 约 矩 
RE. 


显然 正 算 阵 都 是 不 可 约 的 . 

3. JEfa BEER E TR 

(1) [RE (Perron) TER — Vt A T n BEIER, oC AE ESI 
ofd4) 是 4 的 正 特 征 值 ,其 对 应 特征 向 量 为 正 向 量 ; 

r 对 于 4 的 任何 其 他 特征 值 A ,都 有 1A1 < oCAD; 

? p( ) 是 A 的 单 特 征 值 . 

pM. 


则 4 ZEEE, HF 
IAZ- 41=AzA-3)，A=A=0O，AM3=3= pC A), 
则 op(A)J& A 的 单 特征 值 . 且 当 =3 时 ,相应 特征 向 量 为 


11 EMER S M- 惩 阵 - 207 - 


& =[1,1,1}", 
a 是 正 特征 向 基 . 
(2) i$ A, B 都 是 HIERHER, H Az BLU p(4}= 0(B). 
(3) 设 A 基 非 负 和 矩阵 , 则 存在 正和 矩阵 序列 i Bai ,使 


= lim B,. 
(4) Ut A 是 * 阶 非 负 矩阵 , 则 
1* A 存在 非 负 特征 值 -; 
2 对 于 4 的 任意 其 他 特征 值 1 BA Ser 
P 特征 值 r 对 应 非 负 特征 向 量 . 


(5) i3 A En ErdE f ÓBBE, HI A 为 不 可 约 和 矩阵 的 充 鉴 条 件 基 存在 正 整 数 mm< 
n-i dB(I A)" EER. 
220 

例如 , 设 4= n i| esum. 则 


022 


3 2 01? pll 10 2 
a«av-[t a | - [ss AED 
023 


所 以 A 是 不 可 约 的 . 
(6) 设 A EIERE a 是 4 属于 特征 值 o(A) 的 特征 和 丫 量 ,fp 是 A 属于 特征 值 
p(4) 的 特征 向 量 , 则 
lim (p(4) 7 A)" = (fa) "off". 


11.2 M XB 阵 


M JEEN PRA D] n] HIT dE Minkowski) 5B EE . 

1. EX. 

(1) HE A- al - B 7n BrSSBERE,B 0,2 0.ÀE 2. 

PX ompIO),Wgy A $ MIER: 

> E arpl B) IER A AEAF MER. 

(2) A Z'"""-lAz[a;]€ R agt itj ijel Rea t MMR 
UJ n Br MERE ER Moz". 

(3) 设 A-[a;]f& n BrEOBPE SEA. 

LË Ila D lal (i = 1,2,…,n), 则 称 A4 KITISA ODER. 


Td pad» 2 lai (i 1,272) IWE A 为 行 严格 对 角 占 优 算 阵 . 


2. 性 质 
(1) 非 奇 异 本 和 矩 阵 的 每 个 实 特征 值 均 是 正 数 ,从 而 它 的 行列 式 大 于 0. 
(2) 设 a RFS R MER, DEZ" ", H DA. W 
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oh tn b LO p = 


© 的 


LAS D HBIRE.HAxD'z606 

? D 的 每 个 实 特征 值 为 正 数 ; 

P IIPlalA!:>0; 

4 DERES MER. 

(3) 非 奇异 MERASA WE Acz MFE LARE : 

tA JydEZ 5 MIER, 

2^ 存在 非 负 向 其 4 ,使 Aa > 0; 

3 存在 正 向 量 & ,使 Aa > 9; 

中 存在 正 对 角 和 矩阵 呈 , 使 AD 为 严格 对 角 占 优 矩 蜂 , 旦 AD 所 有 主 对 角 元 为 正 


53x BCZ'",.HBzA,DW Biber: 

6 A 的 尾 意 主子 阵 的 每 个 实 特征 值 为 正 数 ; 

T? A 的 所 有 主子 式 大 于 0; 

V A 的 所 有 二 阶 (1 和 太志 nn) 主 于 式 之 和 大 于 0; 

9 A 的 每 个 实 特征 值 为 正 数 ; 

IP 存在 非 负 矩阵 了 -' 与 人 ,使 4=P-O 且 op(P 0)<l; 
IA 可 道 且 4 -0， 

(4) M 矩阵 等 价 条 件 ” 设 4EZr*", 则 下 面 几 个 条 件 彼此 等 价 :; 
1° A RE M ABE; 

T Ve»0,A« cl 是 非 奇异 MIER; 

多 4 的 任意 主子 阵 的 每 个 实 特征 值 非 负 ; 

下 的 所 有 主子 式 非 负 ; 

5^ A 的 所 有 (万 上 万) 阶 主 于 式 之 和 为 非 负 数 ; 

仓 生 的 每 个 实 特征 傅 非 负 
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微分 几何 


编 者 PR 
RRA AEE 


H ox 


a|lB eejeIHHMMMMMmMMM MM (211) 2.4 曲面 的 基本 和 公式、 

1 .1 平面 曲线 -av QO1D 2.5 曲面 的 整 林 性质 ta (249) 

1.2 空间 曲线 veevee 01 3 XB tKEEDE onee (251) 

1.3 ERE EHE HERO een (225) 3.1] 波形 上 的 张 量 及 其 

曲面 论 … ee (227) 代数 运算 eene (251) 

2.1 —— 3.2 RME 66666 (254) 

dascaepreaupusamTzeccshbhua vaa (227) 3.3 共 变 微分 与 曲率 张 量 

2.2 曲面 的 第 一 -基本 形式 a (256) 
- (230) 3.4 KEMARA ……… (259) 

2.3 曲面 的 第 一 EKER BECK dk 《62) 


与 各 种 曲率 666 (233) 


s| 高 


微分 几何 是 用 数学 分 析 必 工具 研究 空间 形式 的 一 个 数学 分 支 .经 典 的 微分 几 
何 主要 讨论 三 维 欧 氏 空间 的 昌 线 与 曲面 的 局 部 性 质 . 现 代 的 微分 几何 却 已 发 展 到 
研究 高 维 微分 流 形 ( 包 括 欧 氏 空 间 . 仿 射 空间 与 射影 空间 等 } 中 各 维 子 注 形 ( 包 括 曲 
线 , 各 维 有 曲面 与 超 曲 面 等 ) 的 局 部 与 整体 性 质 . 

微分 几何 几乎 是 与 烙 学 分 析 同 时 诞生 的 . 牛 巾 (Newton+ 和 某 布 尼 兹 (Leibnizy 创 
立 微 积分 的 目的 之 一 就 是 为 了 解决 诸如 曲线 的 切线 , 昌 线 的 长 度 以 及 用 曲线 围 成 
图 形 的 面积 等 几何 问题 . 欧 拉 (Eulen 与 荣 日 (Monge) 对 则 线 与 曲面 的 理论 最 先 作 出 
了 贡献 . 塞 莱 (Semet) 与 弗 雷 内 (Prenet) 完 成 了 曲线 的 局 部 再 论 - 高 斯 (Gauss) 的 内 草 
几何 使 曲面 的 局 部 理论 趋 于 完美 .随后 黎 曼 (Riemanm) 把 内 区 几何 发 展 到 高 维 , 创 
立 了 以 他 的 名 字 命 名 的 几何 学 ,开创 了 微分 几何 的 新 篇 章 . 加 世纪 以 来 整体 微分 
几何 逐渐 发 展 起 来 ,并 与 微分 方程 代数、 拓扑 等 其 他 分 支 相 互 滩 迁 成 为 数学 的 一 
个 重要 分 支 ,加 当 (Cartam) 的 外 微分 形式 与 陈省身 4S.3. Chen) 的 纤维 从 理论 是 这 分 
支 中 具有 里 程 碑 意义 的 工作 。 

微分 几何 在 理论 物理 .引力 理论 .工程 力学 .大 地 测 基 .机 械 传动 等 领域 中 有 着 
广泛 的 应 用 。 


1 曲 线 论 
1.1 平面 曲线 
LLI 平面 曲线 的 方程 .切线 与 法 线 


(D 平面 曲线 方程 AARAA ERRA Ory WEKT Y ER ERRES R E 
中 的 曲线 二 可 用 下 列 方程 表示 |: 


一 般 式 y = f), a-D 
或 
F(x,y) = 0. (1-2) 
参数 式 p =at), e FX fal). (1-3) 
y = y(t) 


在 此 对 函数 /, Fix y 都 要 求 具有 -- 定 阶 的 可 微分 性 质 . 
(2) 切线 方程 ” HBÉRCL-1) ~ (1-3) 在 点 上 上 = ipa = xli) = xq, y = yiio 
-= yo 处 的 切线 方程 分 别 为 
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一 般 式 y — Yo = C — x9). (1-4) 
或 
Ela- e Soy - yo) = 0. (1-5) 
r 三 xp C - to), 
Sx (1-6) 


d 
y = yo+ ACE- to). 


其 中 各 式 所 出 现 的 导数 分 别 在 to, a0: Yo 处 取 值 . 
(3) 法 线 方程 ”曲线 (1-1) ~ (1-32 在 点 t ER xg ro 处 的 法 线 方 程 分 别 为 


参数 式 


xo Cy ~ yo) = 0, 


F "ri 
u-(x - x9) 一 FS - yo) = 0. 


RRR Br (1-0 Æ, (2E ZE) (de dr) poat OR ERU E 


AEPLEP 


曲线 的 正则 点 有 唯一 一 条 切线 和 一 条 法 线 .在 曲线 上 不 存在 切线 和 法 线 , 或 有 多 于 
-条 切线 和 法 线 的 点 , 称 为 青 点 ， 
切线 (1-4) ~ (1-6) 的 斜率 让 = tanp{ 其 中 9 为 切线 的 倾角 ) 分 别 为 


.dy | 9x . 
k = Jx 7T 


总 
"a 
e- E- Ie- | 


1.1.2 Fd s ELK 
(1) ŻĘ (1-1) — (1-3) MA is B e MEARS 


"Am 
Ñ 


(x9 29) 


(2) 在 平面 极 坐 标 系 Dog 中 ,曲线 p = o(8) MEA 


EE S 


| 曲线 论 213 ， 


1 二 s(8) — P e 十 (32) ao. 
0 


(3) HIE 5 作为 参数 前 曲线 方程 次 
[^ = x(s), € l 
yay) ` l 
此 曲线 方程 称 为 的 自然 方程 , 狐 长 参数 也 称 为 自然 参数 - 般 参 数 上 为 自然 参数 
的 充分 必要 条 件 是 
dx? dy V? 
(3x) 十 ($2) = l. 


1.1.3 平面 曲线 的 曲率 
(1) 当 点 沿 曲线 C 运动 时 ,其 切线 方向 不 断 变化 ,切线 的 倾角 p EFIK s 的 
A CAO ca C 在 该 点 的 曲率 , 它 刻画 了 曲线 在 这 点 邻 进 的 变 曲 程度 . 曲率 的 计 
de| _ |dy 


算 公 式 为 
- dV xy rl 
"7 ids da? laf * (3) ) - (S vi yp am 
在 (-?) 式 中 用 ”表示 对 参数 1 的 求 导 . 
(2) 通过 已 上 上 引 和 和 另外 两 个 不 同 的 邻近 点 和 5 s WME 61 53 e EXE P to 


时 此 圆 的 极限 位 置 称 为 CEA o 处 的 密切 圆 或 掉 率 圆 . 密 臣 加 的 中 心 称 为 C dU 
nitie. HERRI C 在 点 志 处 的 曲率 半径 , 它 竺 上 这 点 曲率 的 倒数 (于 
关上 时) , 即 R= 小 .曲率 中 心 坐 标 为 
j = Xg- RZ, 
ye = yor RI 


其 中 曲率 半径 为 
Rot a (SESS E = E E. 


Ga 


dy dy 
dy / dx |. dx 
ds ds ^ j| d 
dx EL ($1) 
dx 1 l 


(3) 在 平面 极 坐 标 系 Oo8 中 ,曲率 的 计算 公式 为 
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NETT 
ds * ds | 7 


We (5) 


k = 2 = 


LA) - 022 
3 


ds 


其 中 角 o ECHT 5 ds 5] 56b Ek, H 
«v = of 
1.1.4 平面 曲线 的 基本 定理 


设 ets) PIX Bl [ so, 5.) ECL E IE p Lm o y) 与 单位 向 量 {cosgp， 
singo) 为 已 知 , 则 在 平面 上 存在 唯一 一 条 曲线 C, EA s HARME) 参数 ,以 
"OB AHWR, HE s = s 时 的 切线 沿 刀 知 单位 向 量 的 方向 ,这 就 是 关于 平面 曲线 
的 崔 一 存在 定理 ,也 称 关于 平面 曲线 的 基本 定理 .这 条 曲线 的 方程 为 


t= [esp Cds + g 
: (1-8) 
y= | sing(s)ds + Yos 
加 
eG) = [eGMds + po- (1-9) 
Fy 


例如 ,如 所 知 辆 是 平面 上 的 常 曲率 (fx* = const) 曲线 ,从 (1-9) 式 可 得 pls) = 
rls- so) + po 再 由 (1-8) 式 可 得 到 圆 的 参数 方程 
[ = = Rain[k(s — #0) + qol + xo. 
y = Rcoslæls - so) + pol + yo. 


1.1.5 平面 曲线 族 


对 含有 参数 4 的 方程 
F(x,y,A) = 0, (1-10) 
当 参 数 4 在 某 区 间 上 连续 变化 时 ,给 出 平面 上 的 单 参数 曲线 族 ( GG). 族 (6) 的 包 
络 线 是 与 族 中 每 条 曲线 都 相 切 的 曲线 ,或 是 包含 族 中 每 条 曲线 的 奇 点 的 曲线 D. rh 


方程 (1-10) 对 A 求 导 ,得 
Ce = 6, (1-11) 
从 人 -10) 式 与 (1-11) 式 中 消去 a 得 到 族 的 包 络 线 厂 的 方程 . 
如 果 一 条 曲线 D NCC) 中 每 一 条 曲线 都 相交 于 定 角 a, 则 称 荆 为 族 的 等 角 
轴线 .其 微分 方程 为 
GE oosa - 3, sina Mx + (S£ sina + 5, cosa dy - 0. 


特例 , 当 = El , 即 D 5&8) C, 正 交 或 垂直 时 , 称 D 为 族 的 正 交 轨 线 , 其 方程 为 
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"dy - S-dx = 0, (1-12) 


例如 ,以 坐标 原点 为 国 心 的 同心 圆 族 的 方程 为 
x^. y! — A* = 0. 


WALL = 2,3. = 2y, 从 方程 (1-12) 得 其 正 交 雪线 的 微分 方程 为 


xdy 一 ydy = Ü. 
此 方程 之 解 为 y = kx, 但 这 正 是 通过 坐标 原点 的 直线 族 . 


1.2 空间 曲线 


1.2.1 Han £d d 5 CK 


(1) 在 选取 直角 坐标 系 Oxys B3 Oe ez e, I9) — SE BEC S p] 本 中 的 曲线 忆 可 用 下 
J| PEOR: 
一 般 式 
F(x,y,z) = 0, 
Pe = Ü, {1-13) 
其 中 第 一 ,二 两 个 方程 分 别 表示 空间 的 曲 凋 S, 与 SS. inilti£ C - 5, (1:5; 为 它们 的 交 线 . 
参数 式 
r= rí., 1€ KIXIBD, (1-14) 
r= Íx,y,s}, Pt) = Celt) y (0) zCOD. 
BÉ ,Gx,Y,z 都 要 求 上 共有 一 定 阶 的 可 微分 性 质 . 
在 一 般 式 (1-13) 中 ,满足 矩阵 秩 
nd F F, Hj 22 
6 6 6 
的 点 r Ek Jolie, FRIES Ex zx RE rh TEER TF TER ERR CEE AE XE ER , EE MC ALI 
483R 7738 (1-13). 可 以 改写 为 以 某 个 坐标 (如 *) 为 参数 的 形式 


[rz ri)» zE! 
(2) 在 曲线 c EMAS o XA iB) EK gu 
sss rtd 


= f. G GO) a GA (OY! + (NP, 


AP r dr/di. 
以 弧 长 ; 作为 曲线 方程 的 参数 具有 阴 显 的 几何 意义 ,和 续 方程 
r= r(s) 


称 为 C 的 自然 方程 , * 称 为 自然 参数 . 一 般 参 数 : 为 自然 参数 的 充分 必要 条 件 是 
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[天 1=1， fr€ 4, 


BU r' 是 曲线 的 单位 切 向 量 . 关 于 自然 参数 s 的 求 导 我 们 记 为 "号 , 即 r= dr/d. 
而 对 - - 般 和 参数 上 的 求 导 用 “”” 表 示 . 
(3) 在 E? 中 的 直 前 坐标 系 里 ,时 线 的 红 微 分 平方 为 

ds! = (dr = da? + dy? + dz^i 

而 在 柱 面 誉 标 系 Opa: Hi. RRMA EN 2 
ds? = dp! + p*d9^ + dz^; 

f ER d bk S Opto HL, ARRAREN 

ds? = dp? + psit gdi + pde 
]-x& 3 fb tbi 52 [BL E RE S2 


x = peos, y = Psin z= zi 


E 


x = pcosüsino, y = psingsinp, z = prosp. 
(4) 圆柱 螺 线 ”圆柱 螺 线 是 动 点 在 空间 作 螺 旋 运 动 的 轨迹 .一 个 动 点 在 圆柱 
形 螺丝 钉 的 螺纹 上 运动 时 , 它 一 方面 绕 螺 钉 轴 作 圆周 运动 .女方 面 沿 轴线 方向 移 
动 . 设 动 点 在 上 = 0 时 刻 位 于 虚 {a,0,0)( 见 图 1.1 ,旋转 的 莉 速 度 为 口 , 移 动 的 线束 
度 为 5, 则 图 柱 螺 线 的 参数 方程 为 
r = (acosax , asinwt, ti), 
六 之 < + 的， 
iac = 8,8 = ua, 则 上 述 参数 方程 可 改写 为 
r = (acos, asind, 有) t C [O, + o). 
[BEER I DO PC: 5 ILE a A 
ds =1 r; | d = edf, s= c8, 
3p 
c2 va «.k. 
其 自然 方程 为 


1 r = (acos( A) ,osin( ) 5). (1-15) 


C 3 1.2.2 室 间 曲线 的 基本 三 棱 形 
pr (D) 基本 三 楼 形 ”由 方程 (1-14) 表示 的 
Bl £R EC en (0) 天 和 的 点 称 为 正常 点 ,在 此 点 处 
曲线 有 了 唯一 的 切线 , 由 切线 平行 于 切 向 其 
rF)LWIErr)x "CO . 0 PFLARBAAdER 
2 y 留 点 , 理 则 称 为 逗留 点 . C ES E S 
点 ， 存在 唯 o BM) IE OG dm 3 
z realo BED EO E E ZERA 


BI 1-1 曲线 在 这 点 的 弗 雷 内 标 形 ( 哥 )、 活 动 标 形 或 
基本 三 楼 形 {( 郊 图 1-2), 此 标 形 的 3 个 基本 向 


量 是 x ,有 ,7， 

I? e AC ELO EISE ,通过 点 r 平 
írd a WHA L 称 为 性 在 这 点 的 切 
铸 , 而 通过 点 上 且 重 直 二 er 的 平面 r 
Er C fkxx IP CE) W. 

Boh CERO 主 法 向 量 .通过 点 
YAT BO ESEL ERA CHÓEXX 
Ee MAA r HREH TFE HFE 
称 为 局 在 这 点 的 从 切 { 平 ) 面 . 

y 为 (单位 ) 副 法 向 量 . 通 过 点 r ^. MB m, 
半 行 于 ?的 直线 万 称 为 6 在 这 点 的 副 出 法 线 六 
法 线 , a r A y A Y E i 1-2 
称 为 己任 这 点 的 密切 ( 平 ) m. 

{2) mum 了 个 基本 辣 晶 的 计算 会 上 下 表 L- 所 上 水、 

$ I-l 


LiiR Le 
a bU er, 


切线 La 


Om Wm 区 S 
r k r 
O PMW oiri 
If ht (X er 


lir xr)xri 


PDA DID: 


(3) 基本 直线 方程 3 条 基本 直线 的 方程 如 下 : 

切线 Lip r+ At: 

ERS  LuipB2reAB, A€(-9,« œ) ,pp 为 也 线 上 动 点 径 同 域 ; 
i| i ex Lp = r+ AY, 

(4) 基本 平面 方程 3 个 基本 平面 的 方程 如 下 ; 

法 平面 reip- r) = 0; 

从 切面 rapip- r = 人 0 p A3 bEshexmifeis ht; 

密切 面 mYip-r)bz20. 

例 1 RLI) 中 的 圆柱 螺 线 的 3 个 基 同 重 ， 

解 ”对 自然 方程 {1-15) 关于 s 求 导 , 得 


g-r- ( - asin[ £) „acos $) o) he. 


上 式 再 对 求学 ,得 
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将 上 式 化 为 单位 向 量 , 得 
f= "1 = 一 (cos( 二) ‘sin( 二 .0 
最 后 计算 副 法 向 量 , 得 


¥ = axf-= (- 5sin[ $), 一 boos( 三 ) ,a) fe- 
52 求 三 次 挠 曲线 
rot) = (at, bi?, ct?) 
的 了 条 基本 直线 与 3 个 基本 和 平面. 
解 Hr) = Cor bU e) 关于 上 求 导 ,得 
”= (a,2bt ,3ci), "rz (0,25 ,6ct), 
rox P = (6b), - 6act,2ab), 
(r x xr s(-2a(98 8 + 29), - 2b(9c8i* — a), 6c (257) + a?)). 
3 条 基本 直线 方程 为 
L: x-a y - bÜ - EN 
a 2bt 3er" 
x - at y- be zon 
Is: Auch 4 28) ^ DOCE - a) ^ - 6a (2b + al) 
x — at -b za 
dcr Er ii 


t5 ^ = ad?  2ab ' 
3 个 基本 平面 方程 为 
m,: G(x — a) + 2bi( y — b) e 3e" (z - c?) = 0, 
ma: 2at(9 1 + 2059 (x ~ at) « 2b(9c i - a? )(y - i) - 
60(257 0 + a?)(z - e?) = 0, 
my: Óbet?(x — at) - 6ac (y - bi?) + 2ab(z — et?) = Q. 


1.2.3 空间 曲线 的 基本 公式 


(1) REH - 塞 莱 公式 

I? 微分 运算 是 微分 几何 中 的 主导 方法 .对 空间 曲线 的 基本 三 棱 形 (r;a ,pf,7) 
关于 曲线 的 弧 长 求 导 ,得 到 曲线 的 基本 公式 .由 于 a Br 是 互相 正 交 的 单位 向 量 ， 
对 它们 求 导 后 的 条 数 抑 阵 是 一 个 反对 称 抢 阵 , 其 东 数 给 出 了 曲线 的 基本 量 , 这 就 是 
曲线 的 曲率 积 挠 率 . 这 组 求 导 公 式 为 


r= a; (1-16) 
a= d. 
b=- a + ry, (1-17) 
Ys - d. 


(1-16) x55 (1-17) zh fk S B a ER IER SX LO 010) 式 又 称 为 弗 雷 内 - NE 
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( Frenet-Serret) 公式 .它们 几乎 包含 局 部 第 分 儿 何 学 的 人 金 部 内 容 .公式 中 出 更 的 两 
个 系数 
x=Irl=l@l, (1-18) 
r=Y=-ßY 
分 别称 为 曲线 在 点 Fr 处 的 曲率 与 挠 率 , 当 它 们 非 零 时 , 共 倒 数 e 5 1r 分 别 为 曲 
FRSE. 长 度 为 曲率 半径 且 与 主 法 向 基 -- 致 的 向 其 w= B Yu di ROO 


Hl s] Rt. 
2^ 曲线 的 基本 三 棱 形 的 瞬时 旋转 向 量 或 达 布 { Darheuxj 向 量 为 
N = m +Y. (1-19) 
用 (1-19) 式 改 写 公 式 (1-17) ,得 
a= xa, 
B= 2 x8, (1-20) 
yz x Y. 


REREN- 塞 莱 公 式 的 务 外 一 种 形式 , ERTA A REE EAE rp 
意义 . 
(2) BEN- 塞 莱 公 式 在 运动 学 中 的 意义 — 当 点 r 在 曲线 C 上 运动 时 ,基本 二 
BUCH a, B. Y) 作为 刚体 运动 ,由 两 种 运动 合成 .一 种 是 - : 校 形 的 项 点 + 滞 C 的 移 
动 . 另 一 种 是 三 楼 形 (a,8,Y) EUR r 的 转动 .为 简单 起 见 ,不 妨 设 顶点 在 CEIS 
EË -= 1(s = 1 为 时 间 ) 移动 .(1-16) 式 表 明 其 移动 速度 向 量 为 于 = d" = a; 而 
采用 (1-20) 式 描述 三 楼 形 的 转动 ,须要 用 到 运动 学 中 的 定理 : 几 绕 一 定点 转动 的 出 
体 ,每 个 时 刻 都 有 一 条 眠 时 转动 轴 和 一 个 星 时 转动 速度 向 世 0. 对 于 固定 在 刚体 
上 的 正 交 标 架 (a,B,7) ,其 速度 向 量 &, 记 ,所 顷 满 足 的 正 是 形 如 {1-20) 式 所 示 的 
公式 .于 是 表明 0 正 是 三 楼 形 的 膀 时 转动 速度 向 量 . 

(1-19) 式 表示 2 是 位 于 从 切 平面 上 的 向 量 . 它 在 曲线 切 方向 的 分 量 为 找 率 ， 
而 在 副 法 方向 的 分 量 为 曲率 “ ,在 曲线 的 法 方向 无 分 量 ,由 此 得 到 e 53 c 的 运动 学 
意义 : 
l 曲率 x 是 基本 三 械 形 绕 副 法 线 的 转动 分 量 ,或 者 说 x 为 曲线 的 切 向 量 关 于 
弧 长 的 转动 率 ,这 可 以 从 Lal = x 看 出 . 

2 jo c 是 基本 三 棱 形 绕 切 线 的 转动 分 量 ,或 者 说 c 是 曲线 的 密切 平面 ( 绕 切 
线 转动 ) 关于 弧 长 的 转动 率 ,这 可 以 从 1 71 = 1 * 1 看 出 ,因为 是 密切 平面 的 法 向 
ü. 

(3) HIS UCERUHENEAGR ”曲线 的 曲率 与 挠 率 的 计算 公式 如 表 1-2 所 示 . 

注意 :比较 (1-7) 与 (1-18) 两 式 ,可 见 平面 曲线 的 曲率 与 空间 曲线 的 曲率 定义 


是 不 相同 的 .前 者 为 < = DP ,可 正 可 负 , 但 后 者 定义 为 = 17 1 = 1 和 1 不 可 为 负 ， 
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01.2.4 室 闻 曲线 的 基本 定理 


(t) 从 基本 三 楼 形 的 求 导 可 得 到 曲线 的 基本 公式 . 反 过 来 ,从 基本 公式 的 求 
解 ,或 者 说 使 用 积分 的 运算 解 常 微 分 方程 组 , 则 可 得 到 空间 曲线 的 基本 定理 . 也 就 
是 说 ,从 曲率 与 挠 率 给 出 为 弧 长 * 的 函数 ,不 计 空 间 的 位 置 .可 以 唯一 确定 一 条 空 
i HR. 

(2) 室 间 曲线 唯 .存在 定理 ”在 区 间 = [sos] 上 口 知 两 个 连续 图 数 e) 
> 0,cC5). iC rosa. Bo. v9). 293 LAB BESTE, 则 存在 唯 一 条 空间 曲线 CCC 
四 ,使 得 ; ELE S eG eG 分 别 为 它 的 曲率 HRR, HE s = sS HIC 
的 基本 三 棱 形 为 (mo, 册 ,7o) ,也 可 所 将 此 结论 表述 为 下 面 两 个 定理 . 

|? 空间 曲线 存在 定理 ”在 区 间 了 上 给 出 连续 函数 ef s) > 0,z(s), 则 存在 某 些 
曲线 和 ,分 别 以 yz AHAI RAE RE. 

> 空间 册 线 唯一 定理 。 在 空间 两 条 不 合 带 留 点 的 曲线 C 与 可 以 通过 硕 中 
的 一 -个 返 动 王 相 迭 合 的 充分 必要 条 件 是 远 当选 取 它 们 的 公 点 ARSH s ,使 得 在 
对 应 点 两 条 曲线 有 相同 的 曲率 和 挠 率 , 即 (5) = x(s),r(s) = FS 

(3) 空间 曲线 的 自然 方程 或 京 性 方程 是 指 方程 组 

x= k(s),c = tís), EL (1-21) 
据 上 述 基 本 定理 , 自 然 方 程 不 计 空 间 中 的 位 置 可 以 唯一 确定 -- 条 曲线 . 由 自然 方程 
确定 曲线 , 也 就 是 方程 组 (1-21) 的 积分 问题 , 实际 上 是 求解 曲线 的 基本 会 式 
(1-16), (1-17). 即 先 解 方程 组 


HE r ,有 ,7 了, 再 解 方程 组 
r2. F PEE 


以 求 r. 从 而 得 到 曲线 Cir = r(s), 这 个 问题 不 是 初等 的 , 它 并 不 能 类 伺 于 平面 曲 
线 给 出 用 {1-8),(1-9) 式 表示 的 曲线 .但 在 一 些 简单 情况 下 可 以 给 出 显 解 , 如 直线 
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的 自然 方程 ,平面 曲线 的 自然 方程 ,圆柱 螺 线 的 自然 方程 等 . 
(4) 由 曲率 与 撕 率 或 它们 的 关系 确定 的 曲线 如 表 1-3 Mrs. 


X 1-3 
曲线 各 称 "TTE "C T 
itk 上 一 用 Ea r=-0 
o 四 const zx Ü | ^^t = mm 
—— Finite mI i B o0 =0 mE 
(00 Wea 0| on 
FR hi Hex, H r 0i R = 二 ,Ar + MES -0 
Er MEER r2 Àe.À = consi O 
u 员 特 加 曲线 _ A + pT = 1 e A = vonst 3i mn 
RAMMER A ol 0 


例如 ,直线 的 自然 方程 为 < = 0,r = 0. 平面 曲 线 的 自然 方程 为 + = 0. 当 
x cog 为 常数 得 到 回 . 


再 例如 ,1.2.1 节 (4) 中 的 圆柱 蝶 线 ,在 例 | 中 已 求 出 其 起 本 向 量 为 &, 扣 ,7Y; 从 
方程 (1-15) R FAK F 


“171= $ 7 UT 
对 B= (cof $) ,sin( -) ,0) 关 于 * 求 导 给 出 
B= (sin( 4), - eos 三) 0) fe 


(HE 
diis T gy 

可 见 其 曲率 和 挠 率 都 是 常数 .由 基本 定理 知 曲率 , 挠 率 为 常数 的 曲线 为 圆柱 螺 线 ， 

(5) 柱 面 螺 线 。 在 一 个 一 般 柱 面 上 与 直 和 母线 族 成 等 角 的 曲线 C 称 为 柱 面 螺 
££. 圆柱 螺 线 是 其 特例 . 设 柱 面 母线 的 方向 向 量 为 e CERA pop St). FE [E EE DR 
本 三 棱 形 为 (fr; 如 ,有 ,y). 以 下 4 条 均 为 柱 面 螺 线 的 特征 : 

1° ge = cog = const, e. = const, C 的 切线 与 定 方向 成 定 角 ; 

r pe =0,f 的 主 法 线 与 定 方向 垂直 |; 

P Ye = cos( 至 - p}, C 的 副 法 线 与 定 方向 成 定 角 : 

4 rv - AK,À = cap = const, C HRS HEZEA R A. 

(6) 贝 特 朗 (Bertrand) 曲线 ”如 果 两 条 曲线 C 与 C 之 站 有 点 的 一 一 对 应 关系 、 
使 得 在 对 应 点 的 主 法 线 互 相 重 合 , 则 称 C 与 5 者 为 贝 特 朗 曲 线 , 旦 每 一 条 称 为 男 -- 
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条 上 曲线 的 伴 线 . 它 的 自然 方程 为 
Ac * pt — 1，4,A = const, 
也 就 是 说 其 曲率 与 找 率 有 - :个 常 系数 的 线性 组 合 , 其 值 为 1. 
(7) EA Manheim) 曲线 ”如 果 两 条 曲线 C 与 C 之 间 有 点 的 一 一 对 应 关 
系 ,使 得 在 对 应 点 C 的 主 法 线 重 合 于 忧 的 副 法 线 , 称 C Join BA MR ER C 为 C 的 
伴 线 . 重 恩 哈 姆 曲线 的 日 然 方 程 为 


AG + rz?) = K, À = const. 
01.2.5 ZADRE S AR uL X 


(1) 博 卡 特 { Bouquet) 公式 AHR C d IE AR r IV) ds — BETE Cras tto, fo, 
Y9) 为 坐标 系 . 不 妨 取 so = 0, 设 曲线 C E 5r SPEO S rts) 在 此 坐标 系 中 的 坐标 
H 8,5, C.N 


l l : 
上 = 3 一 wes - 4o Kost + e, s, 


好 = L os + n Kos! * 二 (mm - «à — Koto )s + &33*, (1-22) 
1 


$= os + 40 KoTQ + Ko t9) 5 + £35. 

此 式 称 为 博 卡 特 公式 . 

(2) 曲线 C 在 ro 邻近 的 形状 由 方程 

T= Gs deos oto?) (1-23) 

在 坐标 系 (1o; qo, Pos Yo) 中 所 确定 的 曲线 为 5, 将 (1-23) 式 与 (1-22) 式 比较 不 难 发 
HC 5 C HE r BERIHA. Ml C 2o C 在 这 点 的 近似 曲线 . 式 中 ;为 C B 
然 参数 ,但 对 亏 而 言 并非 如 此 .从 五 的 形状 可 以 得 到 曲线 5 在 一 点 上 的 邻近 的 基本 
形状 ( 见 图 1-3) WF: 

PC 在 mm 的 密切 面 上 的 投影 曲线 近似 于 抛物 线 7 = { *,ko 37,0) ,如 图 1-3(a) 
BR: 

P C 在 mm 的 从 切面 上 的 投影 曲线 近似 于 立方 抛物 线 7 = (s0, roro $), WE 
[-3Cb) Bron. 

- 1 3 
《在 四 的 法 面 土 的 投影 曲线 近似 于 半 立 方 抛物 线 + = (0,xo y ,woro o 


如 图 1-3Ce Bron. 

另外 ,近似 曲 组 五 在 点 上 处 与 曲线 AREE JE dime X. 

G) 曲线 与 基本 平面 的 关系 ”曲线 与 基本 三 棱 形 3 个 平面 的 关系 是 曲线 穿 过 
法 夯 与 密切 面 ,但 不 穿 过 从 切面 .此 外 , 主 法 向 量 B. 总 是 指向 曲线 加 人 的 一 方 . 这 
是 因为 主 法 向 量 的 指向 正 是 如 此 选取 ,从 而 确定 了 曲率 x = 0. 


1 Bit * 223 ， 


(b) 
图 1-3 


1.2.6 Z [Hd P8 E EO I 5S E 


通过 空间 曲线 上 点 o EA FCRC SPEI 3 TF 3 TI 8D ER, t, tas ta PEFERSSECED, 
EETNETETE REF to 时 此 球面 的 极限 位 置 称 为 曲线 在 点 io 处 的 密切 球 ,而 密切 球 
与 曲线 在 这 点 的 密切 面 的 交 线 称 为 曲线 在 这 点 的 密切 辆 .密切 嫩 的 中 心 称 为 曲线 
的 曲率 中 心 ,其 半径 称 为 曲率 半径 . 
曲线 的 曲率 中 心 与 曲率 半径 分 别 为 
l 


caer+ RB, R= PE 
曲线 的 密切 球 中 心 与 半径 分 别 为 


c2 re RBe( E)r, roy me city. 


RARE- ERE E. MERA ER DI HE £x. SERE HR £k ^35 RO STO] S£ t) BOT. E P 
在 的 球面 ,因此 非 平面 曲线 为 球面 曲线 的 充分 必要 条 件 是 其 密切 球 中 心 e 为 党 向 
ki , 即 
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Kr + a(R) = 0. 
B 号 区 
通过 曲线 的 曲率 中 心 c 且 平 行 于 晶 线 在 这 点 副 法 线 的 直线 
p-reRfBeày, AC (- o, 4 œ) 


称 为 曲线 在 这 点 的 曲率 轴 或 极 轴 . 显然 曲线 的 密切 球 的 中 心 5(4 = T) 也 在 极 轴 
F.. 

1.2.7 E] ut £85 ab fip ELS Pbi P 93 

MRR C 98 — AUTERA — RR C 005 AR, X HEC DAR C 的 切线 
所 构成 的 切 曲面 上 ,G 是 C MARTEN ERR , ERE C X8 C 的 渐 伸 线 或 渐 开 线 , C 
RC iB ABER CURA. 

曲线 Cir = r(*) 的 源 种 线 为 


和 CS) (so— s)a. 


渐 伸 线 的 3 个 基本 向 其 分 别 为 


dí x 
2 i E) 
E ls- mele 二) 
曲线 Cir = r(s) 的 新 缩 线 为 
C: r= r+ RIP + yiand), 


a =- -| rds + o 


AR ABB 3 个 基本 癌症 分 别 为 
& = c(ficosü + ysin}, 
f=- sg, 
Y = æl- paind + Yeot), 
其 中 
E = sgn[ ( R - vRitan? sec], 
€, = sgni cosd). 
A cx BU Hl o 0p 5 IIA 
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eeose s 
(R- riang)’ 
一 _ xksinfÜcosQ -— 
mE ( R— cRtand) 
PUN Y EHAA EIS d T E AE PCIE. A A AFFE, ER E 
= 0,0 = 0AE, 0 T SUCRE LA, 
rsr4 RIP + Ytanĝ), 


K 二 


14 

r=r+Rĝ, 
这 时 主 法 向 量 即 平面 曲线 的 法 向 量 ,r 正 是 有 曲线 的 曲率 路 心 .对 于 空间 曲线 渐 缩 线 
依赖 于 的 值 ,从 而 并 非 叭 --…- 一 条 . 


1.3 ”曲线 的 整体 性 质 


1.3.1 平面 曲线 的 整体 性 质 


(D AME B CCC ED AAR ANE r = ros 为 昨 长 参数 ,s EE 
[0,1]. L 23 € BS]. TLA nC) 延 拓 为 以 上 为 周期 的 川 期 函数 , 即 有 有 
ris+ E) = rls), 
从 而 cahi) dep Stub sEtR. i6 C ARS 


x= fas = jay = 2xk 


称 为 5 的 总 曲率 ,其 中 中 是 CC 的 切 向 量 关 TA bj E A 此 积分 是 2c RR CAO) 


售 .总 曲率 x 也 是 曲线 CURRIE: r = als) gi AERES RES C 
HEHEHEHE. X x PH C 的 旋转 指标 . 
旋转 指标 定理 -AFELA RHEE k = e 1. RA LIE 


总 曲率 人 = + 2x 此 处 简单 曲线 是 指 曲线 上 无 自 相交 点 

(2) 由 六 曲线 。 设 简单 闭 曲 线 在 每 点 都 有 切线 , 且 带 个 曲线 都 位 于 每 一 点 转 
线 的 同 . - 俩 , 称 此 曲线 为 凸 闭 曲线 .曲线 的 名 性 可 用 曲率 不 变 刁 或 声 线 倾角 为 。 
的 单调 遂 数 来 刻 划 .也 就 是 说 ,平面 上 简单 闭 曲 线 C 为 由 的 充分 必要 条 件 是 曲率 * 
不 变 导 . 叶 适 当选 取 世 的 正 向 可 以 使 x 30 或 x 三 0,s E 0,L],9& o A 4 WS PS. 

如 果 有 一 条 直线 与 凸 闭 曲线 C 相 交 于 3 个 不 同 点 , 则 肖 过 这 3 点 的 整个 线段 郁 
RET C. 

(3) 四 顶点 定理 -ANPR E filo e BUER (LAS SUP C 的 顶点 ,好 
使 得 人 = 0 的 点 为 顶点 .对 于 圆 来 说 ,x 为 常数 ,在 每 点 部 有 坚 = 0, 故 圆 的 每 -点 


此 为 顶点， 对 于 柄 圆 来 说 有 4 个 项 点 xs RES 与 其 山村 称 轴 的 4 个 交点 
平面 凸 闭 曲 钱 的 四 顶点 定理 。 任意 一 条 同 闭 曲线 全 少 有 4 个 顶点 . 
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实际 上 对 于 异 于 圆 的 凸 闭 曲线 有 较 强 于 此 定理 的 结论 . 即 对 曲率 e 而 言 至 少 
有 4 个 极 值 点 ,长短 半 轴 不 等 的 椭 贺 正 是 在 4 个 顶点 上 使 曲率 达到 极 大 与 极 小 值 . 

(4) FATA R C 是 平面 简单 闷 曲 线 , 其 周 长 为 上 ,所 图 面积 为 A, WA 
如 下 等 周 不 等 式 定 理 . 

等 周 不 等 式 定理 。 对 于 平面 简单 曲线 C, Uu 

r 它 的 周 长 与 所 围 面积 之 问 满 足 

I? xA; 

r EpÓpXEHÁE EX Cm. 

此 定理 表明 , HRA DS] E FTH P9) FEMA E o, LUN B m PUO RC, 
而 别 的 曲线 所 于 面积 都 较 小 , 故 称 它 为 等 周 不 等 式 . 


1.3.2 空间 曲线 的 整体 性 质 


(1) 空间 曲线 的 总 曲率 与 总 找 率 ”对 于 空间 闭 曲 线 Cir = rts), 设 wx,r 为 其 
临 率 和 挠 率 , 称 沿 C 的 积分 


k= feas , t- [cas 
€ 


分 别 为 C 的 总 曲率 与 总 找 率 . 


芬 希 尔 (Fenchel) 定理 。 一 条 空间 闭 曲 线 C 的 总 曲率 x ;> 2x, 并 且 等 式 成 立 的 
充分 必要 条 件 是 C 为 平面 凸 闭 曲线 . 

对 于 空间 曲线 C, 如 果 以 C 为 边界 在 空间 所 作 的 曲面 5(35 = C) RIT PR 
(Bl S 可 连续 变形 到 一 个 圆 盘 上 ) , 则 称 C 是 无 扭 结 曲 线 , 赫 则 称 C 是 有 捏 结 的 曲 
线 .关于 有 扭 结 曲线 ,有 如 下 定理 : 

法 里 - 米尔 诺 {Fary-Milnor) 定理 ”一 个 有 扭 结 的 空间 简单 闭 曲 线 C 的 总 曲率 


PE dn. 
XT Pul £O RE, A WFE: 


球面 闭 揭 线 的 总 挠 率 定 理 ”任意 一 条 球面 上 闭 曲线 C 的 总 挠 率 r = 0. 

(2) 空间 曲线 的 球面 标 线 — UR 6 为 空间 曲线 ,以 它 的 三 基 向 量 w{ 切 向 量 )， 
p{ 主 法 向 量 ),Y( 副 法 向 量 ) ,可 以 分 别 得 到 C 的 切线 球面 标 线 :rr = als), EŻ 
线 球面 标 线 Ce:r = 及 sz) 与 副 法 线 球 面 标 线 Cy :r = Yis). 

-- 条 曲线 C 的 切线 球面 标 线 已 的 度 长 正 是 C 的 总 曲率 ,因此 有 上 述 芳 硕 尔 定 
理 与 法 里 - 米尔 诺 定 理 .对 于 曲线 C 的 主 法 线 标 线 C 有 如 下 定理 ; 

雅 可 比 {Jacobi) 定理 ” 设 空间 闭 曲 线 C 的 曲率 x 椒 处 非 零 (x(s) > 0), EHE 
法 线 标 线 Cy 是 一 条 简单 闭 曲 线 , 则 Gs 把 单位 球面 分 成 而 各 相等 (各 为 m) 的 两 个 
部 分 . 

球面 上 闭 曲线 挠 曲 比 定理 ”在 球面 上 的 任意 闭 明 线 , 它 的 挠 曲 比 沿 此 曲线 
的 积分 为 零 , 即 


| Eas = 说 . 
L^ 
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一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一- =- 一。 .一 — —— — ——— —À ————— 一 


2 B m i 


2.1  IiiiBilty Ji fe 5s EE 


2.1.1. d" dg dE 


在 选取 直角 坐标 系 Oxyz W Oe e; e, 的 三 维 欧 氏 空 间 E 中 ,曲面 3 常用 一 般 式 
(D) 曲面 的 一 般 方 程 
r 显 式 Si z= fíx.y), (2-1) 
其 中 了 为 x,y 的 连续 可 微 的 函数 ,(xz,y)E DCOxy SETRI E (545 JT DIR | ER. S 2g (BT 
曲面 片 . 方 程 12-1) KAEMAS H (Monge) Am, S EAF HA H. ÆTL) 
式 ,x = gely) BE y= h(z.x) EAR IRISH BE. — R2 Pi TRAS ih B1 ie p — 25 f a 
曲面 片 构成 .在 一 个 曲面 上 的 某 点 ,如 果 存 在 一 个 包含 该 点 的 简单 曲面 片 , 则 称 此 
点 为 曲面 的 正常 点 ,否则 称 为 育 点 . 
2 BE $: F(x,y,z) = 0, 
HP FAx, y HERTAN. E Hl p E. LGB TEX 
rank( F,, F,, F,) 21 
的 点 为 3 的 正常 点 ,此 处 记 为 F = 9r/2x 等 等 . 
(2 曲面 的 参数 方程 
SS: re r(Éu,v),(Cu,v) C D Ow phi EIR), (2-2) 
r2í(x,y.z), r(u,v) = Calu, v), yCu. s). z(u,v)), 
EH x,y Au, o HERT WAR. TERI E, [81 FX 
Tua Fe Zu 
-— x | = 2 
的 点 为 3 的 正常 点 ,此 处 记 为 s = 3x/94 等 等 ， 
对 方程 (2-2) 如 果 作 参数 变换 
u = u(u,v), v = v(u,v), (2-3) 
则 曲面 S tp] ELSE D 
S: rx r(u,v) = r(u(u,v).v(iu.v)), 


证 此 要 求 变 换 式 {2-3) 满足 条 件 


2.1.2 葛 面 的 基本 三 棱 形 
对 于 曲面 5, 给 出 参数 所 满足 的 一 个 关系 式 , 此 关系 虑 通常 确定 了 5 上 的 -条 
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曲线 ,例如 
plus) =0 或 v= gølu); 
或 u= u(t), w= v(1), t€ I. 
特别 是 , 取 6 = o RAO, H o EPIS A RE HERE TE PB RI E SE EBHBRER ER u 
线 , Bi 


Ci P= rlu, w), 


同 理 在 S 上 也 可 定 头 vz 线 , 即 


E r= riug v). 


一 般 用 方程 & = alt) = s(t) E S Efpge REB 919) , HII 
dr 


dr = P8 + fme 


在 此 = S ar, = S au e 学 ,4 = Pu REDRE o ERICH TERR E 
曲面 的 正常 点 n xr = AESHNA WARE p, 5r, 的 线性 组 合 , 牛 成 5 在 
这 点 前 切 平面 ,而 问 量 
N=rř xr ċ #0 
称 为 3 在 这 点 的 法 向 量 , 将 它 单位 化 ,得 
N Cr x nn) 
"-74INIC Hrxrl 
Trib iki EBEN EUR ET —- P B: 
(rir, r,,n). 
FIT n 与 六 不 一 定 是 单位 向 量 , 也 不 一 定 互 相 垂直 ,因此 这 个 “ 碎 形 一 般 是 仿 射 标 架 ， 
通过 点 > Hor, 5r 决定 的 平面 称 为 曲面 在 这 点 的 切 平面 ,其 方程 为 
n(p-r)zO0 或 (n,rn.p-r)-0, 


AP p 为 切 平面 上 切 点 的 径 同 量 ， 
通过 点 了 且 平 行 于 法 向 性 的 直线 称 为 曲面 在 这 
点 的 法 线 , 其 方程 为 
3 poreànÀp-reAnxtM 


WF p AER bam. 
(1) 以 空间 曲线 Cir = a(u) AER, ARN 
RAHE b 的 柱 面 ( 见 图 2-t) 方程 为 
8: rz a(u) 4 ub, u C f,v C (- 的 ,+ 的 )， 
(2) 以 定点 a 为 顶点 Lb Cu) 为 直 母 线 方向 的 锥 
m RE 2-2) 方程 为 
Ne Sirzsaewb(u, u€ leci- 9,4 m). 
(3) 用 空间 曲线 Cir = atu) 的 所 有 切线 生成 
9 的 曲面 称 为 C 的 切线 曲面 ( 风 外 2-3) ,方程 为 
图 2.1 SS: Fr = a(u) + aiu), uE l,p € (— o, e e). 


| 2-2 [82-3 


VA Fr. 3 fbi Ar ER 29 n] FR dt il. decem 9 HH 2 E TH AL 2.4.3 小 节 特 殊 
类 型 曲面 ). 
(4) 把 Oxz 平面 上 曲线 
C: x z fiu), z= glul,uEl 
ie Oz 轴 旋 转 —J5] E ge f) gh p rr ei Bl mi (LES 2-4) ,方程 为 
S: rz CfCujcosv,fUu)sinr, gt u)) , 
u C I, vE [0,21). 
特别 地 , 当 fu) = Reosu,g(u) = Rsinu,u € |- x, x], RA E Gt, ES HB i 
是 半径 为 员 的 球面 ,方程 为 
S: r = (Rcosucosv, Kcosusinv, Reinu). 
(5) 3E (4) 中 曲线 c 88 Oz 轴 旋 转 的 同时 还 将 沿 Oz Sl Fal av (a. 为 常数 ) ,所 得 
曲面 称 为 螺旋 曲面 ( 见 狠 2-5) ,表示 为 
Si r a CC u)cosp, fCu)sine, glu) + av). 
特别 地 , 当 Pa) = ug (ua) = 0,BTÍS HR BDA LE OR 8] , ERA 


S: r = Ó( ucosv, usinv, av) . 


È] 2-4 
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2.2 hii) — 3E E X. 


2.2.1 曲面 上 曲线 的 弧 微 分 与 曲面 的 第 一 基本 形式 
在 曲面 Sie = r(u,v) 上 的 二 次 微分 形式 
I - dz = d = Edw! + 2Fdudr + Gdr 
称 为 曲面 S 的 第 一 基本 形式 或 齐 式 ,其 中 
E = ri, F = FF ， G-rn, 
了 是 5S 上 曲线 弧 微 分 的 平方 ,又 称 为 曲面 的 线 素 . 它 是 关于 du ,de 的 正定 二 次 齐 式 ， 
其 系数 下 ,下 , 妇 是 wa 的 函数 , 且 满 足 
E250, G»-0, P= EG-F »0. 
曲调 上 的 度量 性 质 由 确定 ， 
在 曲面 参数 变 搁 


u = u(u,v), r = v(u,v) 


下 ,曲面 的 法 向 量变 换 式 为 


而 第 一 基本 形式 系数 的 变换 式 为 
E = Eu +2Fut + Ov, 
F = Eug + Fi ugg + ugo) + Goa. 
G = Eu? +2Fu + Gu. 
而 它 的 判别 趟 变换 式 为 
P- EG- FP- Ep (2-4) 


2.2.2 曲面 上 曲线 的 闲 长 与 曲面 的 面积 
曲面 上 曲线 :az = ulo = 斌 自从 点 印 到 上 的 弧 长 为 积分 
3 = [ YI = | Vv Eu?  2Fu'v' + Gv) dt. 
ta to 


WAELE Riung ug ouis to soU g 的 面积 为 
A = f| Danao = J~ EG - F*dudv. 
R R 


2.2.8 dde b s X 
曲面 上 两 条 曲线 在 交点 处 的 两 切线 间 的 夹 角 定义 为 这 两 曲线 在 这 点 处 的 夹 
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L4 ES T: DRIED: o E 
dr = rdu + rdt, Sr = r, ôu + rào, 
MEZERA 8 的 余弦 为 
cosd = Edudu + F(duóv + dru) + (dvByv l 
v Edu* + 2Fdudv + Gde? v Eów! + 2F6uüv + Gôr 
u 线 的 切 向 量 为 de = 1,dp = 0,b 线 的 切 向 量 为 su = 0,8» = 1, 从 上 式 可 知 
[EL DE o h FARE 


F 
CORO) = JEC 
两 族 参 数 曲线 构成 的 参数 网 也 称 为 坐标 网 ,坐标 出 为 正 交 网 的 充分 必要 条 但 
EF = 0, 即 第 一 基本 形式 取 标 准 形式 ,或 不 含混 乘 项 ; 
I = Edw + Gdv/. 
如 果 队 道 着 曲面 在 菜 点 的 法 向 量 # 的 方向 看 去 , 切 平面 上 两 个 方向 o 与 
(单位 向 量 ) 之 间 的 有 向 角 为 pq, 其 计算 公式 为 
Edu, dus t Fí duidt + duadt) + dvd 
cp -z (uz 7 dada -— + 


l du dr di: du 
sinp = (&,,05,n) = p( S. ds, ds. qa). 


其 中 a; = At AE = 1,2, 
(1) Rb Hir = pfs)+ er AP r AAAA r = 人 下 = l pis) 
是 一 条 柱 面 母线 的 正 交 轨 线 的 定位 向 量 , 于 是 p= «CUI BE) 5 rÆ, HI oe = 0， 
因此 , 柱 面 的 第 一 基本 形式 
] 2 du! + do 
(2) 锥 面 #Ar = sl), AF II Bs LEAL TG TEE 
参数 ,于 是 = 1 ,从 而 锥 面 的 第 一 基本 形式 
{= du? 十 do 
(3) 切线 曲面 ”切面 r = ps) + se(s) ,其 中 曲线 + = p(s) 的 切 向 量 a = p. 
从 而 切线 曲面 的 第 -基本 形式 
T= (1+ rddu? + 2dsde + dir. 
(4) 球面 ”球面 fr = ( Reosucosv, Rcosusine, Rasin) 的 第 一 基本 形式 


= R'(da? + (cos^u)di? ]. 
2.2.4 曲面 之 间 的 映射 
如 果 对 于 两 个 曲面 
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Hi Te? a) n (2-5) 

使 得 wp:5 一 Srfaa) > rCu v) FR o S EIS BOR IE RER. (2-5) 式 中 的 不 
等 式 保证 o 在 局 部 是 可 道 的 一 一 对 应 . 

{1) 等 距 有 映射” 如 果 曲 面 5 到 $ 的 映射 ?保持 任意 对 应 电线 的 弧 长 不 变 , 称 p 
为 等 距 映射 ,此 时 两 个 曲面 称 为 等 距 等 价 的 . 

Him s S 为 等 距 等 价 的 充分 必要 条 忻 是 适当 选取 公共 的 参数 4 与 # 时 ,它们 
有 相同 的 第 一 基本 形式 , 即 ! = 了 ,或 有 相同 的 第 -一 类 基本 直上 = E,F = FIG = 
EC. 由 此 可 区 , 在 曲面 上 仅 由 第 一 基本 形式 所 确定 的 量 都 是 ' 诗 距 上 映射 下 不 变 的 基 . 
例如 ,曲线 的 疲 长 . 夹 角 、. 曲 商 上 某 区 域 的 面积 等 都 是 等 距 不 变量 .通常 把 由 EF. 
Ct 包括 它们 的 各 阶 导数 ) 所 确定 的 蔚 称 为 曲面 的 内 在 量 或 内 冀 明 ,由 内 在 量 确定 
葛 几 和 何 性 质 称 为 曲面 的 内 在 性 质 . 

|? ER r = (ucoss.usinv.av)(— o < u,v <+ om) 与 悬 链 面 > = 
( acosh + cosd , asinh sin, JI B e Im,- 9 « t « 4 o) 是 等 中 的 曲面 . 

EX S IISB- .基本 形式 I = du a GP e adt. 

县 链 面 的 第 -基本 有 形式 了 = (co +) (a? + a40). 

对 正 崇 面 作 参数 变换 w= asinh — , = 8, 则 有 了 = 了 ,这 表明 在 正 螺 面 上 取 
Ü zx ovo 2m 的 一 段 与 整个 悬 链 面 等 距 等 价 . 

2 可 展 曲 面 与 平 看 是 等 距 的 曲面 ,也 称 可 展 曲面 与 平面 呆 以 贴 合 (网 2.4.3 小 
节 ). 

对 于 柱 面 p = ris) +o, r= aar = 0, = 1 ,第 一 基本 形式 为 上 = ds^ + dt’; 
M Plor e-c(0.U7221,)-1,7:20.55— -EEEREN I = vds eds 
以 上 丙种 基本 形式 分 别 与 平面 在 直角 坐标 系 与 极 坐 标 系 上 的 第 --: 基 本 形式 相同 . 
对 于 切线 曲面 p = rfs) + als) BERERA I = (1+ c v)ds) + 2dsdv + de^, 
它 完全 由 曲线 + = rts) 的 虹 率 确定 ,因此 可 以 用 曲率 e HERR e = rls) = 0 来 
作 一 平面 曲线 ,其 切线 曲面 为 一 平面 ,其 第 一 基本 形式 与 切线 曲 曾 一 致 . 综 土 所 述 ， 
叮 展 曲 面 都 与 平面 等 距 等 价 ， 

(2) 等 角 映 射 ”如 果 曲 面 $5 到 35 的 映射 pm 保持 任意 两 苯 让 交 曲 线 的 夹 衣 不 案 ， 
i Ey ”为 等 角 ( 或 保 角 ) 映射 . 

曲面 $ 与 5 之 间 的 有 映射 gq 是 等 角 的 充分 几 要 条 件 是 返 HEU HEAR uv 
时 ,它们 的 两 个 第 一 基本 形式 成 比例 , 即 F = XU. 

任意 曲面 在 局 部 范围 内 与 平面 之 问 存 在 等 角 映 射 . 从 理论 上 讲 此 问题 等 价 于 
任意 曲面 都 存在 局 部 的 等 温 网 ,使 曲面 的 第 一 基本 形式 写成 上 = A^ (du? + de?) À 
= Almo) 0M F = de + do 正 是 平面 的 第 一 基本 形式 ,从 而 曲面 与 平面 有 等 
ARIKA 2.3.3 ^ 5). 

下 面 对 单位 球面 作 这 种 等 角 映 射 . 设 单位 球面 为 
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r = (cosscosu,cospsinu,sinz?, u € 10,2r rE- pk 


单位 球面 第 -- 基 本 形式 为 
| = duicos s + du， 
对 于 平面 ,在 直角 坐标 系 Oxy 下 ,单位 球面 第 一 基本 形式 为 
| = dx? + dy’. 
TEOS E exc uy = njin X) 
则 有 
I = d+ dy = 一 (dueosy + du = zf. 
rH JE BT JR, ,整个 球面 与 平面 上 …… 个 带 形 0 < x < 2x 是 等 位 映射 的 . 
(3) 等 积 喘 射 . 如 果 曲 面 S 到 S 的 映射 保持 任意 对 应 区 域 的 面积 不 变 , 称 v 
为 保 积 或 等 积 映 射 
Hii] $ 与 $ 之 间 的 映射 是 等 积 的 充分 必要 条 人 忻 是 适 泊 选 联 公 共 参 数 时 ,它们 
的 第 一 基本 形式 的 判别 式 相 等 , 即 
EG- FP =E- F. 


2.3 ”曲面 的 第 一 基本 形式 与 各 种 曲率 


2.3.1 曲面 的 第 二 ,三 基本 形式 


(D 曲面 的 第 二 基本 形式 ”曲面 S:r = meo 的 定位 向量 的 一 阶 微分 旦 r 在 
曲面 于 这 点 的 法 向 量 n( 或 法 线 ) 上 的 投影 
l| = nd'r =- dndr = Ldu? + 2Mdudi + Ndr? 
你 为 曲面 S 的 第 二 基本 形式 或 齐 式 , 其 中 


L = nn, =- Agua = Fp o ad D, 
M = un --nn--nyp = oror D, 
A 2 nr, =- Rr = ÈP p a) O, 
P = EG-F. 


?B XE AOEGSBULfRTSE X Eh p S EE r AF A uiis r ES ES roae 
Meu. sn pe B) ax 的 有 向 距离 
d 


r,r) = ny(r— rj) = i Io + 2 ngELAs)!. 


换 句 话说 ,有 向 距离 3 的 主 部 是 曲面 在 点 ro 的 第 二 基本 老臣 Ho ZO. BUE LER ro 
的 第 二 基本 形式 近似 于 种 近 点 到 场 平面 有 向 距离 的 两 倍 , 见 图 2-6. 

(2) 曲面 的 第 三 基本 形式 曲面 $ 的 球面 映射 或 高 断 映 射 引 是 5:5S 一 3 (和 单 
位 球面 ), 它 使 曲面 上 点 + 对 应 于 单位 球面 8S! 上 点 7 = nlu vae ESEA r 的 法 
向 量 ). S 的 球面 映射 象 是 指 曲面 g(5) = Sir = n (eso).S 的 第 一 基本 形式 7 = 
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dm? 称 为 曲面 5 的 第 三 基本 形式 , 即 
ll = / = dR? = edi? + 2fdude + gds^, 
其 中 
e= nm, [= NN, gn. 
也 就 是 说 ,曲面 S 的 第 = 基本 形式 是 其 球面 
FHRS = e5) 的 第 -基本 形式 . 
曲面 的 3 个 基本 形式 之 间 满 足 公式 
Ki - 2HWM +U - 0, 
mc 其 中 大 与 五 分 别 为 机 而 的 全 曲率 与 平均 曲率 
( 见 2.3.2 小 节 ). 


2.3.2 曲面 的 各 种 曲率 


1. 法 曲率 与 测 地 曲率 

曲面 S 上 的 曲线 C ERE E CLR DHSTER . 主 法 向 量 和 副 法 向 量 构 或 的 基本 三 楼 
形 (Cria;B,Y) 之 外 ,还 有 和 上 SS 有 关 的 第 二 种 基本 三 楼 形 Cr; a,Y,#), 其 中 必 为 C 的 
切 向 量 ,n 为 在 这 点 外 5 的 法 向 量 ,而 vv = nxa 是 5 的 切 平面 上 与 a 垂直 的 单位 
问 量 ( 见 图 2-7) ia. B. 5 n HAKO. 


在 3 的 切 平 而 上 在 记 的 法 平面 上 
图 2-7 


将 曲线 C 的 曲率 向 量 r = 万 分 别 向 第 二 种 基本 三 楼 形 (r;e,vY,n) 中 法 平面 
ERE etv 的 方向 作 投 影 得 出 曲面 上 两 种 重要 的 曲率 . 


(1) 法 曲率 ”将 rr = 坤 与 4 作 内 积 ,得 到 在 上 上 的 投影 


nr = rira 全 lap = woos. 
定义 
e- Ldu? + 2Mdudv + Ndi? (2-6) 


— I — Eda? + 2Fdudr + Gdr? 
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为 曲面 在 点 > 处 沿 切 方向 (de,dr) 的 法 曲率 .因此 有 
K, = &cos8, (2-7) 
即 曲 线 的 曲率 x 与 证 其 切 方 向 的 法 曲率 ks 之 间 满 足 (2-7) 3X EX e = eog, AP 
o 是 曲线 主 法 向 虞 与 曲面 法 向 量 之 间 的 夹 角 . 
L 法 曲率 的 几何 意义 ”通过 5 在 某 点 的 法 线 的 平 [向 与 5 的 交 线 忆 称 为 5 在 这 
点 的 法 截 线 ,其 主 法 向 量 与 5 的 法 向 量 # 平 行 , = + #.0 = 0 或 zx. 从 (2-7) 式 得 x 
=+ BK =1 x 1, 这 样 -来 ,法 曲率 的 绝对 值 就 是 曲面 在 这 点 沿 此 切 方 向 的 法 
截 线 的 曲率 .使 法 曲率 或 第 二 基本 形式 ID AEA IC da de? 称 为 曲面 在 这 点 
Eo up n). 
2 对 于 非 渐 近 方 向 ,wn e 0. 2 
0. R = LU = 六 :将 (2-7) 式 改写 为 
R = Rcosd, (2-8) 
只 ,与 只 分别 为 曲线 CERE) 与 曲线 
CC S) 的 曲率 半径 ,下 述 定理 揭示 了 公 
式 (2-8) BL In 3€ S. 
默 尼 埃 LMeusnier) EE Si rcC 
己 3, 而 忆 的 切 方向 并 非 5 在 这 点 的 渐 近 
方向 , 则 忆 在 点 r HAP è o 是 党 此 切 
方向 的 法 截 线 C 的 曲率 中 心 0 在 忆 的 密 
切 平面 上 的 投影 ,如 图 2-8 BER. 
(2) ETE EE PP" ED 
积 , 得 到 在 v 上 的 投影 
vr =(nxa)r = (n,rr) 
三 xínx af = KYR 


= + xsin. 


EX 
K, = (n,r'r ') = «yn 2 x xsmü 

为 曲面 上 曲线 C 在 这 点 关于 曲面 $ 的 测 地 曲率 . 

e 测 地 曲率 的 几何 意义 ”车 点 rE CCS5, 耐 $5 咎 点 7+ 的 切 平面 为 x, 人 CC 在 x 
上 的 投影 曲线 为 CL C fe e 的 曲率 等 于 C 在 点 > 的 训 地 曲率 的 绝对 值 , 即 * = 
| Kg l. 

2e WiHbghoE BUT EDITA Eh SEZA. F = 0, 选 肥 切 平面 w 线 的 
单位 切 向 量 ej = "E o 线 的 单位 切 向 重 e， = moe = el x e; = 天 ,作曲 面 
HAS Ee. e, e). RAR CC 人 的 切身 量 为 ,从 8 到 @ 的 有 向 角 为 =， 
由 关于 3 的 测 地 曲率 计算 公式 为 
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dz _1 2lnE 1 AnG. 
Kg = ds — Wr: Je COST + 2E du Amr. 
Bhng FOE SK x。= 0 的 曲线 称 为 曲面 上 的 测 地 线 或 短程 线 . 
曲面 上 曲线 的 曲率 与 其 相应 的 法 曲率 和 测 地 则 率 之 间 满 是 公式 
pz 一 kh xL. 


(3) Mit it COCOS) 是 曲面 上 一 条 非 直 线 的 测 地 线 , 它 的 找 率 


T = y = (f.a, f). 
L 测 地 找 率 的 几何 意 文 MUHTARAMA KERAS 5 的 法 向 量 平 
ÍT, P =+ n, RAER, IH 


c,  (a,n,n) = (r,.n,n) = -F (dr, nda), (2-9) 


其 中 了 为 5 的 第 -- 基 本 形式 , 称 = 为 $ 在 点 上 沿 切 方 向 条 r 的 测 地 找 率 或 短程 找 率 .从 
(2-9) 式 可 见 测 地 找 宰 类 似 于 法 曲率 ,对 于 确定 的 点 , 它 只 依赖 于 切 方 向 .如 果 一 条 测 地 
线 并 非 站 线 , 旭 它 的 找 宁 正 是 其 急 方向 的 测 地 找 率 ,这 就 是 测 地 提 率 的 几何 意义 ， 
2 测 地 挠 率 的 计算 公式 (2-9) 武 也 可 写成 
de^ — dedu dw 
E F G 
L M N 


HP D= V EG- 局 ,7 为 3 的 第 一 基本 形式 ， 

将 公式 {2-10) 与 (2-15) 比较 ,可 知 在 曲面 上 菜 点 的 主 方向 就 是 测 地 措 率 为 零 
的 方向 ;曲率 线 就 是 沿 着 它 的 每 一 点 的 切 方向 都 是 测 地 挠 率 为 零 的 方向 

对 于 一 条 异 于 直线 的 曲面 上 的 渐 近 曲线 , 它 在 每 点 的 措 率 等 于 曲面 在 这 点 说 
此 切 方向 的 测 地 挠 率 . 

i b e RBS DUEB]: COS 

t, = (4 — Ni)sinpcosg, (2-11) 

其 中 PET T ERE ME 是 所 对 应 切 方向 与 第 -- 主 方向 的 有 向 角 . 

3 测 地 找 率 与 法 曲率 的 关系 为 


l 


re = pI (2-10) 


1 de, 
Tg = 3 dp 
此 式 可 由 公式 人 2-11) 与 欧 拉 公式 (2.17) 推出 . 
2. 主 曲 率 、 全 曲 牵 与 中 曲率 
(1) 主 曲 率 与 主 方向 “在 曲面 上 某 一 点 的 法 曲率 x HOC UT Jr fel (du ds), 
对 于 不 同方 向 < 的 值 -一 般 不 相同 ,如果 用 切 平面 上 一 个 前 o € [0,2x) 来 作 自 变 
ERY c = efep) 为 9 的 函数 .法 曲率 关于 切 方 秽 的 提留 值 , 即 是 使 dx, /dp 
= 0 H3 e, 称 为 曲面 在 这 点 的 主 曲 率 , 相 应 的 切 方向 称 为 主 方向 .如 果 在 曲面 的 某 
点 , 洪 所 有 的 方向 ,法 曲率 都 相同 , 则 由 (2-6) s RT A Lue, 5j du de) 无 关 , 两 个 基本 
形式 I 与 IT 成 比例 ,或 
L.M:N- E: FC, 


2 曲面 论 ，237 ， 
称 此 点 为 脐 点 .全 部 由 和 脐 点 构成 的 曲面 是 平面 或 球面 ,或 是 它们 的 一 部 分 . 
在 幅面 的 非 脐 点 处 ,法 曲率 的 两 个 逗留 值 记 是 极 值 ,- -个 取 极 大 ,一 个 取 极 小 , 记 
£ = min(i,) g e = maxíx, ). 


1? 主 曲率 的 方程 ” 主 曲 率 x, HH FARE: 


E - L xaF- MN 
e F - M VEMEE (2-12) 
或 
(EG ~ Fr? — (EN - 2FM + Gide + CLN - M?) - 0, (2-13) 
r 主 方向 的 方程 EFE du, de) HE TARMA.: 
Edu + Fdv Fdu + Gdr 
Py + Mde Mdu + Ndv| - 9. (2-14) 
或 
dt? - dredu dw 
E F Gi-90. (2-15) 


L M N | 
对 于 曲面 的 非 脐 点 ,从 {2-14) 式 可 以 得 到 曲面 的 两 个 不 同 让 方向 ,而且 岗 个 不 出 让 
方向 是 互相 厂 直 的 、 

(2) ex SPpHOE ” 由 曲面 的 两 个 主 曲率 e oe DREH K = nues H = 
(5112) 分 别称 为 曲面 的 全 曲率 (高 斯 曲率 ) 和 中 曲率 {平均 曲率 ) .反之 由 这 商科 
曲率 又 可 以 确定 两 个 主 曲率 : 

k«,2-H-wvw K-K, ko =- H+ v HK. 
据 (2-13) EHI COO BURLS REDE R BUSES PB RE HAS 


LN — M? 

- -| 
K EC. F (2-16) 
g ; EN - 2FM « GI, 

- 2EG - 天 


PP EA Eue) 公式 AEE — ex REESE [6b 2 Tap) A HH E 5S ENILT CB SE ECRTI 

主 方 向 的 主 曲 率 有 如 下 关系 
Ka E Kos p + PETE (2-17) 

其 中 p 是 从 第 - - 主 方 向 {对 应 于 x1) 到 法 曲率 所 对 应 方 趾 的 有 阿 阴 . 

2 EDADE S ER Rodrigues) 公式 】 HL IBI TE-— AAE A dr Cos, 
(dudo) ) 的 特征 (或 者 说 其 充分 必要 条 忻 ) 是 

dn 一 一 «dr. 

也 就 是 说 , 沿 此 方 启 曲面 的 法 向 其 n 的 微分 dn 与 曲面 前 团 方 向 dr 平行 . 

3. 其 面 上 点 的 分 类 与 密切 扼 物 面 

曲面 上 的 点 按 全 曲率 兵 的 符 导 共和 分 为 3 类 , > 0, K « 053 K = OB ex Ay I 
称 为 椭圆 点 , 双 曲 点 与 抛物 点 .由 (2-16) 式 知 ,K 的 符号 也 就 是 第 二 基本 形式 i 的 
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判别 式 LN — M 的 符号 . 

曲面 在 它 的 每 一 点 go SERE TI EE X1 BÉ CDupien) 标 线 .在 直角 坐标 
SC ro. £i, eye) 中 , 标 线 用 方程 

KIA Sy, stl, =0 (2-18) 

给 出 .其 中 ew 5 ew 是 沿 曲 面 在 点 ro 的 主 方向 的 单位 向 其 ,ex 是 曲面 的 单位 法 向 
8t. (2-18) 式 中 第 一 式 的 正 负 号 选 到 是 使 得 标 线 为 实 曲 线 . 

曲面 在 它 的 每 一 点 ro SEG DEDE S.— P BE RETE XX Ex P1505 00 LA E , E EXP ET 
角 坐 标 系 中 ,抛物 面 用 方程 


23 = qx + asy? 


给 出 . 
对 于 曲面 上 的 3 种 点 ,相应 的 标 线 与 密切 抛物 面 如 表 2-1 所 示 . 


对 于 椭圆 点 EXNMELIMIN- E: F: C,BUEE 2H Ex. ROS x E 
于 抛物 点 , 若 叉 满足 上 上: M N= :下 :如 ,只 可 能 = MW -N= 0, 则 称 为 平 点 ， 
因为 在 这 两 种 情况 下 , 则 面 上 的 点 分 别 在 球面 与 平面 上 . 

4. 曲面 在 一 点 分 近 的 形状 

曲 画 在 其 一 点 邻近 的 形状 对 于 不 同类 型 的 点 ,形状 各 不 相同 ,近似 于 曲面 在 这 
点 的 密切 抛物 面 的 形状 . 

(D 在 椭圆 点 ,由 于 天 = xixs > 0, 两 主 曲率 同 导 , 任 意 方向 的 法 曲率 介 于 它们 
之 间 , 所 以 x 与 ki 也 同 号 . 克 所 有 法 截 线 朝 女 平面 的 同一 侧 弯 曲 , 因 此 曲面 在 这 点 
邻近 的 部 分 都 在 切 平 面 的 间 一 侧 , 并 且 只 有 这 点 在 切 平面 上 ( 见 图 2-9). 

(2) 在 双 曲 点 ,由 于 天 = oe? < 0, 两 主 曲 率 异 导 , 有 王 个 渐 近 方向 , 据 欧 拉 公 
XL, = xieosp + sinp = 人 0, 得 


tan zi 
= + - 
P Aj Pii; 


BIB 1-980325 I) B 53 8g EZ in] LS fl CRLEH 2-10). 

f 75 m f 3E 7r VEO SER TE PERI AAA. EH Hti BUB RUE HEDR e > 0, 
在 男 一 对 对 顶 角 里 e, < 0, 故 法 截 线 朝 切 平面 的 两 但 弯曲 . 曲面 在 这 点 与 切 平 面相 
交 , 其 交 线 在 这 点 的 切 方向 正 是 两 个 渐 近 方向 .曲面 在 这 点 邻近 形状 近似 于 双 曲 折 
Py CHO) 面 ( 见 图 2-10). 

(3) 在 抛物 点 ,由 于 =x = 0, 至少 有 一 个 主 曲率 为 零 ,其 对 应 的 主 方向 又 
是 新 近 方 向 .法 曲率 e, 不 变 导 ,因此 ,在 殷 物 点 , 除 在 渐 近 方向 以 外 ,一 切 法 截 线 都 
SH DTE ri A69 F8) — 9825 i ( RLPH. 2-12). 当 两 个 主 曲率 都 为 零 时 ,这 点 是 平 点 . 
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B 2-11 图 2-12 
-N- pu [E EIER 
曲面 上 各 种 曲率 及 其 相互 关系 如 图 2- 13 所 示 ， 


-we | = ant 


us lak’ t's Ea - 608 p + sini p 


wine 


3 一 曲面 《一 曲面 上 的 曲线 


E] 2-13 
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2.3.3 曲面 上 的 曲线 与 梧 线 网 


1. 曲面 上 的 曲线 

(D 曲率 线 ”曲线 CCC S) 为 曲率 线 , 即 它 的 每 一 点 切 方 向 都 是 曲面 的 主 方 
[o] .曲率 线 的 微分 方程 为 
di^ - dedu di 
E F G 
L M N 

特别 地 ,* 线 是 曲率 线 的 茶 件 是 Fr — CM = 0; o 线 是 曲率 线 的 条 人 忻 是 EM - FL 
= 0. 

曲率 线 的 几何 特征 : 语 曲 率 线 曲面 法 向 量 m 的 微分 da 与 曲线 的 切 方向 dr 平 
行 ; 或 沿 曲 率 线 曲面 的 法 线 曲面 构成 可 展 曲 面 . 

因为 球面 或 平面 上 任意 方向 都 是 主 方向 ,所 以 在 这 两 种 册 面 上 ,任意 曲线 都 是 
曲率 线 . 

(2) 渐 近 曲线 h CC C. 5) 的 每 一 点 的 切 方向 都 是 上 巾 面 的 渐 近 方向 , 称 C 
为 5 的 渐 近 曲线 , 新 近 曲 线 的 微分 方程 为 

Ldu? + 2Mdud» + Nd? = 0. 

E S E Bip s PORE DCEEIBCK > 0) ,不 存在 实 的 渐 近 曲线 ;在 S$ 上 由 双 曲 
点 构成 的 区 域 里 ( 才 < 0) ,存在 两 族 不 同 的 渐 近 曲线 ;在 S 上 由 搜 物 点 构成 的 区 域 
BK = 0) ,存在 一 族 渐 近 曲线 . 

训 近 曲线 的 几何 特征 : 沿 新 近 曲 线 ,曲面 法 向 量 # 的 微分 dm 与 曲线 的 切 方 同 
dr 答 直 ;或 是 曲线 为 直线 ,或 是 曲线 在 每 一 点 的 密切 平面 都 重合 于 此 面 的 切 平 面 ， 

(3) 测 地 线 ” 在 曲面 5 上 测 地 曲率 在 每 点 都 为 零 的 曲线 C 称 为 5 的 测 地 线 或 
Am Qm. 

类 似 于 平面 上 的 直线 .在 参数 网 为 正 交 岗 的 情况 下 (F = 0) , 调 地 线 的 微分 方 
程 为 


= Ü. 


Er Fa l iinr, (2-19) 


ny 


Jln d 
E- VE e aa 
其 中 r 为 从 二线 到 所 求 测 地 线 的 有 向 角 . 

(2-19) 式 和 (2-20] 式 分 别 是 以 * 为 自 变量 ,以 eur 为 术 知 函数 和 以 & 为 自 变 
量 ,以 v.c 为 未 知 函 数 的 常 微分 方程 组 .在 给 出 相应 初始 条 件 下 有 唯一 的 解 . 这 说 


Bj. k $ 上 任意 一 点 (uo, wo) 的 任意 切 方 向 mo, 存在 唯一 一 条 S BOUM MEX CC), 
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ns)),s e [ 55.5, ]. 

I 测 地 线 的 几何 特征 CHS ERWARTE EE EL | C HER X 
证 人 的 每 点 的 从 切 平面 重合 于 5 的 切 平面 , 亦 即 沿 尼 的 评点 其 主 法 线 重 全 于 3 的 法 
EKE p = 霸 丸 .例如 ,旋转 曲面 上 的 径 线 是 测 地 线 , 球 曾 | 的 大 圆 为 测 地 线 . 

7 测 贞 级 段 的 最 短 性 ”曲面 土 在 区 许 有 测 友 平行 岗 的 适当 区 威 内 ,在 连接 什 
X P à m AR En D CR i E BS IR EC DA died. Pd B, oe rei EE TEE CP X e I] 
I) Bi Ri RP S ed xx 3 XLI EKRI EK. 

2. 曲面 上 的 曲线 网 

(OIERA Ah 1-3 PUR Hl PES SRE -BEEK B ERR. h o EX 与 ? 线 
Fg hA e ey y 283 pen. 5 Dod Xy 1E 3E DRIED) 3E or A RR (PU :基本 形式 化 为 站 六 
Rs F = 0. 

(2) Haei — enis EATA E dr 与 7 IPSOS S BAEk il = 
ndr = - dndr 4t , RIS E dn&r = &ndr = 0,8 dr òr Jys KAI --xp dg Arih. 
ang direi E PK £X 19 A p iE 8 ex Aab MEG rin] , MULT Lx M ARR NE Se od. 
Air uy Hed EE En 6 0 EAR PE RSS AERE pp M = 0. 

(3) ARR 在 曲面 上 巾 两 族 曲率 线 构成 的 网 称 为 曲率 网 . TOV CREER d. D 
任意 曲线 为 曲率 线 , 因 此 ,在 这 两 种 曲面 上 住 意 下 效 网 内 下 曲率 网 ,两 个 六 方向 即 
是 正 交 六 各 也 是 共 坦 方向 ,因此 ,参数 网 为 曙 率 网 的 充分 必 竖 条 件 是 

FF= 虹 =. 

便 如 ,在 2.1 节 (4) 中 给 出 的 旋转 曲面 Sr = (fV ulceszLfCa)sine, ea 的 第 

c. EIE 


| 2QUeg»d fdv. 
| = EEE Jal ag, 
VER I T Up: 
b Sed Oris EBERTAIIRO 为 曲率 网 . 
(4) Bü Y irf] h thE -AR Aek AH IESSSLE CERA HEEL P] Bs A 3 Hh 
平行 网 . $ f Eg 3M E 1T PAESI T5 2r TEETH d UT 基本 形式 为 
I = du^ + GC u vli. 
(5) SENAKU WENS- EAE GA Un R13 Y, 
I = A(Cu,vMdu + de^), 
则 称 参 数 网 为 等 温 网 .任意 曲面 存在 局 部 的 等 温 阿 .因为 沾 面 的 第 一 基本 形式 可 与 
H los dé) + do, 上 式 表 明 , 任 意 曲 而 可 以 局 部 地 共 展 上 平面 , 苑 ID = Aa. 
(6) 切 比 雪 去 (Chebyshevy 网 如果 在 曲线 网 中 任意 册 线 四 边 形 的 对 边 都 相 
等 , 则 称 这 曲线 网 海 切 比 司 夫 网 , 戎 数 网 为 切 比 雪夫 网 的 序 分 必要 条 件 是 E = G 
= .因此 切 比 雪夫 网 的 第 一 基本 形式 为 
[ = du? + 2coswdudy + di^, 


Hi: o 为 参数 曲线 之 问 的 类 有 . 
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2.4 ”曲面 的 基本 公式 .方程 与 定理 


2.4.1 曲面 的 基本 公 人 或 与 基本 方程 


1. 曲面 的 基本 公式 
记 曲 面 的 两 个 自 恋 量 为 ul = H, u? = v, 曲面 方 程 为 f 一 r( i), X. id * = 


DECi = 1,2). Me EREA C rr n). BOTATA AEAEE 
| I gyt dw dul, m 
I = &j(uUbdwdy, "^ 


H 


k = 1,2, (2-21) 


其 中 

£i 7 E, ga = n- F, &»- 6, 

b= Lb, b= b= M, bn = WN, 
并 且 采 用 了 唾 指标 求 和 的 记号 ,在 {2-21) 式 中 已 经 省 略 了 通常 求 和 的 “3 记号 .对 
基本 三 楼 形 3 个 基本 向 量 关 于 d RT, E 


ry( = 2) = nb. (2-22) 
nj( 二 en) -- gb. (2-23) 
EPERE a; ] 的 逆 
[ol =- [gl = om LB g= guea- eh 
r$ = aero Ty = di 2u dud 


Dy, PEERS n I 8 — , 26 Su EHE BR Christoffel) 记号 (简称 克 氏 记号 ). 克 
氏 记 号 关于 两 个 下 指标 是 对 称 的 , 即 DE ODD = D 
2. 曲面 的 基本 方程 
(2-22) 式 与 (2-23) 式 称 为 曲面 的 基本 公式 或 标 形 的 求 导 公式 .这 两 组 公式 作 
为 两 个 自 变量 ,3 个 未 知 向 量 函 数 n; 与 主 的 偏 微分 方程 组 .有 一 组 可 积 条 件 ,这 就 
是 下 面 将 得 到 的 基本 方程 . 为 此 可 利用 (2-22) 与 (2-23) 式 得 出 关于 ri n BP OC 
微 商 与 求 导 次 序 无 关 的 式 于 
Org dra n Fn 
Qu dw’ éI Ad 


即 可 得 到 


5. 


ari 
Jut EFi + Fr i du 


2 ”曲面 论 


= bus bm — bas b.e. 


"Een = Dia - laby. 
(2-24) 式 左 边 是 由 es 的 不 高 于 二 阶 偏 导数 所 构成 的 量 ,iu 为 
ap; oa 
Ri, = 了 - a + DIU — Tl, 
称 为 曲面 的 黎民 (Riemanny 曲率 张 量 .也 可 引进 
Rik = gimRy- 

这 样 一 来 方程 (2-24) 可 改写 为 

Fg 二 一 ( bybg 一 baby), 
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(2-24) 
(2-25) 


(2-26) 


(2-27) 


(2-28) 


FR (2-28) sk 7a Bi rir 53) A 75 T ER (2- 25) 式 为 曲面 的 柯达 疗 (Codazzi) 方程 . (2-27) 


式 的 Ra 也 可 写成 


P gy , 9" ga E P gy gi 
Idu! Jud Jå PIu 


Rig = +t Tol 
实际 上 ,高 斯 - 柯达 奇 方程 共有 3 个 , 即 
Hin =- gk, 
gb 9b i 
Ad od = buie Pus 
ob gb i 
E» - =- hU bd h, 
其 中 高 斯 曲率 
_ bubo 一 5p 
ifn 一 En 


从 高 斯 方程 得 到 重要 的 高 斯 定理 :曲面 的 高 斯 曲率 A MU Hl 


EXE. 
下 面 给 出 在 一 些 特殊 参数 网 下 的 高 斯 - 柯达 奇 方程 
(1) 在 参数 网 为 正 交 网 ( gi。 = 0) 下 高 斯 - 柯达 奇 方程 

(FEX) T), . 
| JE | AS] uvm K, 


(A) - C), Pr a 


JE G | VEG ' 


(2) TESER BE = A (di? e dD FIEL TRES 
(Ina) a + Cln), =- ALK. 
(3) 在 测 地 平行 网 (ff = da + Gd) 下 ,高 斯 方程 为 
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Qe) = ~- Y CK. 
(4) 在 切 比 雪 志 网 (7 = du? + 2cosce dude + dv^) F, AWARA 
Uh 三 一 Ksino. 
(5) 在 曲率 网 (gu -0,55 = 0) F AERAR 
L, = HE, , Na = HG, 
其 中 如 为 曲面 的 中 曲率 . 


2.4.2 曲面 的 基本 定理 


{1) 贡 面 崔 一 存在 定理 CE Ou» Ej] kb DC, R^. 上 两 个 微分 形式 
I Edi? + 2Fdudo + Gd, 
l| = Ldu? + 2Mdude + Nds, 
HP E, F, GE R? EG ESRB CEHRSEEELLIM.NCHIETEIT) -MATa H E> 
0, G > 0, EG - F > D, {farin £y. £35) 为 三 维 欧 氏 空间 E^ 让 一 个 正 交 标 形 ,! le, 
t9) € Ré rp- GER WB. E.G, ,NN 满足 高 斯 - Aika A Fi gE 扬中 存在 唯一 
^- iii Sir = rlu, v) Cue) € 民 , 使 得 了 ,fi 分别 为 S$ 的 第 一 ,二 基本 形式 , 且 在 
gm Ups ty) Abs EA Cr: €i, em €39) 为 其 基本 三 校 形 ， 

(2) 曲 曾 的 存在 定理 “在 区 域 RtC Om) CBWE 一定 光 滑 性 的 两 个 二 次 
微分 形式 T (正定 ) 与 正 ,它们 的 系数 讲 足 高 斯 - EETA tE WE E^ 中 不 计 空 间 
的 运动 , 存 壮 以 【 和 TE 为 其 第 -…, 二 基本 形式 的 暴 面 . 

(3) 曲面 的 崔 一 定理 A 品 中 两 个 曲面 $5 S 是 可 以 道 过 空间 中 的 运动 互相 
远 合 的 充分 必 竖 条 件 是 适当 地 选取 公共 参数 使 得 它们 有 相同 的 第 --…,. 二 基本 形式 . 


2.4.3 特殊 类 型 的 曲面 


曲 别 的 林 本 定理 表明 ,两 个 基本 形式 在 满足 -- 定 条 忻 下 溃 以 确定 曲面 . 一 些 特 
跌 类 型 的 临 而 ,往往 可 以 通过 它们 的 定位 向 量 及 其 求 导 .皮卡 三 梳 形 .二 曲率 E 
率 与 中 曲率 ,和 第 .…… ,二 基 本 形式 的 特征 来 描述 .者 2-2 列 举 了 4 类 曲面 的 特征 . 

1. 平面 与 球面 

平面 与 球面 是 分 别 全 由 平 点 与 轴 点 构成 的 曲面 ,它们 的 全 则 率 与 中 曲率 分 别 
WEK= H-05K -= P 产 0. 它 们 的 定位 向 量 分 别 满足 微分 方程 下 +r = 0 与 (r 
— addr = Ka 为 常 向 其 ) .它们 的 两 个 基本 形式 分 别 满 足 上 = 0 与 = AL ,Az 
0. 

2. 直 级 面 与 可 展 曲 面 

由 空间 单 参 数 直 线 族 构成 的 曲 南 称 为 直 绞 面 ,其 方程 为 

Sır = afu) y bluu E TL,v € (— 9, + m), 

其 中 blu bia) O0, Rit I blu)! - DA SHARRA mE. = + 地 '， 
r, = b, AER s FIIF xr, x bw xb. "4p rii E A3 ex EY IR] — A 
线 移动 时 ( 即 u 为 常数 ,w 变化 ) ,一 般 说 来 ,n 7T THREE 2E IE, BU 3 的 切 平面 绕 直 
母线 旋转 .从 双色 x b B. x bla b,b = 人 0 时, 的 方向 不 变 , 此 时 党 同一 


2 曲面 论 * 245 « 


E REEL S 天 有 -个 切 平面 . 称 此 直 纹 面 为 可 展 曲 面 . i8 6] 4 As BT FE ELE (Hj. 
表 2-2 


各 法 7 IKREK "m 
各 切 平 页 平行 : 'ip|KeH-0| YA 


TE 
个 切 平面 


js 
的 下 绞 面 


吕 展 曲面 满足 (or b.) = 0. «€. 工 .可 展 晶 面 又 可 分 为 3 类 ,分 别 是 柱 面 ( 
= TR SD HENC = 常 向 基 ) SORRIR = Aa). 可 殿 曲 面 是 高 斯 曲率 才 = 0 
的 曲面 . 
不 可 展 曲面 的 例 地 如 下 : 
2 


2 2 
(1) FEN Ax ih rhii Abt -* = 1 
或 


l+ Ht ] - ur 
yz a ——— ,b — , e — : 
+ 村 十 六 Te 


(2) XX Bh Moto h “opes 

ay, 
rz Calu +v}, blu — v),2ur). 

£x EU uE.DA EAA — X BE dar REX ELE h CER: p 369 RIS IRE EL GERE, 参数 
LZULJIPE EPESN d PESE 

(3) EM F = (ecosu, vsinu , au) EA B] TE Bl IB]. 

3. 极 小 曲面 

H = 0 的 曲面 称 为 极 小 曲面 .下 面 给 出 极 小 册 面 的 网 三: 

(O EM r = (veosu, vsinu , au) 是 极 小 曲面 . 

(2) EB r= ( acosh cosv, acosh "inv, u) hi pe p dl iin 

2 5) uEBR EEA ERDA, B A SE ci e LE RHET Ps e EE TERI Re DE ^] A , 0] y 
平面 或 县 链 面 . 

(3) 平移 曲面 是 指 用 方程 = f(x) + gtY) 表示 的 曲直 ,容易 证 明 , 若 平移 曲 而 
是 极 小 的 , 则 为 会 尔 克 {Scherk) 极 小 曲面 : 


az = In(cosay/cosax). 
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2.4.4 曲面 族 的 包 结 面 


1. 单 参 数 赐 面 族 的 包 绪 面 
已 知 单 参 数 曲 面 族 
中 
如 果 另 有 曲面 5, 对 于 任意 点 + E s ARPER HE ,使 得 点 FC S ,并且 在 这 
点 处 曲面 5.53.5, 相 切 , 即 它们 有 相隔 的 切 平面 , 称 曲面 $ 为 曲面 族 ( 5,) sem. 
(1) 对 于 每 一 个 4 ,方程 组 
F(x,y,z,À) = (, 
(a: le LA) -0 
表示 的 曲线 C, 称 为 在 曲面 5 上 的 特征 线 . C, 是 曲面 5 与 族 中 相 邻 曲面 3 aa 的 交 
sE H Aa 一 0 时 的 极限 位 置 . 族 中 各 上 曲面 的 特征 线 构成 包 缮 面 5. 因 此 从 以 上 方程 
组 中 消去 参数 A, - 般 可 得 到 S 的 方程 . 
(2) 对 于 每 一 个 4 ,方程 组 
有 YE = 0, 
[hsc = 0, 
Falx,v.z,À) =0 
表示 的 点 n 称 为 特征 线 G 上 的 特征 点 , 它 是 特征 线 C, 5RR Ca 的 交 
点 且 当 AX 一 0 时 的 极限 位 置 . 族 中 各 特征 线 C, 的 特征 点 构成 曲面 族 的 背 线 C, 它 
与 各 特征 线 C, 在 交点 处 相 切 .从 以 上 方程 组 中 消去 参数 4 ,一 般 可 得 到 消 线 C 的 
方程 . 
Li 1 求 以 曲线 Circ r(s) 上 的 点 为 中 心 ,所定 长 r 为 半径 的 球面 族 的 包 络 


面 
解 REA 
Sile- ris- à) x90. 
对 上 式 美 于 s 求 导 两 次 得 出 
(p - r)a =0, 
«(p - DB-120. 


X c = OBILC AT BER, LER D IN EE RT. 
3j æ ORT. Br DR 3 AiR 


p= r+ RBV Ry, R=- 


其 中 RR 为 C BS SETS, EA AREKE E , GI IR a ELS 1 7 E 
S: p = ris) + r(foosO + Ysin?), 
bi € 1,0 € [0,2n], 
其 中 * 与 9 为 旬 络 面 的 参数 ,此 包 络 面 是 一 个 共有 为 中 心 明 线 以 r 为 半径 时 的 管状 
HB ri. 
pia HERE 


2 Km * 247 ， 


s (各 + 5)« 三 = | 


的 包 络 面 方程 为 Ae + 5) = 1. 其 消 线 方程 组 的 一 个 方程 为 12s+ + à? = 0,14 


此 管线 是 目的 ,或 不 存在 消 线 . 
2. 单 参数 平面 族 的 包 络 面 
厦 为 特例 现 讨 论 单 参数 平面 族 的 包 猴 面 .一 般 曲 面 在 荃 一 点 有 一 个 切 平面 , 因 
此 一 个 曲面 的 全 体 切 平面 构成 依赖 于 两 个 参数 的 曲面 族 . 亿 对 于 可 展 曲面 ,因为 沿 
每 一 条 直 母 线 只 有 一 个 切 平 面 .所 以 它 的 切 平面 全 体 是 音 参数 的 平面 族 . 而 族 中 每 
一 个 平面 与 它 相 切 , 故 原 可 展 曲 面 是 其 单 参数 切 平面 族 的 包 络 面 . 反之 ,任意 给 出 
单 参数 平面 族 
m: AAJ + BlA)y e Clàibz+ Wà) = 0, 
上 式 对 4 求 时 所 得 方程 与 其 联 立 的 方程 组 
[43 + B(A)y + C(ADz + DA) = 0, 
A'(A)x + B'FÉFA) y + C'(A)z 4 D'(a1 20 
8 DET Gn) 的 特征 线 .由 于 上 述 方程 组 为 *,y 与 z 的 :次 方程 组 , 故 特 征 线 就 
是 直线 . 由 这 单 参 数 直 线 族 生成 的 直 纹 面 是 可 展 曲 面 .这样 -来 , 单 参数 平面 族 的 
包 络 面 是 可 展 曲 面 ,其 方程 从 上 述 方程 组 中 消去 4 得 到 ， 
I? 当 所 有 特征 线 互相 平行 时 , 包 络 面 为 柱 面 ; 
2 当 所 有 特征 钱 通过 一 定点 时 , 色 络 面 为 锥 面 ; 
P 当 所 有 特征 线 是 俏 线 的 切线 时 , 包 络 面 为 切线 曲面 . 
例 3 平面 族 
m: X€60sÀ + ysinÀ — zsinÀ = | 
的 包 络 面 为 x* + Cy a) = 1, 对 包 络 面 方 程 作 旋 转 的 坐标 变换 ; 
1 (o Y—z T+- 
t= yc 万 “= 万， 
包 络 面 方程 变 为 x* + 2y7? = 1, 包 络 面 为 一 桶 较 柱 面 . 
例 4 平面 族 
m: Ax + 2A¥ + 2z = 2 
的 包 络 面 为 y? - 2xy - 2y + 1 = 0, 对 包 络 面 方程 作 旋 转 的 坐标 变换 ; 
x oz 4 Ex 一 
"UB yy, z= Bc 
包 络 面 方程 变 为 
x'^-y?*-414.2y -1=0, 
再 作 平 移 的 坐标 变换 
tax, yzwvy-l, žer, 
方程 变 为 v7- y? — Z7 = o0 AAA. 
85 EB 


T,: xsinÀ 一 ycosÀ + z= 
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[ri 
解 ” 对 上 式 连 续 美 于 4 求 导 两 次 ,分 别 得 
XCOSÀ + vsmà = l, 
— xsinÀ + ycosàÀ = D. 
EA [3 SKK NEU xlv c (EE: 
r = (cosÀ sini, A). 
3. 与 一 条 空间 曲线 有 关 的 单 参数 平面 族 的 包 结 面 
空间 曲线 C 在 其 每 一 点 分 别 有 蜜 切 平面 xy ,从 切 平 而 m 与 法 平面 交 , 在 此 副 
WEE y, TARAR paaa 分 别 是 它们 的 法 向 量 ,因此 与 有关 的 共有 密切 
E Br Cx, MALES fü f p) 与 法 平面 族 ( xu) ,它们 的 方程 分 草 是 
ay: Ysp- ris)} = 0, 
mg: Bistp—- rt(s)) = 0， 
zm: GCs)p — r(s)) = 0. 
X Tx qu px 2/6 m TROEZE 5j PERI E ADR 2-3 所 示 


表 2.3 
H cA LET 特征 线 C, RC 
Pia) [C AA S, C 的 切线 EEr o) 
p= ris) +s} por«ia 
" CH MEE Ims * 0 
BEER On) p= Fs) + tr -eyis)ip-r-idü ii er Ft 
VS NOR.) C 的 极 线 曲 面 Sa C Ro rh ch R 


pore RGBG) «mig o re Remi Conor RT 


对 表 2-3 中 内 容 说 明 如 下 : 

(1) 肯 线 在 某 点 的 切线 正 是 则 线 的 密切 平面 族 (mry) 在 沪 点 的 特征 线 ,到 此 晨 
线 的 切线 出 面 开 是 放 ( wy) 的 包 络 面 . 而 族 (ry) 的 背 线 正 是 曲线 本 恬 . 

(2) 肌 线 的 瞬时 旋转 向 量 又 称 达 布 (Darboux) 向 量 , 它 在 曲线 的 基本 三 楼 形 
(rst, By) 中 的 a 轴 上 的 分 量 为 找 率 7z, 在 7Y 轴 上 的 分 这 为 曲率 x ,在 站 轴 上 的 分 
BENE ,因此 达 布 向 量 是 有 = ra + 他 .通过 曲线 上 点 r 且 平 行 达 布 向 量 的 直线 称 
为 直线 在 这 点 的 瞬时 旋转 轴 . 由 出 钱 的 所 有 了 瞬时 旋转 轴 4: 成 的 曲面 称 为 曲线 的 从 
可 展 曲 商 . 曲线 C 的 从 切 平面 族 (xg) 的 包 络 面 是 曲线 C 的 从 可 展 曲 面 . 而 瞬时 旋 
转轴 正 是 从 切 平 面 族 (rp) 的 特征 线 .曲线 C 的 从 切 平面 族 (xg) 的 着 线 是 

G: peasri+. 42. 
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(3) 曲线 的 曲率 轴 ( 或 称 为 极 线 ) 是 通过 曲线 上 点 上 的 几率 中 心 rr+ RB, H YI 
TülEEMÉEYyRPEZo-reRBerr(—9 cte). 抽 有 与 曲线 在 这 战 有 3 个 
重 香 点 的 球面 中 心 都 在 曲率 轴 上 .由 曲线 的 所 有 曲率 轴 生 成 的 曲面 称 为 曲线 的 棚 
线 曲 面 .有 曲线 C 的 法 平面 族 (x) 的 包 络 面 是 曲线 《 的 概 线 曲面 .而 曲率 轴 开 是 法 
平面 族 ( x,) 的 特征 线 .而 族 ( x ) BER RE 

C: p=r+ip+ Ey, 


2.5 ”曲面 的 整体 性 质 


2.5.1 盟 面 的 高 斯 REA 


设 秆 是 空间 的 曲面 ,其 边界 为 34 ,下 面 给 出 曲面 的 “个 重要 公式 一 一 高 斯 - 
BB E (Causs-Bonnet) 公式 (简称 G-B 公式 ). 
(1) M EX oM RÉ— SR XETE PL HE EX C- B 公式 


| sa 十 [| xaa = 27, 


Ep M 为 - -个 单 连 通 的 曲面 ,es 与 分别 为 曲面 前 测 地 出 率 与 高 斯 曲率 ,d4 = 
w EG — Fduds 为 曲面 的 面 元 . 
(2) M 的 边界 2M 是 一 条 分 女 光 滑 闭 曲线 的 C-B 公式 
MT T [| xaa 十 了 > 人 = 2x. 


其 中 边界 34 = Doe Docs D, Bn BOB EU MOM JE n TUS LUE 
质点 处 的 外 角 为 8 2s 
(D M BILE. IM RETAABOURBIBALS CB 公式 


IET * || gaa + ya, = myi M), 
E M s 


其 中 边界 51 = C0 0a CC 是 a 条 互 不 相交 的 简单 分 段 光 消 闭 曲线 ,9 
上 所 有 项 点 处 的 外 角 为 &0i = 1,2,…,p), 共 p 个 ,条 为 多 笑 通 区 域 ,其 欧 拉 示 性 数 
为 yM). 

(4) 于 是 一 个 紧 致 曲面 , 即 2M. = 人 为 空 集 , 则 CB 公式 为 


|| kaa 二 2ny( M), 
H 


AP iM) = 20 - eg), 
HP g AMGA. 

例如 , 当 ME -ANE AET, te E PA GBA, AM = i+ 
D D,D 是 测 地 线 ,x。 = 0,8 = n - 机 ,其 中 机 为 测 地 -角形 之 内 第 ,于 是 得 
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|| &a4 + 3r- EF + As + A3) = 2m, 
或 三 角形 三 内 角 之 和 为 ， 
SS) 2 A, A; = 十 kaa. 


M 
这 样 一 来 , 测 地 三 角形 三 内 前 之 和 SCA) ,对 于 天 > 0 的 曲 面 , SCA) > x; 对 于 
K < ORAH, SA) < n XIF K =D 的 曲面 (可 展 曲面 ), SCA) = r. 从 而 在 曲面 
上 分 别 得 到 了 欧 氏 几何 (kK = 0) 与 非 欧 氏 儿 何 (K > 0 或 天 < 00 的 模型 . 


2.5.2 Ka n d s 


4 Hi Arb e E D C HB ri PO o PR Hi T , aS SE RET . HE a EEEE AR 
的 切 平 面 的 一 侧 , 楷 球面 是 卵 形 面 . 

和 卵 形 面 的 阿达 马 {Hatamardj 定理 。 设 曲 面 Miro riu o) 是 一 个 及 形 面 , 它 
的 高 斯 映射 g: M — 3 单位 球面 ) 是 M IST i SEDE -对 应 .也 即 一 个 卵 形 
面 的 球面 像 正 好 一 次 覆盖 整个 球面 . 

BREITE E PERRA RE”. 也 就 是 说 ,对 于 两 个 等 距 的 孵 形 面 ,它们 之 间 只 
能 相差 一 个 E? 中 的 运动 或 反射 , 即 形状 也 是 一 致 的 . xx A EP ERBUIL -AR 
( Cohn- Vossen) 定理 . 

PEEHI - 沃 森 定理 iM 59M REB BIEGER Lf: M M REPRE COR 
持 第 一 基本 形式 不 变 ), 则 了 也 是 保持 曲面 第 二 基 术 形式 不 变 或 相差 一 个 符号 的 映 
射 .从 而 在 村 上 的 限制 是 名 中 的 运动 或 运动 与 反射 的 磁 积 . 

球面 是 孵 形 面 的 一 种 ,如 和 何 判断 一 个 卵 形 面 是 球面 , 则 有 有 一 系列 整体 的 结果 . 

若 一 个 曲面 的 两 个 主 曲 罕 xj 与 ,或 全 曲率 天 与 中 曲率 乒 之 问 满 足 一 个 函数 
方程 

Fixe 20 
或 
W(K,H) = 0, 
Tj i uc dt Du ds SR PR ZR B (Weingarten) 曲面 或 W- 曲面 .如 果 w- 曲面 的 x 为 «| 的 
AAA E ARR w- 曲面 ,其 充分 必要 条 件 是 
W, Wa, > 0. 
饥 形 面 为 球面 的 定理 。 特殊 的 卵 形 W- 曲面 是 球面 . 
I? 全 曲率 为 常数 或 中 曲率 为 常数 的 卵 形 面 是 球面 . 


P 全 曲率 与 中 曲率 之 比 龙 为 常数 的 孵 形 面 是 球面 ， 


r 全 曲率 与 中 曲率 满足 
ak + 25H +c = 心 
的 卵 形 面 为 球面 ,其 中 albe HER, A 6 - dac > 0. 
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3 ” 黎 曼 几何 与 张 量 分 析 


3.1 流 形 上 的 张 量 及 其 代数 运算 


3.1.1 流 形 上 的 张 量 

B M = U 以 为 :个 R 维 微分 流 形 , 它 是 由 至 多 为 可 数 个 坐标 邻 域 Vi, U2,… 构 
ALD CPUS FERIT EEE 与 上 的 点 x ,在 5d! 的 坐标 为 (x¥) = lin, 
e), 在 U REAC) = = (xa veux EIUS ERES 


ài zox(x) BO ox 2x(v). ijel (3-1) 
ENDE M. LES E D E E ER 1] ARAI : 
CD 数量 . 纯 量 或 函数 ,或 0 阶 张 量 
Atx): AC) = Af}, 
Rp AO 5 a0)OD0 分 别 是 A(x) 在 5 与 如 中 的 分 量 ,1 必须 相等 . 
(2) 反 恋 向量 或 1 阶 反 变 张 量 


a(i): EG) = Pac). (3-2) 

EERTE RARES" D DEUS, ERE H TREERE. 
(3) 共 变 向 量 或 1 阶 共 变 张 量 

Bx): Gh) = $5569). (3-3) 


(4) r BEIGE s 阶 共 变 r + s 阶 泥 合 张 量 
A(x): q" ied. Jyh a a | EF. axh xh u Jah 而 krok 


Rk Jahi axes aa^ Jxh 33s ga Treh 


(3-4) 


张 量 4 在 坐标 系 心中 分 量 为 4 号 Qe) TE U PPISAHIOEAS 2 GO). c s Bol 
ütib mr** 个 有 序 分 量 构成 . 
(5) r Br HE s 阶 共 变 的 r + s 阶 权 为 w 的 相对 混合 
—H oh EET ax" Msi 


AGO: Aj ij = Ja dh — 34" By Ix 

dx ink [ G7 sana d xl” 

33 Ah geh Een dee (3-5) 
式 中 权 数 o y — 48 8, 24 ow = 0,(3- 5) 式 成 为 (3- 4) 式 ,相对 张 量 成 为 通常 的 张 量 . 
ww = 上 的 张 量 称 为 密度 相对 张 量 ,o = -1 的 张 量 称 为 容 记 张 量 .这 是 因为 上 = 2 的 
面积 元 dA = V EG - dudy 系数 的 平方 是 一 个 这 样 的 纯 量 或 0 阶 张 量 ( 见 第 2 章 
2.2.1 小 节 中 {2-4) XD. 
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O H1 2BLEECHESK ER Ax X) 为 坐标 系 上 中 点 x HERR x CÓ) 为 坐标 系 
UP a B) At. ACKO TE U "PEE At), 而 在 5 中 的 分 量 为 

6L da Jx m 

AS (x*) = 54 24 4 (D. 
例 2 2 阶 共 变 张 是 A(x) (EU PRADERA ALCGC) .而 在 如 中 的 分 其 是 


A GHz A E Aula"). 
例 3 REE LIEB OG AC) AE UP I SERE AG) ,而 在 五 中 
SHE 
—i— P ga! 
Aj = 34 3s 
以 上 3 BET ROS FRRS Jo Pod R. 
HMA REES x BERG 之 微分 (dx) 是 一 个 反 灾 向量 或 1 BrE, 


这 是 因为 dx = 2* au ERU G-D R. 
例 5 wrist co e C) END OIDELI: 
RED 


AR x7). 


IAL) ,23A(X) Ow 
9x OW Ox" 
类 位 于 G3-3) 式 . 此 黄 变 向 基 记 为 YA = gradi, HERA A 的 梯度 . 


3.1.2 ” 张 量 的 代数 运算 


两 个 类 型 . 阶 与 权 都 相同 的 张 量 A 55 B (ER x AHAA) = BCx) ,其 充分 必 
[LE T NAE cb P LUE a C LIE MAN ECRIRE E b! 
中 也 相等 . 张 旦 相等 的 概念 具有 对 称 性 、 自 反 性 和 可 传递 性 . 

专 张 晨 是 指 在 任意 坐标 邻 域 中 的 任何 一 点 ,所 有 分 最 帮 为 零 的 张 量 . 

L 张 量 的 线性 运算 

两 个 类 型 . 院 与 权 都 相同 的 张 量 A 与 吾 , 它 们 的 和 4 + 旦 是 一 个 在 任意 坐标 邻 
域 中 其 分 其 是 4 与 吾 的 对 应 分 量 之 各 的 同型 E 5 skr: 

Chu T Ape t Pape 

数量 4 与 张 量 4 的 积 B = AA 是 -一 个 在 任意 坐标 邻 域 中 其 分 量 是 1 与 4 的 分 

utc Pur 
jus 7 HIOA” 

显然 AA 与 4 是 同型 . 阶 与 权 的 张 量 . 

以 上 两 种 运算 称 为 张 量 的 线性 运算 . 

MES COE 


设 和 是 一 个 混合 张 量 4 ,r,s m 1, 令 任 一 个 上 指标 和 一 个 下 指标 相等 后 ， 
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雷 对 这 个 指标 求 和 ,就 得 到 一 个 r -1 阶 反 变 与 s -|【 阶 共 空 的 张 基 . 
Pi. JKlit A = (p ,经 编 并 后 得 到 数 其 
Aim Aba + 
Xl 3 BREE A = CAD £e S8 an RAPA L i ESE Bin Be e pn] Ng: 
B = (b), b = AP, 
C - (e), el - A. 


3. 两 个 张 量 的 张 量 积 
没 权 分 别 为 o SORTIRA = (A277) 8 B e (80 BRRR C 
=- AG B, kikiri 
让 
Ah ihtiro Miah bh 
HERK. ERCE PRA re p RET, s qhi E BUS o + A BISK SK 
HEA Ru ES I SME E e. a Run E A ap SERRE ox 
因为 在 定义 C Bh ERP ,必须 遵守 指标 之 问 的 相 开 顺序 . 
4. 张 量 的 内 积 
HTI H A 5 B ARR, EHE A PERT) 指标 与 8B 中 下 (或 上 ) 指标 的 
缩 并 ,所 得 结果 称 为 和 与 号 的 内 积 ， 
例如 , ai， =z À, Aj = €, Aid, = ej AiB} = f. 
5. 对 称 与 反对 称 张 量 
张 基 A = (477 0 对 其 中 某 两 个 指标 ,例如 与 与 o. IURI EE 
A 
出 张 节 A 称 为 关于 这 两 个 指标 是 对 称 或 反 称 的 .如果 其 中 时 组 指标 都 为 对 称 或 区 
称 的 , 则 称 此 张 攻关 于 这 组 指标 是 全 对 称 或 全 反 称 的 . 张 地 的 对 称 与 反 称 性 不 因 举 
例如 ,二 和 阶 对 称 张 量 是 满足 下 式 的 张 芋 : 
Ay; = Ap A? = A, Aj = Ah 
二 阶 反 称 张 甚 是 满足 下 式 的 张 量 : 
二 = 
6. EE S PR (Kronecker) jd & (PE [Fx m) 
"Eid 
， 1l. Hic js... 
SEEN Xij, (,j 2 lyon 
R--4 a 阶 皮 变 1 阶 共 变 的 张 量 .推广 的 克 氏 沁 号 
T [: 1， 5 iioi ETAGE, He B TEKER js 


D, 对 于 其 他 情况 ， 


ipis’ ES | eR 
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是 -- 个 fr 阶 反 变 r 阶 共 变 的 27 阶 混合 张 量 . 它 是 一 个 对 于 120… 半 和 所 记 … 忆 都 是 全 
反 称 的 张 其 .关于 推广 的 克 氏 记号 满足 如 下 性 质 . 


(DO 4 “关于 上 指标 全 对 称 ,而 玉 ^ ;关于 下 指标 全 对 称 时 , 则 


nU. TERR 
AUR gr A 0, 


ABA Cae. 
ipét à gms 


B sy Qaí,7 0. 
AU Akrek 
(2) 对 于 任意 全 反 称 张 量 452 S 
On 和 rl. 
(3) üt a! 


aiei (a = s) visse mà 
ARR CO (na- ET AA 
(4) AHARI ELF n 阶 的 置换 记号 
T [T EP 2-5 
JEDE Sq 7 Sgen 
它们 分 别 是 一 个 阶 为 rn, 权 次 + 1 与 - 1 的 完全 反 称 的 相对 张 量 ,并 且 满 足 
r inion, i PECA MAAR, 


gh - Ei i = 0, 


gü i 


Pu ETT xd 1,2,…,n 经 偶 个 或 奇 个 置换 得 到 时 ,ei = 中 和 二 
=+ 1 或 -1 
另外 还 成 立 
ehh e Lui = nl, 
i 
Listed Ue RU 
error PM hee h T = (a- i ue 


det( A) = eh 7&4! LX AR = € Qe S AR A? Af 


3.2 3"& 9 BUC 


一 个 n 锥 微分 流 形 村 上 ,利用 一 个 正定 的 二 阶 共 变 对 称 张 量 ,在 M 的 切 空 

间 上 定义 切 向 看 的 内 积 , 从 而 导出 村 上 的 黎 黑 度量 ,使 4 UOS EREHROD RARE 
[B] . 

微分 流 形 M = UU, 在 点 Y(x)fE M) 的 反 变 向 量 alx) = (Calo) 的 全 体 
falx) 称 为 流 形 M TER x 处 的 切 空间 , 记 为 Ty = falx) E DEO E Rx SERE 
AREE bx) = (b; CDD BS PR Eb CX) L 称 为 流 形 M (E Rx 处 的 余 切 空 间 , 记 为 Ty 
= lbC xo + 

设 有 一 阶 对 称 共 变 张 草场 如 = Ca CAD) 定义 在 整个 微分 流 形 M E, GEE 
对 称 张 量 , 即 
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gj( x) = gx, 
g = det(g; (450) > 0, 
gu X) 在 各 坐标 部 域 上 具有 连续 偏 导数 , 则 称 此 流 形 M. OSEE OE. G AET M 
上 的 获 受 变量 ,一 般 说 来 ,如 果 只 要 求 G 满 秩 并 不 正定 , 则 称 M ST XB UE. 
ERSE 上 定义 二 阶 反 变 张 量 


COP PER 或 y= e, 
其 中 oc) ROBER[ eu] PER ey 的 代数 余子 式 , 且 GG = 0. GAA M RERI, 
H. 


ds? = gy d'dr 
FR 3 p Bk Cd OS c o S DEUS CAE T ERRE AARRE. dE ^ 
标 变换 下 ,g 的 变换 式 为 


VE = Va e am ) (3-6) 


在 时 上 张 量 的 指标 上 升 与 下 降 . 对 于 M LRR Thie = (a), MESE 
g TLEL AEFKE S = (aD, Hor ES 
a = god ， 
称 上 为 如 的 伴随 张 量 ,有 时 仍 记 占 为 e = (aD Fh a BI b 区 过 程 是 利用 度量 张 基 休 
指标 下 降 . 反 之 从 一 个 共 变 向 量 a = (a), 也 可 以 通过 ( 好 ) ,得 到 一 个 反 变 向 时 
a = gla, 
WO Ca) 到 { an) 的 过 程 是 用 度量 张 重 作 指标 的 上 升 ，- 般 地 , T-A 
422 ,可 以 通过 虚 对 ;指标 上 升 或 用 gy; 作 i 指标 的 下 险 . 阶 数 高 于 一 阶 的 张 量 有 


A ia ES 


多 个 伴随 张 量 . 为 了 用 -- 个 记号 A 素 表 示 秒 一 张 量 的 各 种 伴随 张 量 ,就 必须 安排 
好 上 下 措 标 的 顺序 .例如 ,在 42 p EE; VERIS OE Gi ES 


ABA 
REP 
两 个 向 量 的 内 积 : 设 袭 曼 芒 形 中 某 点 切 空 间 两 个 ( 反 变 ) 向 量 的 坐标 为 4a 55 
(的 ), 则 它们 的 内 积 或 数量 积 定义 为 
ab = gj(x*)ab = ab = ab; = ba 
HE a 的 长 度 | a | 或 绝对 值 为 
lail-via' l, d = gx ew. 
长 度 为 1 的 向 量 称 鸭 单位 向 量 ,两 个 向 量 a 与 8 之 间 的 类 角 8 定义 为 


cod = 


|a ab bi 
特别 地 (Lai) 正 交 于 (2) 的 条 件 是 ab = 0. 
3 fp -F — HERE IE 7E APE SEA — HEUS E), RERA 
dA = v EG - F^dudv, 
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n HESSE DEBE BUG 
dV = Y gdx!da?: di^. 
15 (3-6) 3X, dV 是 一 个 在 坐标 变换 下 不 变 的 量 . 
S SE OE IPIE C;x = x (0) HAMED 


s) = fi V gti dt, a = didt. 
to 
HEPREAA D: xh mox g a 的 体积 为 
V( D) = IBI v gCa*) dx! dx? dx". 


3.3. HEASSE 


3.3.1. 共 变 微分 


t. 黎 曼 空间 的 克里斯托弗 尔 {Christoffel} 记号 { 或 克 氏 记号 | 
(DX 类 克 氏 记号 为 


v _ l(284 | 28 ^8j) - | . 
Dy - LE VUE LIE ET (3-7) 


EER g 的 - - 阶 偏 导数 构成 的 , 且 关 于 前 两 个 指标 对 称 . 
(2) 第 一 类 克 氏 记 导 为 


r$ = gs. (3-8) 
它 是 由 第 一 类 克 氏 记号 的 第 三 个 指标 上 升 而 得 到 的 .由 (3-7) 成 与 (3-8) 式 可 得 
TE The + Dh = 0, (3-9) 
: _ dlnvg 
ri = 9 (3-10) 


2. 张 量 的 共 变 导数 与 共 变 微分 
(1) 纯 基 或 函数 的 普通 导数 与 微分 就 是 共 变 导数 与 共 变 微 分 , 即 


df = Df = S ds = f uds. 


(2) 向 其 的 共 变 导数 与 共 变 微分 . 
RERE) 的 共 变 导数 为 


l O 24 2 
adj = aij = Gg + D. 


TRE -个 1 阶 反 变 1 阶 共 变 的 混合 张 量 . 丽 反 变 网 量 的 共 变 微 分 为 
Da' 二 oq dy 三 da' 十 Fady. 
DAS 1 阶 反 变 张 量 . 
上 共 变 向 量 { ai) 的 共 变 导数 为 
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i m d = 本 Ä 
EE— T 2 Br HOSESK i. mE E E E 
Da; = a pdaf = da; 一 Djajdy ， 
(3) r 阶 皮 变 s 阶 共 变 张 量 的 共 变 娃 数 与 共 变 微 分 . 
WKb(AT “) 的 共 变 导数 为 


FIEL 
] "ir 
Brat, E zn ART nde NO Qqist a 
ARUAACT à x* (M D ga a T cM pA eh? 
-个 CHER s41 MERIK ut. jj Ed i Ty y 
pA" A dat 
Jm h nj. 
u gt. NO a Hzncdii. ^y TEE? k 
= dA. s + (S IA ARUR Me h, Ain - dx. 
基本 张 锯 的 共 变 导数 为 零 ， 它 正 是 (3- 9) 式 ， i 


By = OR ghy = 
克 氏 记 寻 站 的 共度 导数 为 零 ; 
"n = Q. 
3. 张 量 和 与 积 的 共 变 导数 和 共 变 徽 分 
HE EAO ET ARO BER P E PG TRIIR, ED 


(4^ 1 EI ae ) dp 1t2 
Fi D. . = uH... - 加 的 . " 
An Airek? "HP A hk 
i igeri Kp ET ip piat E^ RES TERI Kika kp 
{4 Josa BAT Bm 
AÓÁUa after P ok HAAS HR Aajycs o hirig 


4. 纯 量 的 梯度 、 向 量 的 旋 度 与 散 度 
(1) 印 性 了 的 梯度 是 - :向 是, 其 共 变 分 量 为 


fos E, gradf = (0. 


ox 
JR EA) 
fao gr sb. 
VETE 


rot(a,) = (aj, - a,.;). 


"ET ida 
一 一 —4 
或 roti a; ) 三 (aj. j 一 aji) = (5 T 5d l 


它 是 一 个 2 阶 共 变 反 称 张 量 . AR a) ERTAN fE a = 2L 的 充 
分 必要 条 件 是 其 旋 度 为 零 


po 5. 二 0. 


e. 
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(3) mE e) 的 散 度 是 其 共 变 导数 a! ,关于 指标 i,j 的 缩 并 , 即 
dives = a! ;, 


= 区 Die. 
利用 公式 (3-10), 即 得 t a) AREA 
d a ga!) 
VE 4 7 
3.3.2 HRE 


1. S HEKE 
(1) SERA AETS Pe 
Rh = dr -2 I ITE. 


VT T DU. 
由 上 两 式 相知 曲 率 张 量 是 由 克 氏 记号 及 其 一 阶 偏 导 数 悔 成 的 . 曲率 张 量 也 可 
WEEKE gy 及 其 一 ,二 阶 侦 导数 构成 ， 


- Pga L3 Pgp 2 gy Rs 
Ra = 7 iy. + Fon ^ 0xOx — 2m.) dE LE 
(2) 曲率 张 量 的 性 质 


jit 
(3) 利 齐 (Ricei) 3 BRE h RRIK RPI 
Ra PR = Ba. 
它 是 一 个 对 称 张 量 


R; = Kg 

2. 利 齐 公式 

共 变 导数 的 运算 ,不同 于 普通 求 偏 导 数 满足 两 次 求 偏 守 与 次 序 无 关 的 性 质 . 一 
般 说 来 ,对 于 向 量 ( ai) ,二 阶 共 变 导数 与 求 导 次 序 有 关 , 即 a - o1, 9 0.74132 T8] 
之 差 与 黎民 曲率 张 量 有 关 , 这 就 是 下 述 的 利 齐 公式 . 

(D EF CIE RT EE Ca ,有 

a g 一 afg = Raja! . 
(2) 3E TF3E2E RS] EE Ca ,有 
fk Og E Raah. 


(3) 对 于 一 般 张 量 (4 D. 有 


J 


i ahis Cg. hahai 
A Aj. = > Rin us mA a Ud, -之 | Ru Aj bh] " 


Jx 
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3. ELE E (Bianchi) 公式 
dii 3e eK ht IE HE TE SUP S REA F HC E IE 2S R 
Bass 十 Rank 十 Rok, = 由. 
SEDES UTERE TIED IEEE 


曲率 张 量 , 利 齐 张 虽 等 还 有 如 下 性 质 : 
Rj — Raj = Rit 
R,, = 2R, 
jaat c, = Ry- RE i 
gG = 0. 


4. 黎 曙 空间 在 二 维 切 平面 上 的 截面 曲率 

在 空间 某 点 的 切 空 间 中 的 两 个 切 向 量 (a 7 53 C ) 由 博 定 的 二 维 切 平面 EE RES, 
EA 

E Rao a 
K(x) =- T i Bugg) abab 

WRA x BAA EERS ERA 个 二 维 曲面 . 则 KC 就 
Té RH E P RT HUE. 

如 果 截 曲率 与 方向 {e) REC 8 T BULPR BR 8$ 5 18) a: A TE E 9 LEGE HE ETE f 

Ry =- K(gag; — guga). 
FH KAHRA Schur) 定理 ). 且 有 
KG 
K = 0 的 字 间 称 为 平坦 空间 或 欧 氏 空间 . 


3.4 ” 张 量 应 用 举例 


3K ut Sie 8 3) TERI SEHR. 在 力学 和 物理 学 中 用 张 RRRA E E t A 
titi , Hj SK ht o Pr 7J AE ARTES. 

1. 应 力 张 量 

控 弹 性 力学 理论 ,固体 在 受 外 力作 用 时 发 生 形变 .有 有 HER AA 7E UJ. A 
加 是 指 通 过 该 点 的 某 个 断面 上 单位 面积 所 受 的 为 .因此 鼎力 不 但 依 赖 十 该 点 位 轩 
还 依赖 于 所 受 力 的 断面 方向 .这样 需 要 用 一 个 二 阶 张 披 玉 肯 示 应 力 . 

yk Ri zs i8] E fB SAT Ox x x. (ON, Oe ese ;在 固体 由 点 POP 作 :个 以 天 为 
一 顶点 各 棱 分 别 平 行 于 坐标 轴 的 长 方 体 元 素 { 如 图 3-1 Pr ,楼 长 分 别 为 As; 设 
tjt e; 3E EFL. ER A o if 53 HOE pi 81 so E B5 Rz 23 29. er; , 则 有 
8 ”= -fi: 即 应 力 大 小 相机 而 方向 相反 .说 应 力 o; Jor R23 02. 02,03. BI €; = 
gj. rtt Gui On. 03 分 别 是 应 为 Tis Ti: F3 EA or at FIR IEREZJ IN auti 5 "E 
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体 的 应 力 张 量 . 

2. 应 变 张 量 

在 外 力作 用 下 处 于 平衡 状态 的 固 
体 不 仪 应 力 可 用 张 量 来 描述 , 其 应 变 
iz np Fk S So. 

在 直角 坐标 系 Orna 中 , 设 
因 伟 内 邻近 的 两 点 为 Pir), 
Qr & Ar) CR, E 3-20, r = (x, 
ET m (år ðn, An). Æ 
Em. P 5 Q9 NM x s tit SI gx 
P 与 0 , 记 wwtr) DA PSP' 的 
位 称 向 量 , 而 wir+ Ar) AA Qal 
”的 位 移 向 量 , 于 是 


OP' = r+ u(r),0Q"* 


因此 从 P* 8| 如 ”的 相对 位 移 是 
Ar'-P'Q' 
与 Ar 之 差 为 

Au = Ar" 


相对 位 称 Ar* 


记 


ur) - Cm x Lus( x uy (x) LAT 


得 
Au; = Ax; - Ax; = 
由 泰勒 公式 近似 地 有 


wit x; 十 Ax) 一 uil x). 


称 为 前 应 力 . 因 此 ,固体 内 每 一 点 + = 
(x;, X2, X4) 的 应 力 用 9 个 分 量 gu 来 表 
示 Eg JUR ERE: C 


gu Fg TH 
T= EA = É e» 5| 
J Ox Gy 
AD MEAR A Pb AB To 
LR JH 述 表 不 方法 得 到 
[cj] ,那么 有 a'; = afajoy, Ml af) Æ 
"UT PTS HEC) 是 二 阶 共 变 
KH. 
其 次 ,还 可 以 验证 (wy) 是 一 个 对 
称 张 量 , 即 满 是 rm = 中. 称 (ar) A 


BI 3-2 


2oFo Arc ur + Ar), 


= Ar + u(r + MF) — uir). 


-År = u(r + Ar) - uir). 


= (Ax, " Ax," Ax" ) 


(3-11) 


a 
wia t Ar) = u( x) = Fe Ax 
JÁ 


3 3E e JUfar jS SERE. : 261 * 


XE XL pp abge y 
Ju; 


x iJ = 1,2,3, (3-12) 


EERHAH EE H e 9- - Ern ST ACE AL . XR ER Zr Fn at REB BE SK Si Lax IT 
由 (3-11) 式 得 到 


ij = 


Au; = AX. (3-13) 
此 陈 说 明 霸 只 精确 到 As H R, ES EBDIEDSE FREE TS] b CE lb Au; 是 Aa 的 线性 组 
侣 ,其 组 全 系数 年 阵 是 [ 忆 ]. 即 辜 度 张 斌 ， 
控 弹 性 力学 的 定 交 ,同体 在 点 POr) 处 请 方 加 Ar Bu hr EA 


lar |-LAr 1]. Lu 
E= LAr I = Tar1， (3-14) 
W An | 较 Ar 或 Ar* SARE RETETA) 
时 ,如 图 3-3 所 示 , | An dS P Ar! |-1Ar| 近 


位 地 等 于 An 本 Are 十 按 影 之 长 ,即将 | Au | = 
Au CORE) HE A(-14) 式 并 利用 (3- 13) È. 


IAr | 
得 
ån -Ar __l 
7 lâr 和 T par A 
= M p fgAx; An, 
或 
Ax. 
E = fj. h= 一 一 一 一 (3-15) 
( 22532)? 


AP a; Rs) Bt Ar 的 方向 余弦 ,(3-15) SX RR SLE TE RE 4 n 18718] Ar BR EAE Rx 
HERA RAZ RRAN, H ROB IR GER PR HE UK EE. th RDRO- 15) A3 


HEREA 
En En Ép n, 
E= E? ny of Ex: MI H» |. 


£34 En Ep 


(3-16) 


f& (3-16) RPE ey = T Cg t) EESE (3-12) 式 的 对 称 化 张 其 ,也 


称 为 应 变 张 量 . 
位 移 梯 度 张 量 y 可 以 表示 为 它 的 对 称 化 张 其 sy 与 反对 称 化 张 量 避 之 和 , 即 
ty = Eg t kja 
其 中 
&j = la. ky = T -a 
3. Mg BIS EERP SC 
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由 车 干 个 质点 构成 欧 质 点 组 为 (P(rp)), 设 第 i 个 质点 的 质量 为 m, HERR EHI 
癌 计 为 记 , 在 质点 组 运动 时 , 设 该 组 构成 的 同体 的 骨 束 度 向 本 为 @, 则 第 i 个 质点 
HRE y = 外 x .运动 着 的 质点 组 关于 坐标 原点 的 骨 动 量 定 义 为 同 量 
L= 2 mn xv)- 2n n x (0 x rji 


- Xl [rm - Cr; * er]. (3-17) 
记 工 = E his ba, ba, = (01 02,03) . £F; = (x1, x3; 23) , II] (3- 17) 式 写 成 
一 Ion, {j,k = 1,2,3), (3-18) 
其 中 | 
A E 2 m y 一 tag) - I. 
或 


2 Dmi -ahh j = 1,2,3 
ip = iy =- 2 mexnaai， 
hy = ips- 2 MAA» 
h = h=- 5 maA 
(3-18) 3X BB, fé sh bt pu] et L B5) p St s PR RE o HRERS, HATER 
CH) 3&- T Lr JCAE XE PRSK dil RO Fi ex ERIS IL PERR TE Bt. 


f$ x x M 
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& 3E ER EE SLE e Po 2B RR Ur ERG EE, e jore C DH BUR Ur ER CIC 
EHR EPEMA 16 世纪 .在 会 元 16 世纪 中 叶 , 意 ABI RAZR P3 Cardan) TE RE 
江 次 方程 时 ,首先 产生 了 负数 开 方 的 思想 一 一 复数 的 萌芽 .但 是 ,长 期 以 来 人 们 把 
复数 看 作 不 能 接受 的 “虚数 " .直到 17 和 18 世纪, 随 着 微 亿 分 的 发 明 与 发 展 ,情况 
才 隶 渐 有 了 改变 .复数 理论 的 系统 角 述 ,是 由 瑞士 数学 家 区 拉 ( Euler) 作 出 的 .而 复 
蛮 明 数 的 系统 理论 的 形成 ,是 在 19 世纪 由 法 国 数 学 家 树 上 (Cauchy) 德国 数学 家 
5& 85 ( Riemann) FIRE UT FE ur BUE Weierstrass tE t B3 , JF ELT 24 M8 28A [PCIE BOTE E 
^r 3C PREN FSAA IAH. 20 tibe LAE Gm C EUEBTIT S oy x SB IR E 
P) RR e RARR T RE e BE ER. METER TE EL RRA LL TEBOR P Cups ^ 3h 7 
"E .流体 力学 .弹性 力学 .电磁 学 ,热力 学 等 ) 有 广泛 的 应用 ， 


1 复数 和 复 变 函 数 
ELE CU VERBI USCIRE RECTE RUN PM EGET EROR. 
1.1 ME. 


1.1.1 复数 及 其 表示 


1. 复数 
形 如 z = x+iy 或 = x + Yi 的 数 , 称 为 复数 ,其 中 x Hy 是 任意 的 实数 ,i 全 
六 = -1, 称 为 虑 单位 .实数 x 和 * 分 别称 为 复数 :的 实 部 科 虚 部 . 记 作 
x = Res; v = Imz. 
复数 除了 没有 大 小 关系 外 ,和 实数 -* 样 能 满足 相同 的 运算 规则 { 律 )， 
复数 x + iy As- iy TEARRE E: 为 z 的 共 力 复数 ,于 是 
x-iymzx-iy. 
2. 复数 的 表示 法 
复数 有 下 面 4 种 常用 的 表示 法 : 
(D) RREA 
7z = ¥ + "v. 
E$ z = x + iy HEAHEA xOy 中 的 一 点 Pa 90 表示 {网 图 1-1), 则 这 时 
的 xOy 平面 称 为 揽 平 面 (或 :平面 ). 
(2) Ies 
Z= rÁO, 
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其 中 r -= 131 是 向 量 OP 的 长 度 , 称 为 * 的 模 .9 = 
Arg: 是 向 量 OP 和 x WERA. 称 为 z 的 辆 角 ， 


即 存 
Izl-r- vx yi, 
tanë = Ir. 
由 于 辐 角 可 以 相差 2x 的 整数 信 , 为 确定 起 见 ,8 
可 只 最 主 值 , 记 作 argz, 这 时 - x < argz «ox. TR 
Argz = argz 十 2K (k=0, +l, +2) 


注意 , 当 z = 0 时 ,其 模 为 零 , 辐 衣 无 定义 . 当 
z 关 作 时 , 主 值 arg: REIF: 


arctan 


PA 
x { 当 :在 第 一 象限 | 村 )， 
arctan M tx (34 o: ERLAR), 
argz = 
arctan 二 -x (X z ER SARIT), 
x 


bl (34 z 在 第 四 象限 时 ). 


x 


arctan 


其 中 - S < arctan 一 < FE 
(3) 三 前 表示 法 
z = rlcosd + isn), 
其 中 orcos8 = x = Rez,rsind = y = Imz. 
{4) 指数 表示 法 , 
z= re". 
RARESA: e = cos 8 + i sin 日 可 将 复数 的 指数 表示 化 为 三 角 表 示 , 即 
x — re = r(cos Ü + i sin 8) 
= f cos O + j resin 
=x+iy 
= Rez +1 inz. 


1.1.2 D5 AN ib. 


如 图 1-2 所 示 , 取 一 个 与 复 平面 切 于 坐 
标 晨 点 的 球 , 球 上 的 一 点 5( 南 极点 ) 与 原 
点 重合 ,通过 8 点 作 愤 直 于 复 平面 的 直线 
与 球面 相交 于 六 点 (北极 点 ). 复 平面 上 任 一 
点 多 与 北航 点 话 的 连 线 NZ ,与 球面 有 唯一 Id 1-2 
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Agi P. 这 样 得 到 复 平 面 上 的 点 Z 5SkRIS Ef sk PR -o ox ag ox rd UN 
5 Fr ELEC Sm d E oo ,这 样 的 球面 称 为 复 球面 5 复数 球面 )， 

值得 注意 的 是 :无 穷 远 点 与 复数 无 穷 大 相对 应 .所 训 汛 穿 太 所 fed 
3633 X MALELA- :的 -一 个 复数 . 本 要 与 实数 中 的 无穷 大 或 正 { 负 ) XE 
混为一谈 ， 


1.2 Whi. Kik 


1.2.1 曲线 


(OD P z(0 = al) iyl O, EP slri) Ca e ssB) 为 实 变量 上 的 单 体 
连续 函数 , 则 zz = z(0 fa 近 上 < 月 为 复 平面 上 的 一 条 应 线 曲 线 , 当 昌 线 的 起 点 和 
终点 重合 时 , 称 为 闭 曲 线 ， 

(D -… 条 没有 重点 的 连续 曲线 称 为 简单 曲线 或 约 当 出 线 ， 


1.2.2 区域 


(1) 邻 域 ”点 6 的 分 域 1: -zw1< 5 是 一 个 以 z6 为 同心 ,8 为 半径 的 圆 ,点 集 
0<1=z- 为 1< 8 PRO as 的 一 个 去 心 邻 域 ， 

(2) 内 点 与 边界 点 EAR EAA u 至 少 有 个 邻 域 , 它 的 所 有 点 都 属 
T E MPE n E 的 内 点 .车 al E DOBER -ERRARE TF ERA At A 
E F EBJA, MFE z) 8 EARS. 

(3 开 集 ”车 点 集 5 的 每 个 点 都 是 5 的 内 点 , 则 称 E STER, 

(4) 连通 集 “” 葵 点 集 呈 的 任意 两 点 都 可 以 用 完全 民 上 总 的 折线 相连 接 , 则 称 
D 为 连通 集 . 

(5) 区 域 与 闭 域 ” 复 平面 上 的 非 空 连通 开 集 称 为 区 域 ,区 域 与 它 的 边界 一起 
构成 闭 区 域 , 记 作 D. 

(6) 单 连 通 域 与 多 连通 域 ” 若 在 域 口 宁 任何 简单 贡 朋 线 的 内 部 伞 舍 上 该 区 
域内 . 则 称 D 为 单 连通 域 ,不 是 单 连通 的 域 , 称 为 多 连通 域 . 


1.8. AERA .极限 .连续 


1.3.1 复 变 函数 的 概念 


B DD 为 -- 复 数 集 (或 平 堪 }, 若 存在 一 个 确定 的 法 则 . 控 照 该 法 则 ,对 -于 矢 个 复 
M z EE D, 有 一 -个 或 多 个 复数 v 与 它 相对 应 , 则 称 o 为 :的 复 变 函数 , 记 作 = 
JOD. Ek DON CO 的 定义 集合 { 域 }. 

E z 的 和 舞 个 人 秆 只 对 应 ww 的-… 个 值 , 则 称 Cz) 为 单 值 酒 数 ; 若 z 的 每 个 值 对 应 m 
的 两 个 或 两 个 以 上 上 的 值 , 则 称 ft 2) ou de f fr. 

在 w= fiz) = u+ iv H, uio DARASA) HOSCE IUBE B. 
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Flz) + flz) 
3 7 
2i 


u4 = Refi z) - 


Im/f( z) 三 


Y 
BET w= fz) Mh 
wlx,y) + ivlx,y} = f x+ iv) 
aA 48 Sj-T-AsE Y P3 6 PRÉ 
u = u(x,y). v= vix,vy). 
友之 , 若 给 定 了 w= uly) o = ola, y) M ulx, y) + inir, y) WET z= x 
iy 的 -EFAN w = fie). 


1.3.2 映射 的 概念 


函数 w = Aa) 在 几何 上 ,可 以 着 作 是 把 :平面 上 的 个 点 集 D( 定 闵 集 合 ) 变 
Aj e FAEH- TAEC AREE) 的 映射 (或 变换 )， 

车 DD 中 的 点 s60 被 上 映射 ww = fO) 映射 成 上 中 的 点 wo = fx). ER wo 73 zo t 
象 点 ,而 so 称 为 原 象 点 . 集 C ROSA D 的 象 集 ,如 图 1-3 PR. 


有 


z Fihi ie N^ mín 
图 1-3 


1.3.3 复 变 函数 的 极限 与 连续 
(D 函数 的 极限 IHE e > 0, 存 在 5 > 0, 恒 得 0 <1z- 21< 人 时 , 恒 


有 
Lf(éz2—-Al«es, 


则 称 A HA) 当 z 趋 于 时 的 极限 . 记 作 
limf( z} = A (K2). 


这 里 要 求 z 以 任意 方式 趋 于 2 时 ,4 是 唯一 的 . 
(2) 函数 的 连续 Ë 
lim f(a) = HENE 


2 解析 国 数 ，269 ， 
WPR fCz) 在 2 处 连续 . 若 六 zy) ERIR D Uo b bbyESE, wey f(z) E D REH. 
复 变 连 悉 函 数 的 运算 法 则 与 实 变 连续 函数 的 运算 法 则 由 类 似 . 


AY 
fA 1 memas = [+7 (240. 
0 {z = 0) 
E ”由 于 当 沿 y = fx BTF, A 


Bk PEE. 


k 


, . kx? 
Ix ,.gATY. 4S 
EMEK k 的 不 同 而 不 同 ,因此 ,liny(z) 不 存在 . 故 在 * = 0 处 扎 zy 不 连续 . 
HE) = w+t+iv= 2.3 + ORR x 2 0,v = O HARARE. PEEL x n0 
时 六 sy 是 连续 的 ， | 


2 解析 函数 


2.1 复 变 函数 的 导数 与 微分 


2.1.1. 叶 数 的 定义 
LEE w = A2) ERI D 中 基点 ;0 = xo + iyo f) SERATA EX, EESTI 
任 取 一 点 m+ Az(Az = Ax idy e 0, ARR 
1 Fizo + Az) - f(zo) 
ur Az 


存在 , 则 称 /(z) 在 zo 处 可 和 .此 极限 值 称 为 Az) 在 as 的 导数 , 记 作 
FG. d Bj) oo g L 


dz ity 
所 以 
f'e) - jim At BD fla, Gu) (2-1) 
2.1.2. HZ EX 
(2-1) xk idi BE ELS: 2g 
Jit Ax) — fé xg) = f'Cxg)Az + oll 1 (2-2) 


{as 一 0 和 1Azl->0 等 价 )， 
称 df zs) 三 了 2)ds 8k f ' ( z9)dz AS f x) 在 Zj Ab. 也 说 fCz) 在 20 外 可 微 . 
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2.2 解析 兵 数 概念 与 柯 西 - 整 曼 条 件 


2.2.1 解析 函数 的 定义 


FAR (i) 在 zo 及 的 邹 域 内 相处 可 导 , 风 称 六 2) 在 so 解析. 

EAD TEE D 内 每 一 点 解析 , 则 称 六 z) TE D 内 解析 ,或 称 大 和 d& D PII 
-个 解析 函数 (全 纯 耳 数 , 或 正则 消 数 ). 

车 f D Ez TÉ PILAR zw 为 fz) 的 奇 点 ， 


2.2.2 WAS X4 


定理 EAA) = ulr) + iv(x,Y) 在 定义 域 D 内 解析 的 充 要 条 件 是 wtx， 
yh olx, y) Æ DRA, HALA EAR - RREH, MP CRAI: 
Ju 3» Ou — v 
dx Əy? ay dx. 
若 上 所 zy 在 z 钼 如 导 , 则 其 导数 
/ti ESDS (2-4) 
Dii AR f) = az= -iy ERRI? 
$ 因为 urine Ka = x iy H 
TER pa s(x,y) =- y. 


(2-3) 


"i EET 25 = 0， SEES $a = -1 
见 f(z) = z 对 任意 :都 不 满足 CR 条 忻 . 故 由 定理 可 知 Fin 处 处 不 解析 . 
2.3 ”初等 解析 示 数 


和 实 初 等 函数 一 样 , 也 有 复 初等 函数 ,它们 也 是 由 一 些 最 基本 的 初等 冰 数 ,经 
四 则 运算 和 复合 而 成 ,但 在 复 初 等 函数 中 , 既 有 单 值 的 ,也 有 囊 值 的 ， 


2.3.1 £2 A Ed s 


A mu Pir) = atate aa EATA D PRRI N, HP as, 
a, 为 常数 .在 全 平面 D PERHARI EER, TARER ANEA 
s 
(2) ARER — DU GU PC) 0G) 都 是 多 项 式 ) 在 除去 0(z) = 0 的 点 
以 外 处 处 解析 . 这 是 - -种 最 简单 的 亚 纯 函 数 ， 
2.3.2 HAAR 


e = e'(cosy + i Siny), z — x uy 


2 解析 函数 -271° 


称 e(a expC 20 为 z 的 指数 函数 . 它 是 全 平面 D PRIKA. HB TEC AE E 
称 , 因 此 称 之 为 超越 整 函 数 ， 


TES ERE en 有 以 下 性 质 ， 
|oXHEIESÉzRxziIel262048te6.0. 
2 (es) = e, 

Ee 2 eut, 

P e 是 以 20 AARAA D, 

2.3.3 Ef d 

FRAR: sinz = e" "a 
RAAM: coss = e te 
1E 95 PR Y 53 ARAARA EA FEA: 


I? sins EHAN, ED sinl- z} = ~ sinz; 

cosz JE 8 PS CL BF cost - 2) = cosz. 
P sinz 与 cos: 都 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 
F e" = cosz 4 i sinz. 


4^ sin z 与 cosz 在 全 平面 中 解 柄 (也 是 超越 整 函 数 ) ni LI 


(cos 2) =- sin z, 
(sin z) = cos z. 
正切 函数 ， tanz = BM 
cosI 
余 切 函数 ; cotz = ee 
JEU] S C E; ART ORC FIER : 
I? tanz cotz 都 是 奇 国 数 , RA 
tan( - z) = - tanz,eot( - z) = - coti. 


2? tans cor 蚌 以 天 为 周期 的 周期 函数 , 即 有 
tan(z 4 x) = tanz,cot( z + x) = colz. 
7 an: AFHL, REDE cosz 为 零 的 点 站 ,处 处 者 是 解析 的 . 旦 
: 1 


(tanz)' = - 
cos! z 
cot: 在 复 平面 二 , 除 合 分母 sinz 为 零 的 点 外 ,处 外 都 是 解析 的 , 且 
(cotz)' 2 - "n 


(D Anp BATAR EL ERES v, PEE o E ERU Heu = Aia). MPR Go» 
E EHe 29 IRIS FU GR E 
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2.3.4 双 曲 函数 


X 83 IE SÉ : Sin 的 = 一 e 5 
双 曲 余弦 : coshz = Č Le 
它们 有 以 下 人 性质; 


1* sinhz Æ z HATAR , EI sinh( — z) = - sinhz; 

coshz 是 z AAH EI cosh( ~ z) = coshz. 
2 sinhz 与 coshz 都 是 以 2ri 为 周期 的 周期 图 数 ， 
F sinhz 与 coshz 在 :平面 上 处 处 解析 且 


(amnhz) = coshz, (coshz)' = sinh:. 
4 cosh: - sinz = I. 
5 sin(iz) = i sinhz, — eos(iz) = coshz. 


2.3.5 HAH 
若 z 关 0 日 er = >, 则 称 妈 为 z 的 对 数 函 数 . 记 作 w = Laz, Ae 


w= Lnz= lnls1+i Anz = lnl z lc d argz e 2km i 
{k = D, Łl, 2e), 
其 中 Inz = Inlzl+jargz C-n < argz e m) BAIR RS Loz 的 主 值 .所 以 
Lanz = lnz + 24x 1 ik=0, tl, 207). 
对 数 函 数 有 以 下 性 质 ; 
° Laz 是 一 个 无 穷 多 值 的 函数 . 
2 Dp x 0, z Æ 0, 9 
Ln(z, * z,) = Lnz, + Lnz;, 
If 21) = Lnz - Luz. 


£2 
y 在 全 平面 中 ,除去 原点 和 负 实 灿 外 ,inz 处 处 解析 ,日 (lnz) = b. 


2.3.6 3X AE SIR dE 
FAH. w= f = e" (z 0), 
其 中 a 是 任何 实数 或 复数 . 当 a 是 正 实数 时 ,补充 规定 :z = 0 时 , = 0. 一 般 说 来 ， 


z 是 一 个 无 穷 客 值 函 数 . 当 Lnz 取 主 值 nz 时 ,z> = ea 称 为 的 主 值 , 罕 函数 的 导 
fi» 


(z*y = az. 
根 式 函数 : (yz ),2 E. | z exp( 1 122 + ar) 


(0 < argz < 2m, = 0,1, 2,7, n - 1) 
它 有 5 个 不 同 的 解析 分 支 . 


3 ” 复 变 函数 的 积分 : 273 . 


2.3.7 SAMH IS EA X x5 X S 


从 前 面 可 以 看 出 : RET PS CS Ez p C LR PE r3 PP LR jS e EE R. 

MDA SEARA) 的 一 个 单 值 分 支 (简称 分 支 ), 是 指 一 个 单 值 解析 册 
数 , 它 对 每 个 iB HER AD 值 中 的 一 个 , 针 值 明 数 有 名 个 分 点 . 

(2) 支点 ”车 f i 各 个 分 吉 在 z = a BAGRA GE ME sa a -f 
单 闭 曲 线 时 ,fiz) 不 回 到 原 值 , 而 是 从 一 个 分 支 连 续 地 变 利 另 … 分 支 , 则 a 点 称 为 
支点 . 苦 = PH HE SS a 点 严 周 后 ,六 zy 回 到 原 值 .那么 称 a Ja fO) S m — 018p 
占 

容易 看 出 ,: = 0 及 : = o 是 函数 vz HA, hi ar BZA D AEn 
分 为 无 穷 密 个 单 值 连续 分 支 ). 

(3) 支线 HZR IO 的 定义 域 D. HEU E IL SE BILE AT. 
这 种 曲线 称 为 支线 . 

例如 多 值 和 解析 函数 f(z) = vw zla- a), 有 两 个 支点 ,好 将 连接 O, a 的 线段 人 
为 支线 , 则 在 割 去 支线 的 域内 .可 以 得 f(z) 两 个 分 支 中 的 什 -分 支 ， 


3 复 变 函 数 的 积分 


复 变 函数 的 积分 是 研究 解析 函数 的 重要 工具 ,而 积分 理论 是 解析 函数 许多 重 
REMIR. 


3.0. HERRIRA 


3.1.1 AFEA 
定义 BAe- f(z) 在 光滑 或 逐 段 光 清 的 简单 灿 线 C = ab PAEH 
M a 到 48 的 方向 在 C 上 依次 任 取 分 点 :@ = taa o b. EAR C AERUP 
HERBES LO = L2, m. ERETEZ, an = 2o 上 任 取 -点 
e, 3t E Fro, 
- 2G) 一 za) = DAE) Am 
TNI 


这 里 Az. = £p — i-l IE As, - "n tk HER, ó - Mon is, 8 n Jc pH H e £3 


于 有 零 时 ,如 果 不 论 对 已 的 分 法 及 总 的 取 法 如 何 , S, Er p. MARA a CRI 
积 . 并 称 这 个 极限 值 为 函数 Cz) 沿 曲线 C 的 积分 . 记 作 


MG - lim fa. 
! (Ano) tn! 


+ 274 * 96m EHE 


3.1.2. “积分 存在 的 条 件 及 计算 
{1) 将 复 变 男 数 积分 化 为 线 积 分 . 设 FOX) = ax D + in xy) IER GRA 
曲线 C 连续 , 则 积分 | A(z)dz 存在 , 且 
| Adz - | ace n9 - v(x, y)dy + if Gs + ul x, y)dv. 


E353 d ToC RESET. 
(2) 用 参数 方程 将 复 变 函数 积分 化 成 定 积分 . 设 简单 光滑 曲线 C 89:2 30 E 


为 
z= z(t) = xlt) Fi) agtig p 


则 有 NO = F Aa] rca. 


3.1.3. RAARD 
BG) 与 glz) 沿 曲 线 连续, 则 
r fd =- Í Adz (C- R CRABB). 


r | wz)ds = k| fos (k 为 常数 ). 


» | oo + g(z))dz = NOT s | Coa. 
4 acce 与 0 连接 而 成 的 , 则 
[ ris = [rona ej res 
5 设 曲线 人 的 长 度 为 上 ,时 为 正常 数 .函数 A2) 在 C IWE 
| Az) 1a M, 
删 有 INST « I2 | ds < ML. 


例 1 《重要 而 常用 的 例子 ) 试 证 
Í dz [s (n = 1), 
cfz-ai lo (ny 1 的 整数 ). 
这 里 COSE a 为 中 心 ,po 为 半径 的 圆周 . 
证 命 >= a+ pe^(0 «x 8 < 27). 此 即 曲 线 忆 的 方程 .于 是 
dz = ipe^d6, 


dz [^s ES kaa P 
故 [rs = ij d0 = 2 


fu y = f rag 


3 ” 复 变 函数 的 积分 - 225 ， 


: 2x 
- f [cosin — 1)8 — i sinc n - 1)2]d8. 


p 
Bina iht, 
2m ir 
| cos( n — 102d8 = 0, | sin( n — ed = 0, 
H b 
dz 
故 NE (n y Vis. 


92 计算 积分 | _Rezdz. 其 中 为 连接 (0.0) 到 11,0) 再 到 (1,1) 的 折线 . 


解 积分 路 径 由 两 条 直线 段 构成 ， 

x 轴 上 (0,0) 到 人 (10) 的 线段 ,其 参数 方程 为 z mor (Ou tu DUET dz = dr. 
Rez = niL AG. D HRE, SAHAA de uiCO m tux dz = idi. 
Rez = ,因此 


| Rezds = | + -idt = (5 + ir} dl 1 «i 
3.2 ”积分 基本 定理 


1825 年 , 柯 西 (Cauchy) 给 出 了 复 变 函数 积分 值 何 脐 与 积分 路 径 无 美的 回答 
一 - 柯 西 定理 . 它 是 研究 解析 函数 理论 的 基础 .这 个 定 惠 的 经 典 证 明 比 较 复 奖 ， 
1979 年 , Yybory 给 出 了 一 个 简单 证 明 . 

3.2.1 柯 西 积分 定理 


(1) 单 连 通 域 柯 西 定理 ” 若 f(z) 在 单 连通 区 域内 解析 , 虽 对 于 DD 内 任 - : 简 
单 逐 段 光 沸 闭 曲线 C 


| ds = 0. 
c 
(2) 柯 西 积分 定理 的 推广 设 C 是 一 条 围 线 (闭合 册 线 ),D 为 C 之 内 部 ,/(:) 
E DPI .EDID—.C LEZ, N6 
| ion 三 0. 
(3) &iti&iETIPGER S — i$ CO AEjEX B, 


D 内 的 一 条 简单 六 曲线 ,Ci C2, C, RETE C HA l 
部 的 简单 闭 曲 线 ,它们 所 不 包 会 也 互 不 相交 , 并 @ 


HA C, Cp €), 7. ,为 边界 的 区 域 全 含 于 Di 见 
图 3-1). 
车 fG) 在 D 内 解析 , 则 有 


o dz fas I] 3-1 
1 bio z 2o z 


9^ c6 
—* 


C 


- 276 > zoh ES-L4- TI. 6 


2 bros = 0. 


这 里 二 为 由 CC 及 Citk = 0,1,2, 0) WAEREA OHH) BHE L = C e € 
+ + + 6, 《其 方向 是 5 按 道 时 针 方 向 进行 ,C (Ck = 1,2, n) HR Et 
方向 进行 ). 

(4) iX D 是 由 围 线 上 所 围 成 的 多 连通 区 域 , Az) 在 内 解析 ,并 在 P= DeL 
上 连续 . 则 有 


1° | Adz = D Pod 
2 bros = 0, 
L 


3.2.2 MAA AM- EPE ÉDA 


(D BE 。 车 函数 o) 的 导数 等 于 f(z), 即 若 
p(s) = fz), 


WEE oL 为 及 z) BGB. B] Code 为 Kz) 的 一 个 中 画 数 


(2) 牛顿 - 莱 布 尼 花 公式 {N-L 公 式 ) 若 乒 5] 在 单 连 通 域 六 内 和 解析, FO) 是 
fiz) -ARR WA AH - 3p E ZE(Newton- Leibniz) 2i: 


[o4 = Fiz) - Fæ} (æE D). 
^0 


例如 ,在 区 域 D: - r < argz < x 内 ,函数 F(z) = Inz 是 函数 /(z) = 二 的 -- 
TERM, m) 在 D ARDT. 
pe = laz - Inl = loz (z € D). 


3.3 ”积分 基本 公式 
复 变 力 数 论 的 基本 公式 ( 柯 西 积分 公式 ) 是 由 顶 西 定理 直接 推 得 的 重要 结果 ， 
更 重要 的 是 通过 柯 西 积分 公式 ,把 对 任意 解析 函数 的 研究 化 为 对 柯 西 积分 的 研究 ， 
3.3.1 HARJAA, 


设 区 域 D 的 边界 是 围 线 忆 , fz) 在 DARRE D = H+ C EXESR WEG dura 
积分 公式 : 
Nz) = 二 中 feas (zy; € D). 
t 


2ni 
其 中 的 积分 称 为 柯 西 积分 . 
FAR C 是 圆周 : = m + Re, WA 


3 复 变 函数 的 积分 27] ， 


Fiw) = ij^ z + Redt. 
即 个 解析 果 煞 在 圆心 处 的 值 等 于 它 在 贺 周 上 的 平均 人 证. 


3 | zdz 
$a 计算 积分 /= P LG 


其 中 CC 为 P11= 1 221z-21=1 了 1z-11= 14 1:123. Cli 
E BI FT 73 [9] . 
解 根据 柯 西 公式 或 柯 古 定理 ,有 
oF 33-4 _ ae Z Ti 
u = ] € -2xi 22 -4|,. 1 5! 
Izd Z + = 
2 
F4 
2 | 4 . 
rJ- HM de = Dri zal: $w 
-lel Z+ 
2 
oF y zdz 
Yis d Gr DD 
zdz 
ei baccis 
zdz $ zdz —— 
, {2z + 1)(z — 2) + iz +12- 2} 
zi=l TE 


1 
io, jd. . 
= s+ gm =R. 
3.3.2 AATDAN 


(OD 柯 西 型 积分 的 定 闵 ” 设 上 由 复 平面 内 有 限 条 责 不 相交 的 简单 逐 段 光滑 曲 
ER OT GL aX PEE) 所 组 成 ,fz) 语 上 有 界 可 积 , 则 称 


Fiz) = x. Eae GEL) 


REA FC) 为 核 密度 的 柯 西 型 积分 . 
例如 ,积分 zx — ed48 (212 DR . 柯 两 唱 委 分 , 柯 西 积分 是 柯 西 型 
积分 的 特殊 情形 . 


(2) 柯 西 型 积分 的 n 阶 导 数 公式 


(n - nt A Eld 
EUG T heidy (E T 


QD 柯 西 导数 公式 。 设 区 域 D ERBRL = C+ Cose Cy os C 所 转 
成 的 有 界 多 连通 域 ,车 Aoo 在 D 上 连续 ,而 在 D 内 解析 , 则 对 D P3fE- s: BRE 
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n nl| fog " 
rm) = 2 (E. gn (n s 1,2, 


推论 1 若 f(z) 在 域 D ARR, A) (n= 1,2.) 也 在 D 内 解析 . 
推论 2 dx 在 za 处 解析 ,网 Cz) (n = 1,2,…) 也 在 zw 处 解析 ， 


例 4 计算 中 id. 


+t DN 
解 | _sinzdz zri y xi (_T xi 1 
(> 上 "E 二 3! sinz sud = 一 3 Cos — 二 一 3 cüzi. 


3.3.3 AAT XA 

EUG) HEEL C: (z- zls po (0 < po < o) I RUPEE EER , MH 
Ta] Pg 4s 25€ 

TK ao) 1g P (n = 0,1,200). 

其 中 Hp) = max 1 fz) 1 (0 « p x p. 

3.3.4 £X Rx 

车 函数 C2) 在 区 域 D 内 连续 ,并 且 对 于 D 内 任 一 简 六 封闭 曲 线 C A 

f Adz =0, 

Wl f(:) 在 DD 内 解析 . 

这 是 柯 西 定 理 的 道 定 理 , 称 为 莫 累 拉 {Moreraj 定理 . 

3.4 反常 复 变 困 数 积分 


前 面 讨论 的 复 变 落 数 积分 ,要求 被 积 函 数 C) 和 积分 路 径 都 有 界 .这 种 积 
分 称 为 正常 积分 ,和 数学 分 析 一 样 , 复 变 函数 积分 可 分 被 积 函 数 大 zj 无 界 和 积分 
Fiir C 无 界 两 种 情形 .这 种 积分 称 为 反常 积分 . 


3.4.1 AR E E hdc ESAE XL 


定义 ” 设 C 是 复数 域 五 内 的 简单 逐 段 光滑 曲线 ,rn C C. PS JC) 4E C - 
ET 土 连续 ,在 To MELA, 在 C Eto 的 两 边 和 者 任 取 一 -点 cy, 0 ARR 
„lim, | Adr 


存在 , 则 称 此 极限 信 为 函数 AO WER C 的 反 膏 复 变 丽 数 积分 . 记 作 
| Aor = ,和 ,| sf dr, 


并 称 Mr) Hs C 可 积 ,或 称 积分 | .Fr)dr dicat 


3 ” 复 变 函数 的 积分 


，279 - 
若 上 述 极限 不 存在 . 划 称 积分 | .Fr)dz AR 
定理 1 KSE C ARTELE O< a< IMR ERRER 

| Ke) ar, r9 C 


€ (r - rgl? 
is 
cH Ch ([EEXESIBgg,.nD6EÉnCcHWuemamqussm. 
Ji 在 D PIRE E D - lal 上 连续 (ea E C). ME a 附近 
PESE oal’ 
HpOxa«clz€D-lal.AXSCRENE BREL 


hr z)dz = 0, 


3.4.2 dE Exe 


EX CRAP SCEBOLURIR, AKAK) TEC- irol EE 
续 , 在 ro 邻近 无 界 ,ro € CL EUR E C 的 端点 .车 极限 


存在 (其 中 oe e; VUE ro 为 中 心 , 以 充分 小 的 正 数 ? 
5r -MA GE Ca SOBmT.R CÓ. 

-个 是 = EVE XLI THÉ ra TE ro BRI PRA ER IP o 
段 , 见 图 3-2) , 则 将 此 被 限 记 为 


"EMEN fís)dz [| fic). 
lim 2mi c-c, T - fg T zl, Tr- LE 
FEA (Of c asp x (Bf. ER GO AERE 
这 个 极限 值 称 为 积分 主 值 , 称 = 为 柯 西 核 3-2 


X2 Wfcy»oEXTOLHSPHIGBDOGHBZS C 1.. 83] C EIER. 

ERES 
If - fée ig Acl ri o c2l* (Oca, 

其 中 4,a 都 是 确定 的 实 常数 , 则 称 Fr) 在 C EWE a 阶 的 赫 尔 德 (Halder) 条 件 或 
HAE ALE f(r} €. HERR a 为 赫 尔 德 指数 . 也 可 简 记 为 六 rz) € H. 

EB 设 上 是 光滑 闭 曲线 ,已 取 定 正 向 , 若 7e # cT BE ERA 
在 ,月 
i Ko quud Ro-Knma ly n) (rn € €). 


2m e T- to T amrU T fa 
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3.4.3 高 阶 奇 异 积分 
EX ” 设 驻 为 一 简单 逐 段 光滑 闭合 曲线 ,nm Jib 451,0 < o s 1, PR 
fX: € HTC LE.WpgSmULEHEPS 
(n) 
-£ (o) dc (r9 € C). 


(o à Dicír- rg)^ 


f) a 
f. {r - rore Tiasa- lje 
例如 
o T 1l Kr) 
J. (r - to)" ide = ul. e - UL ro € C. 
rj Koar 4| Ll) a, | rwl= L 
Iria {r pg)? 3 trist (pL ro)? 
D pL) "m ] 
sfo (v - ce T bhaa (t 一 rd， l zoi= l 
4 级 N 


如 局 数学 分 析 中 数列 和 级 数理 论 那样 ,级 数 和 序列 是 研究 复 变 函数 的 重要 工 
具 . 把 解析 函数 表 为 级 数 ,不 但 有 理论 上 的 意义 ,而 且 也 有 实用 上 的 意义 ， 


4.1 复数 级 数 


4.1.1 KAAKAA 
(D) ifie] (n = L2, 72 为 一 复数 列 ,a = a, rib, Eo = atid AA 
定 的 复数 . EUR 
lim {an +ib} = a+ib 
存在 , 则 称 数列 |e.| ERSA; GPA a) 发 散 . 
(2) 数列 Jo (n = 1,2,…) ERMEE AEDE AE HER e > 0, 存 在 整 
数 > 0R m n > NHS |m- alee 
4.1.2 E Akon d at e AR 
(D 对 于 复数 项 的 无 穷 级 数 


4 
Tja m4 20277 0S 4 


A S= atat’ (部 分 和 ). 
若 复 数列 | S, LUE QUIE 5, 则 称 复数 项 级 数 之 ja KAT S. JER S 为 级 数 2 ju, 的 


nzl 
-- + Ür 
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和 . 若 数列 lw j RKA MURRAY a 发散. 


DE 99928575 1-127. Y a, 290 都 收 化, 这 里 ww = a + 


iba: 
(3) s5) lan ! TEED iu S, ELA SEA 
p 
成 立 . 


(4) 绝对 收 敏 与 条 件 收 敛 Els, EEA BIOR D o, DATHA. 3E 
26 x1 S S RCBCER D re p S RR 
(5) SRÉCASGE LOB TEE AR EO ERR > a HEX ULL TEE AR PE REX 


HJ'EDSETTTRCPEPEETS 


4.1.3. R € Anm 
(Dx BIFA FAES (a = 1,2,…) 在 复 平 面 点 集中 上 有 定义 , 则 称 
DAC) = f(s) AG +e fhir) tte 


是 上 的 复 变 函 数 项 级 数 . 
(2) -aA EES eo 0, 存在 一 个 与 a 有 关 , 而 与 x 无 关 的 整数 入 - 
NE) > 和, 使 当 > N, € EH, BA 


PZG - K2| < e， 
则 称 级 数 S CO 在 E E— BOR CT A). 


(3) —8iile aeo EE A E 级 数 > ir) 在 点 集 E 1 E CE COE REDE 


Seide XT HERE SEM e > 0, 存在 整数 N(e) > 0, 4 n > Nie) 时 ,对 于 -- 
zE ERBYN p HA 
| faG + faraka) eon o fuu | < e. 
(4) 内 闭 -akat RE AG) (b = 1.2.77) (EIER DART ARA 


AG :) dE pA- ARARIRE Sie T: RAE CZ) . v RRR D 中 内 闭 
一 致 收 化 LA. 
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(5) 级 数 的 逐 项 积分 与 逐 项 微分 
P dEAAG)G = 1,2,…) 在 简单 曲线 CC 上 连续 ,并 由 级 数 D LACO TE C b 
Siri CP. Ae) WA l 


Df con -| 2G = f onis 


PORRO) (k = 1,2,…) EER D AR, BRIONU) 在 D 中 内 闭 
NETTE Aa). Ae) 在 DD 内 解 新 , 且 在 D 内 有 


E ya Sd 
iaf = 2 gA 
4.1.4 FA 


(0) ARS ela - a)" 前 级 数 称 为 震级 数 .其 中 co, c1,…, 6，，… Ra 均 为 复 
常数 ， 
特别 地 , 当 a = 0 时 ,有 畦 级 数 
> = pez zoo 


(2) 阿 贝尔 (Abel) 定理 PARO eun 在 某 点 z = ol 0) Ica ADU 


1z1<1s601 的 z, 级 数 必 绝对 收 熟 ;车 在 z = az 级 数 发 散 , 则 对 满足 1zl1>121 的 
z, A GERE. 

(3) WEB] SuESIDOER HARAP, HAA A A F SPP: 

I? 对 所 有 的 正 实数 都 是 收 伍 的 .这 时 ,根据 阿 贝 尔 定 埋 可 知 级 数 在 复 平面 内 
处 处 绝对 收 敏 . 

2 对 所 有 的 正 实数 除 z = 0 外 都 是 发 散 的 .这 时 ,级 数 在 复 平面 内 除 原点 外 处 
Ab AST. 

35^ TERRA RAN TE SER fp Te (b RC E S. 


TRIAD e 而 言 ,存在 一 个 有 限 正 数 R, 使 得 > om 在 圆周 1> R 


POLARS, AE BUR 1z1= 下 的 外 部 发 散 , 称 中 为 此 MEOS cS S. BI z | 
< 只 和 圆周 1z1= 只 分 别称 为 它 的 收 仇 贺 盘 (或 收 伍 圆 ) 古 收 敏 圆 局 .在 第 一 种 情 
彤 ,约定 R = + 加 ;第 -一 种 情形 约定 R = 0. 


(4) 收 敏 半径 的 求法  XPTAESUR OD ez' .车 
= p (或 im Le, 1 = 9. 


lim 
n= 
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MAREE R= 


(5) 和 函数 的 解析 性 
P EROS Len WARIA) ERAB | e RIR 


P ERAMAN BEAZ ot TIDERCERECOH.R 


"n (2) 一 2n, az. 
3 $E C EETTULUULLS IS 


4.2 FØRA 


4.2.1. 解析 函数 的 泰勒 展 式 


(1) 秦 勒 (Taylom 定理 。” 设 fz) 在 区 域内 解析 ,z0 为 号 内 的 一 点 ,及 为 和 到 
D 的 边界 上 各 点 的 最 短 距 离 , 则 当 1z - z (e Ri}, 


fiz} = S Ma) C) 


(z — zg)" 
Eu. 

上 上 式 称 为 函数 f(z) 在 7x = iQ HR BUGESEERGN, LXX mE) ETACRR HAR CE 在 
z= y ARFA H. 

(2) 泰勒 展 式 的 唯 -- 性 {EITA Ur ER E E C EE — A. 

(3) ERR Ao EEM DAROE R EN O E D VOTE Aa WR 
域内 是 展 成 fz — a) 的 之 级 数 ， 

(4) -- 些 初等 明 数 的 泰勒 展 式 


Pa A 
I* expz = e* = 2íipdbzle o, 
zù 


a= 


n 7n 
2 osz = > E. izle. 


è sinz = 3 GI 


Qna Ord 2l t 


4 Infl +) = E p! 2. Itzig d. 


例 1 m TP Dl 为 复数 ) 的 主 值 支 
fz) = esnez) ， foo = l 
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E z =0 处 的 泰勒 展 式 . 

解 mik. 在 从 — 13g I Ze? D SCR BS TE RIA E PLAT. Bulb, i BE FE 
Izi < 1 内 展 成 z UFAM. 

可 直接 从 J(z) = es? 算出 泰勒 展 式 的 系数, 为 了 方便 , 设 


plz} = Intl+ z}, 1+ z= e”. 


故 Fa) = gm = eri), 
上 起 两 端 求 导 ,得 

S'la) = e c ag (2) = 1 + SUUS = RD -etia 
Rp f = ges e, 
继续 求 导 , 得 


"G = afg - Heinea), 
Fz) = ala- ele - n + Del tmm, 


A z = 0, 
RO=1, f'(0-2a, f"(0-22a(a-1)- 
FO = ote tle nes 

于 是 得 到 所 求 的 泰勒 展 式 : 


(lez) = 1]+ oz 十 


ea D 2 + ala- Da - 2) 5 pet 


ala -~ lj ia- n+l 
t 可 .ce 
n 


4.2.2 解析 函数 的 零点 和 唯一 性 


(1) 零点 的 定义 BE f(z) 在 韦 的 邻 域内 解析 ,并 且 fO? = 0, 则 称 2 为 
函数 Cz) 的 零点 ， 

设 fz) 在 zo 的 分 域 内 的 泰勒 展 式 为 

fiz) = elz- zo) + elz- a) tee t cts zs) + 

|^ 3n = 1,2,… 时 ,ec = 0,0 Az) E zo 的 分 域 内 恒 为 零 : 

加 着 cy err css" FEAT HARFER m,e 2 0, SUY n c m,e 
= 0, 则 说 zo RE (2) 的 m Er (EX, m E) 零点 ， 

(2) 解析 函数 零点 的 孤立 性 BIRRA A) Æ zo CUREBT 3E B. zy EE BRI 
个 零点 , 则 存在 着 zy 的 一 个 邻 域 ,在 其 中 o 是 ICI) 的 唯 -零点 . 


4.2.3 和 最 大 模 原 理 


最 类 模 原 理 FERA o=- ADP ERR DUE LETTRES 1/G) EDA 
某 - ex SUCK LO (Cz) 在 D 内 恒 等 于 一 常数 . 
推论 1 在 区 域内 不 恒 为 常数 的 解析 函数 放 z), 红 横 A) | 不 能 在 区 域内 


Izle 1. 


点 达到 最 大 值 . 
推论 2 EO TOR TEMA D 内 解析 ,在 石上 连续 , 则 |/(z) | 必 在 DENA 
上 达到 最 大 模 . 


4.3 ji B HE X 


4.3.1 WAFER 


(0) 定义 称 级 数 S ez - x^ GRREHURHBCUEPS EURO SENE. 
st x l 
(2) 收 敏 定理 ”车 双 边 寡 级 数 D e (z - zo)" BIEN ARRARRAY 


存在 公共 收 仇 贺 环 DP:R celz-zal< R (Oa R « Ro a cm), MEE DH 
Hk, PR BI— Soles, CREE E D 内 和 解析. 
(3) NARRA EA Ea FR aT ELSRTR BUE Le nut irr 


4.3.2 AHAA 


(1) AHRR EHIRBHEGX BADER DIR, <l- le R (0 « K 
< R < + o) Pg. M zc DA}, 


fz) = 人 > eof- om)", {4-1) 


其 中 
n Lf A 
n Di L(E — zy)! 
L3ÉIE—IBISIIZ—z:;I- po (R, « p « R) 
(4-1) APAR Cz) YE zo 处 的 洛 度 {Laurent) RA. E Sm 35 CERO. 6C) 
的 滞 朗 级 数 ,c, 称 为 太 z) 的 深 朗 系数 ， 
(2) SEPTIES TR BU iE ETARE- FE FAR FC TE LER D A RR, WA f 
D AAIE BH RE SS REDE 7 AY. 
(3) 求 滞 朗 展 式 的 方法 
I^ 直接 法 ,直接 利用 沙 朗 系数 公式 计算 eu, AERA IRE FE A P, Bp n. 
r 间接 法 :用 直接 法 计算 洛 朗 系数 要 有 求 积 分 ,这样 做 : 般 较 困难 .通常 利 刚 消 
朗 展 式 的 唯 -- 性 来 间接 地 求 洛 朗 展 式 . 
9/2 BIG =p pg 5 E PELEAR: = ia = 2. 因 此 ， 
z 平面 被 分 成 3 个 不 相交 的 略 数 Cz) 的 解析 区 域 : 
IP mZmizi«l 
r 辆 环 1<131< 2; 


[n= 0 zl, +200), 
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r MR? eizi wm. 

试 分 别 在 此 3 个 区 域内 求 fz) 的 沼 关 展 式 . 
E B JC 分 解 成 部 分 分 式 


Kd = Fj- 


zo 


e 在 圆 盘 1z1< 【内 ,因为 1z1< 2, 故 有 【二 > 1< 上 ,利用 熟知 的 公式 : 


} Vn 
cUm lale 1. 


LS £ Vaq -L 
"nt z) = 2 -32:5 一 240 7 gi) 


DI^ XI- 
EERS 六 z) 在 圆 盘 1z1< p 

r ERF I «iste 2 内 , 即 有 | 二 | < NE: « 
Rr 


—[i«l ESET 
zZ z 
e 
1 | l 
fj) = eG 
TELE 
FA F4 
Las Ll 
EF aco T 了 人 
n-2 z 


这 一 例子 说 明 , Fe] — 4 RERE D TEILE AT E RR BR RS CARS F8] , AERA [n] 53 
洛 朗 展 式 的 唯一 性 并 无 并 盾 . 


4.3.3 解析 通 数 的 铬 立 奇 点 
(D 孤立 奇 点 的 定义 。 车 函数 D 在 so 不 解析 ,但 在 zw 的 某 一 去 心 分 域 ( 辐 
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HOO elz- ale 于 处 处 解析 , 则 称 zo 为 函数 六 z) 的 孤立 育 虚 . 

(2) 孤立 和 点 的 分 类 RERK O) EERIE A a 的 去 心 邻 域 0 < 1 : 
-zl« AAKRE) = 2 e Ur — za)" A REM AS et jd 0 DE Apo 
uic 

PAEAS GEARS P, AA C - zu) I) e DEL EROR EE 
iy 7M ÉD 的 可 去 麻 点 . 

这 时 ,六 zs) BT BR cR Eum AERE 

f = c elz- zo) + elz- W oon, 

D pus Se CBE. EORR C - ux) BOO REN. TETE m 
»0,ff c, 0, iEn » md, e, = 0. UBER zo Xj CO IHR m PR m 为 极点 zo 的 
阶 ,按照 m = 1, 或 m > LR z He FC) 的 单 极 点 ,或 m MRA. 

这 时 ,f(z) B9)TABBSR ROS 

nt = LE 一 29) 7 TU ox e az 一 50) 1 十 iut E. 一 zo) 


ov eiz ai te (m > licn A0), 


也 可 写 为 Ka = 2, 
(z - z o) 
其 中 piz} = 


这 里 oz) 关 0. 且 oz 在 1z-z1<c RAR. 

3 本 性 奇 点 EEO) 的 党 朗 展 式 中 含有 {(z - m) HERETER, i 
立 奇 点 zo 称 为 FO) HEERA. 

(3) dd EBSUESGUEO— GRE ADEO elz- ole R(O«R 
« o) 内 解析 , 则 

I? zy Eo 的 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 存在 着 极限 


lim f(z) = cq， 


其 中 Cå 是 一 复数 ; 
7 xy dE fO 的 极点 的 充 要 条 件 是 
limf(z) = 9; 
tk 


Y a, JE fU) BUACHES PUECEREALIERORTEQEN TE HR ARRE 

(4) 解析 函数 的 零点 与 极点 的 关系 ”车 名 是 /2) P m NRA RE 
的 m 阶 零点 ,反之 也 成 立 . 

4.3.4 ”函数 在 无 穷 远 点 的 性 态 


(1) 在 扩充 的 复 平 面 上 , 若 函 数 F(z) 在 ; = œ HELE R elzie+ a NÑ 
ATCR > 0), 则 称 点 % 为 CO OMEA a. 
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^ (2) s EOM f(z) 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 


所 zj = Dieaz^ 

在 只 <1zl<+o 成 立 (ec 。 二 0), 或 者 
lim/(2) = ARM. 

(3) e 点 为 f(z) 极点 的 充 要 条 件 是 


m 


Jiz} = Dm e luz. 


d n- 
lim f z) 二 Ww. 
(4) e 点 为 f(z) Ae lERE ELBITESS ARTE XE 


+% 


fiz) = » eur" , 


其 中 o 有 无 穷 多 个 不 为 零 ( 即 有 无 穷 多 个 整数 n > 0, 使 得 < = 0) ,或 者 
limf(z) 不 存在 ， 


4.3.5 3d d 5 TE Sb E 


定义 上 GIG) 在 有 限 复 平面 D 上 解析 , 则 称 A) HERR. 

显然 ,无 穷 远 点 是 整 函 数 的 孤立 奇 点 ; 

当 fz) 恒 等 于 一 个 常数 时 ,无穷 远 点 是 它 的 可 去 奇 点 ; 

34 f(z) 是 nC 是 次 亏 项 式 时 ,无 穷 远 点 是 它 的 m 阶 极点 ; 

在 其 他 情况 下 , 无 穷 远 点 是 f(z) 的 本 性 奇 点 .这 时 , 称 /( 为 一 个 超越 整 函 
fr. 

L3 RE HIE E TII ELE NT ERN XXE M A) 
是 一 常数 .或 多 项 式 REC S f 

EX2 着 函数 A(z) 在 有 限 复 平面 上 除 有 极点 外 ,到 处 解析 . 则 称 F2) 为 一 
亚 纯 函 数 . 


例如 ,函数 (2) = 下 是 一 个 亚 纯 函 数 , 它 有 极点 2 = kr ( = 0, +1, 62. 


eJ. 
定理 2 车 无 穷 远 点 :x = wm 是 亚 线 函数 放 z) 的 本 去 奇 点 或 极 感 - 则 fz) 是- 
TUB BEES ER. 


5 留 数 及 其 应 用 


贸 数 理论 不 但 可 以 用 来 讨论 区 域内 解析 函数 零点 及 眉 点 的 个 数 , 而 且 为 计算 
基 些 实 积分 提供 了 有 力 的 工具 . 
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51 WAAR 


5.1.1 JAHRE 


EX — d zo a SRTA FOL) H T gu rà LCD 在 加 的 分 域 内 解析 ， 
C 为 sw 分 域 内 性 意 -: 条 简单 闭 曲 线 , 则 积分 


E 
的 值 , 称 为 国 数 Fx) 在 点 = = ors 处 的 留 数 , 记 作 Res[ FC: zo]  SERes CO . Bi 
Res[ /( z}, zo] = ib. 


留 数 出 可 定义 为 
Res[ f(z),z0] = Cops 
其 中 e Æ Ka) Æ o APLR RE ARER RR A M E el- 20) 的 系 
数 . 


5.1.2 WHER 


留 数 定理 BRAR AOO 在 区 域 D PRERCELER T p A t 外 处 处 
解析 .和 6 是 号 内 包围 诸 奇 点 的 一 条 正 向 简单 团 曲 线 , 则 


PG» = 2r Res f( 2) zl. 
这 个 定理 把 求 灌 封闭 曲线 C 的 积分 ,转化 求 被 积 函数 在 《中 的 各 扳 立 奇 点 处 的 久 
s. 


52 留 数 计 算 


5.2.1 可 去 奇 点 、 本 性 奇 点 的 留 数 计算 


(D 可 去 奇 点 的 留 数 计 算 nA OHRA FA ARAR 
负 宽 项 ,因此 
Res[ /(z).29] = Ù. 
(2) 本 性 奇 点 的 留 数 计算 CE zs 29 OD 的 本 性 奇 点 , 则 需求 所 z) JE zo WIE 
域内 的 党 朗 级 数 的 系数 e, fim) dS 
Res[ /6£ 23.29] = c. 


5.2.2. d ,5 0) p EEG 
CL) 3E as A 02) 的 一 防 极点 , 则 
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Res([f/(z),z9] = lim(z - m) z). 
FR 
(2) Xy w ON fCz) HJ m Birt gs, 
Res[ Cz). zol] = 


~ im- 


(op i lim Pz ; d z= maah. 


(3) "4 fz) = DG PG) 38 QCO TE zo EBREBTRE y Pro) 2 0, OCz) = 0, 
Q'Czg) s 0. 9 zs D CO E)—BrR ES. B. 


Res[ f(z), zo] = o5. 
pi 计算 函数 
fis) = e E 二 
TE z = 0 处 的 留 数 . 


解 BRG) = i = 0E CO 的 极点 z = 0,1H 
P(0) = {z - sinz) l,-o = Q, 
P'(0) = (1 — cosz) 1 -0 = 0. 
P"(0) = sinz 1, -0 = 0, 
P'"(0) = coss liag = P wx 0. 
因此 ,z = 0 是 :一 sinz 的 三 阶 零点 ,从 而 z = 0 是 不 z) 的 :二 阶 极点 .由 极点 的 留 数 
计算 公式 (2), 得 
Res[ ,0] = (3 Gp lim lim 5 rs e -ainz 
， í z — sinz i 
^» i ) =- 


阁 用 洛 朗 展开 求 e, ,计算 比较 方便 ,因为 


z= sin - 4 -(z- 4i? + de | 


z 
B dl. 
i TE T 5z? 
， [ e| 1 
所 以 Res 0 = ea =- 31 


5.2.3 dX, ime) gp Ex XA 


EL REAO) EISE R < 121<+ % 内 解析 , C 为 回环 内 绕 原 点 的 任 -- 
正 向 简单 闭 有 曲线 , 则 称 积分 
xj. f(Éz)dz 


H f(:) 在 o 点 的 留 数 , 记 作 Res[ f(z) , % 
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Res[ /( 2), ] = x:$ 28. 


其 中 曲线 和” 与 曲线 和 是 同一 条 曲线 ,但 方向 相反 . 
也 可 定义 
Res[ f2), ] =- ej. 
定理 FAH (02) 在 扩充 复 平 面 内 只 有 有 限 个 王立 毒 点 . 则 F(z) 在 所 有 各 
WALELA c 点 ) 的 留 数 的 总 和 必 等 于 零 ， 
fO) E o GU APORTES S 


Res[ As) ] =- ResL/( L) - 4 ,UJ. 


LL dz T | 
9 HERD pog pG a CBIEBIBUBIS 1 2 1= 2 
解 RERS) = -一 一 一 一 一 一 -的 奇 点 是 :zj soinslnc 


{s+ i)U(z - 1)(: - 3) 
3.4 Hi 上述 定理 ,有 
Res[/( 2). — i] + Res[ F(z),1] + Resf (22,3) + Riesl ffs), 9] = 0. 
由 于 z= 一 i 与 zz = 【在 5 的 内 部 ,因此 ,由 留 数 定理 和 有 


QE k. _ 
$ (z+ DË- Dz- 3) 7 2rii ResL {s}, — i] + Res ft 2),11! 


Í = ~ ril Res[/{:).3 + Res[ (Cz), 0 ] i 
J. | yi 
三 一 2| is 4 TIL 十 o} = (3. 4 TTA 
5.3 应 用 留 数理 论 计 算 实 各 分 
在 前 面 的 留 数 定理 中 ,孤立 麻 点 拘 在 区 域 的 内 部 . 此 潮 界 上 有 有 弧 立 奇 点 时 , 南 
将 留 数 定理 进一步 推广 ， 
5.3.1 推广 的 留 数 定理 
CO BERRE 若 城 了 由 逐 段 光滑 曲线 C Bl i € A(z) Æ DITE 
BrkED- le! PE E n AATF DAI n BARA, 
pri :dz = HiRes[ f(z). tol, 


其 中 取 侣 关 于 上 D 的 正 向 ,8 Ra 处 甘于 域 D 的 张 角 p 
(WA 5-1). ] 

(2) ££ -BNEEHET — Ei DIÉESGBEEC- C+ 
Era Cip ce C ARAA EIER nun "n 7 m 
€ C.fiz) 在 DD 内 解析 ,在 D- iul, DER, E v8 i$] s-t 
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EF DH na RSG = 1,2,… ND, BU] 
frou = 276 Res[ f(z), 1]. 


Ep cHRBXTDIIESL 8 Æt; 处 关于 域 BHEAG = 1,2,-…, N). 
G) 更 一 般 的 推广 。” 设 DD 是 由 复合 闭路 C = C+ Ci + C7 + … + Ca 所 国 
RAR EER, z m € Ditin € CHAR FOOD TE D - iz. 
FEM 内 解析 ,在 D - zy 23. zB Est iy) CDER, fO) YE sn ty EI 
有 关于 号 的 maz，……an 阶 的 极点 , 则 


aids = = Z Rel /(2), zu] + 2 Ane. t] 


其 中 有 = 2 为 在 4 处 关于 DD KRE, CREF DREH. 各 分 在 每 个 上 处 在 高 阶 
奇异 积分 ( 重 极点 时 ) ,或 柯 西 主 值 ( 单 极点 时 ) 意 祥 下 理解 . 
5.3.2. 留 数 应 用 于 积分 计算 


在 用 留 数 计算 实 积分 时 ,常用 到 下 面 的 定理 
约 当 引 理 ” 若 当 : 在 上 半 平 面 Imz > 0 LAFE, MIHE— EM 1, 有 


lin]. (eds = 0, 
其 中 C, ELI A Hoo, R AFH ERA. 
下 面 考 虑 几 种 常见 的 实 积分 类 型 H RS RT p 29 254 5 | EIGRUME JP 9 BELLE BE 
推 得 . 
mIMEOT 
iE ROO 为 x 8TB EIN, 其 分 母 的 次 数 至 少 比分 子 商 二 次 .这 时 
站 Rod = 2ni 22 Bes RGD 51. (5-1) 
其 中 8 人 在 生 人 KIE p E LERNAR Ag 取 1 而 在 实 轴 
EE. 
例 3 XR ale 
WS cmm 0- alay EA EUR fi 上 半 平 面 上 的 一 个 极 
点 是 : = ji, 由 公式 (5-1) 得 
uda dx uda dx _ a l i 
a (14x [ (la a2) 7 2ni Res| (e zY | 


1 JT 


= Cd 0. 
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t" oL dr a 
k | (l4 x7 4" 


(2) IN Rfeosg , sind) dó, 
设 ROx, y) XE x.y HA EBERT LXX] 


L Rí cosd sind )d8 = $ RÍ ZŁE pil.) = 


irl x | 


Bla 求 主 值 积分 (> = 3 处) 
- i sinx * sin2x 


人 ”一 cost 


dx. 


解 ”首先 将 被 积 立 数 化 成 带 数 形式 ,然后 ,利用 公式 15-2). 


| |F cosx 一 tosdx 
I- ———M — dx 


2n. am 


{= 


cos Š — cosx 
3 


d [. cosx = eoa |. |(* sins - six | 
— dr x 


cos x cosr cos T osa 
AMO T rog 
3 3 
1 f" e*t! - "i d 1 r e- psi 
= ~ ————— » = — ——— M 
dm. n 2m). ei + eT _ ei 


COS y" — COSX 
3 


4 z= ser, 并 由 (5-2) 式 ,有 
1 z- z))dz 
p=- Lọ —— Had 
mi Go z= i 
ZŁ $ —— i 
de iiz- e)lr- e 3 
=- Jm X flz)dz, 
fr] 
Hep) = 一 一 和 = 三 一 一 在 := eo ER 
(z — ests— e 3') 
册 由 推广 的 留 数 定理 ,有 
1 = -AÍ Rel fa), e$] + ReLG) ein} 
B l i= ceto (e3) e DG d 
^ 2l e-e e^ $i est (027 


(3) [^^ x )cosmxdx m f x)sinmxdx(m > 0) 


1 


(5-2) 


设 Cz) 在 Imz z 0 ERARA DR dp ex P AERE BICOESRB E FUR CBE G0 ihi 


H {zf Imz > 0 时 , lim f(z) = D, XX HJ 
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V^ el ayda = 2xi > i Res ef. x]. (5-3) 
-te im 
Bs 求 积分 1 = |" nta. 
ù Xx 
RO ATERA 


sins = mf E] = iux 
因此 1 = 二 | ”asdz = AS Sas, 
令 fG) = TEE z = 0 有 一 阶 极 点 ,由 公式 (5-3) ARKE p RA, 


NG . Las z 2mi* X Res f(z),0] = omi. 


d 
故 l= T mic. 
DERE Rax- l<a e 1). 
0 x* 
. agx" + ax"! c x n, 
设 R( x) = "— + "E + b (ag, Bo, 6, h æ ü). 


当 0 < a < 1 时 ,m > n. 设 辅助 函数 F(z) = SUD AFELA Ced 
原点 ) PERR RAE FER PCR e) ERE FC) IA MUSS E RU JC) = 


EM 的 所 有 有 限 极点 yW 


RC 2ni 2 Res. z] 
Í; dy) 


= -[zac« oM XR R(x) 分 母 比分 于 至 少 高 二 次 ， 
Die 计算 欧 拉 积分 


(5-4) 


- dx 
isl (e at EP 


RO AIERABIS FG) = C Tgp BAr TE: 2 为 校 点 ,所 以 沿 正 实 
PA CELERE EMIR . 取 在 正 实 轴 上 岸 z ESTEE] MIC, 
记 作 fs) = co DO ELI z=- HARRE ARKE g i1. Ah 
(5-4) 式 积分 ,有 


230i l 
/ le Res| cr: 1] 
L 271 ]l] || mx. 
m - rio Hit T a? 
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(5) [^ Ri xMuxdx. 

Bt Rix) he YER ERAEN IBRLXOXIBS HARRAN Fiz) = 
Riz Lnz P 8 EV ERE SCR BIERA) FA SE ERU Lg eR HR (AC D. E 
Lnz 的 在 正 实 轴 上 岸 为 实 值 的 分 枝 ,其 相应 FO dB 6: = RODCnzY 3 a d 
Ririn Æ D AWRA TER, M 


| RC x)Inxdx =- L Re{ > Rel RGYCizY.2,]]. (5-5) 
=1 
97 计算 | a + yids 
解 考虑 辅助 函数 /(z) = s -QP EE son -1 处 有 三 阶 极点 , H 


5g f ou 
(Inz } 
Res| 2 zt l| 21- im. 
故 由 (5-5) 式 ,得 


N TALL = - -L Rel Res/( 2). - I 


2 
T Rell — ir! = - L, 

除了 以 上 考 虐 的 $ 个 类 型 的 定 积 分 外 ,其 他 类 型 的 十 可 分 还 急于. 读者 可 查 各 
T. 


5.3.3 WX EmTAX 


设 Riz) 是 分 母 次 数 比 分 子 高 两 次 以 二 的 有 理 冰 数 ,由 其 极点 zart ez B 
不 是 整数 , 则 


* 


j=l 


X 
S (- DR(E) =- 23 R(z)csenz, z]. 
£48 RER D, (o 4 kY 的 和 . 
解 取 R(z) = (e Gy p EA- 一 个 二 Br z = 二 一 性， RE TOS 
Res| "FEL — i = lim [ootz] = m esc na. 
于 是 22 Gay (aa T = mcscma. 
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5.4 "fh R'siE SOLERE 


转角 原理 和 人 惨 睦 (Rouche》 定 理 可 用 来 居 计 和 解析 了 滑 数 在 条 区 域 零 点 (或 极点 ) 
WT XE. 


58.4.1 sw 


定义 设 记 为 一 围 线 ,Fiz) 在 忆 的 内 部 除 可 能 有 有 限 个 极点 外 是 解析 的 ,在 
上 人 连续 日 不 为 零 . 则 称 积 分 
e 
xi ^n dz 
为 函数 OD ATAR C 的 对 数 留 数 . 
定理 KAO) 关于 围 线 CC 的 对 数 留 数 等 于 f(z) 在 内 零点 个 数 与 极点 个 
数 的 差 ( 一 个 n MEARE n TE, 而 一 个 m ERE m 个 极点 ), 即 


mil Adds = MU.C) - PU, C). 
RP NU. C) 与 PU. O 分 别 表示 fU) 在 C 内 部 的 零点 与 极点 的 个 数 . 
5.4.2 HAMRE 
辐 角 原理 i C 为 一 围 线 , fx) 在 的 内 部 除 可 能 有 有 限 个 极点 外 是 解析 
的 ,在 C 上 连续 且 不 汐 零 , 则 f(z) 在 围 线 C 内 部 的 零点 个 数 与 极点 个 数 之 差 ,等 于 
当 ; 沿 C 之 正 向 绕 行 一 局 后 argf(z) 的 改变 量 AcargfC 2) BREL 2n, Bl 
NCf, C) - PCf, C) = agam ir) 
其 中 NN,P 分 别 记 零 点 与 极点 的 总 个 数 . 
5.4.3 ERER 


RAER 设 C 为 一 围 线 , 函 数 f(z) 及 g( o 满足 条 件 : 

I^ 它们 在 各 上 及 其 内 部 均 解 析 ; 

在 CC 上, | fz)1»>1 gCa |， 
WRR Cz) 与 f(z) + eC TE C 的 内 部 有 同样 地 的 零点 . 即 

NCf 4 g, = NCfL C). 
$49 Riff SERERE] : nU IBS 
Piz) = m + a sek avazka, (a 0) 

必 有 个 (一 阶 零 点 ) A. 

证 fiz) = a. 

glz} = dl az eco o a az os 


当 = 在 充分 大 的 圆周 C: 1z1= 只 上 时 ,例如 , 取 
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"A marl! a, 1+| et 2d i) 
于 是 
Igi) l elal RE el ana RHI a | 
< (farl+ ti a, DAR" 
<i apl K = f(z}. 
th fe Bk PH ,可知 


P(z) = Aa) + g(z) 与 用 2) 在 内 部 有 同样 多 的 发 点 , 即 是 5 个 零点 . 


6 解析 开拓 


所 谓 解 析 开 拓 , 即 把 某 一 区 域内 已 知 的 解析 明 数 延 扩 成 较 太 区 域内 的 解析 消 
数 .解析 开拓 可 以 使 我 们 对 多 值 解析 函数 的 本 质 了 解 得 出 访 想 ,更深 人 . 


6.1 解析 开拓 的 概念 与 方法 


6.1.1 解析 开拓 的 定义 

WARA EER D, ARE SAGES D WIL D epo D, 内 的 解 
WAR f(z) ,使 得 在 区 域 D 内 有 AG) = AGO. MERN ACG) Æ fl MA D F 
D, 的 解析 和 开拓. RC 是 fi(z) 的 解析 开拓 . 

fpi $n , ARE ACz) = 2,2 ERMD: 1z1< 1 AMI. MAR Alz) = 一 - -在 


区 域 pt z 平面 去 掉 1) 内 解析 ， 并 且 在 D, FR 562) = OD, 法 SC) AGO A 
RH. 


6.1.2 ”对称 开拓 


对 称 原 理 ” 设 吕 是 上 半 有 平面 (或 下 半 平 面 ) 的 一 个 区 城 , 其 一 部 分 边界 是 实 轴 
上 的 开 区 间 ,并 设 畏 关于 实 轴 的 对 称 区 域 为 D" LEUR ECCO TE DAR, Œ DUI 
| 上 连续 ,并 且 在 了 上 取 实 值 , 则 函数 

fo. :€ D; 
F(z) = 全 = 
fz), z€ D’ 
i DUIUD' Ef. 


6.1.3 X Er dS 


£o CO ÆRA Di = Ez lE zz be ril (OO « nr e 名) 内 解析 ,在 上 内 
任 取 一 点 zz). M] CIS 在 该 点 的 泰勒 展 式 为 
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2 67m) LES. (z u^, 
RERS A rz, TNE Á Dy = jall z- mlg rn) AEM T RC 
WAR Aiz). 
S n» n-bla-ualW EE D N DAAA) -ATE F 
面 两 种 情况 : 
Tira > mo-la- azl , Bil D, 有 一 部 分 在 D, 外 ,此 时 就 说 六 (zz 可 以 沿 过 点 
z 的 半径 z1z7 方 各 解析 开拓 到 上 外 ,或 者 说 经 过 zz 的 一 个 分 域 解析 开拓 到 Di 外 ， 


加 图 6-LCa) FFA. 


zr 


(a) (h) 
E] 6-1 
? rn-2rn-ilzu-szl,Hl D, BAED P3. H. D; !j D, 相 切 .此 时 ,就 说 
RA GO) RERUM n 点 的 半径 z1z7 方 向 解析 开拓 到 DD 外 .或 者 说 不 能 经 过 zr 的 一 个 
邻 域 解析 开拓 到 D, 外 ,如 图 6-1(b) 所 示 . 此 时 ,所 与 Dy 的 团 点 z7 必 为 f(z) PTS 
点 .因此 , 奇 点 是 解析 开拓 的 障碍 . 
£i R 


Rh = Dr, 1z 1< L 
试问 J, (2) 能 否 沿 过 z = - 六 SR EMI D, = dz ll z 1e M 9b? 
解 因为 当 1 z1< LIAC) = 1L -所 以 
AC = 名 (2 M 
jc d = a)" (2 i. 
因此 ,fi(x) 在 z = - 六 点 的 泰勒 展 式 为 


Ko») Sane 
Aiz) = fiz) = Dr: :.l) | 
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- E[2o-9]" (44) 


它 的 收敛 半径 为 Y . 因此 ,f(z) EEE D = 


LS niti, ,有 一 部 分 在 D, 


外 ,如 图 6-2 所 示 . 而 在 Di 与 DD 的 公共 部 分 内 ， 
8 AU) = f(z). 因 此 ,f(z) 可 以 滞 过 -二 点 
的 半径 方向 上 解析 开拓 到 D, 外 ， 


6.1.4 WX E E 47-4628 E Rd 


对 了 定义 在 曲线 L EKARA EFE 图 6-2 
包含 工 的 区 域 D 及 D, ARIRAN A) ,使 在 
L ERGO = AG). M COGO FS ACOM L8 D; EBEP FH. 3$ BE H I H Ren 
一 的 . 

特别 地 , 当 上 为 实 轴 上 的 线段 a < x b AAEE E A RA HAE 
于 复数 域 土 的 解析 函数 ， 

例如, 存 实 轴 上 定 必 的 指数 函数 f(x) = eL a EURA f. 

FEJA GO 在 原点 处 的 罕 级 数 展 式 为 

Jir) se = E Qixle«a c. 
在 这 个 级 数 中 ,用 复 变 数 - 代替 实 变数 x， BERE RUSEGER 
hiz} = ET 

EE zédBE LARAS, a p, 6o 是 > 平面 EARP CLR FEE IR Y CO 
在 :平面 上 的 解析 开拓 . 


6.2 ERRIA Suhi 


| > lz+5 l< 


6.2.1 解析 开 托 原理 


(1) 解析 元 素 芒 国 数 在 区 域 DAR. M AD A 产 合 称 为 解析 函数 元 素 ， 
简称 为 解析 元 素 IIEL D). 

(2) 解析 开拓 原理 UTARA OPORNA DO. AD NANDA 
HÆRE do C DIU DAA = GME, D L Do bÆ ARTIE. 
Hp 
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fike), Mi€D dy 
F(z) = (40 当 z € D,- di 
AG) f(x), Mz € dy. 


(3) 直接 解析 开拓 。 车 Dj 个 D; = dz 为 一 区 域 DD 及 D, 互 不 包 会 , 且 CO 
= f) G € dy). WHITE. DO 与 ( 户 , D) 35 Bit Ji. 


Bin AG) = Po D*G-D* G€ Diclz- Hue 0), 


y W LADDE. Dj) 均 为 解析 元 素 ; 
r AAD 及 Dy 的 公共 部 分 di; 是 一 个 
Dx f, uj 6-3 Bros ; 
3» 根据 等 比 级 数 求 和 会 式 , 当 zE D 
(| D, Bf, 


因此 , Cfi. DU) KG. D 互 为 直接 解析 开 

0 x ihn. 
"VE (4) 间接 解析 开 折 . 链 车 在 解析 元 
XA, D.C. Dah, h Dp) 中 , CRs 


El 6-3 D) Hha Dia) E HAH = 1,2, 
! 3,',.n 一 D. W ER fi Da) (Dun, 
Gf, D) DHT E ERCA DO 与 (f ,Di) 互 为 间接 解析 开拓 . 


6.2.2. X REUS CRX d& 


G) -… 般 解析 函数 RID 为 解析 元 素 的 集合 {( 有限 或 无 限 ) Hor EE RE 
Bi 3, D), Go, D) 都 存在 解析 函数 链 , 使 它们 志 为 后 接 解析 开拓 , 称 1(7， 
D)! 定义 了 一 个 一 般 解析 函数 . 

(2) 完全 解析 函数 与 获 曼 面 WI D) 定义 的 一 般 解 析 函 数 合 了 任 一 元 素 
的 一 切 解 析 开 拓 , 则 称 1{f, DD L 为 完全 解析 函数 ， 

dg CF. Dp)! 中 ,具有 相同 函数 值 的 区 域 粘贴 起 来 ,这 样 形成 的 一 个 区 域 ( 或 
推广 了 的 区 域 ), 称 为 1(, D HERT. 

简单 地 说 ,完全 解析 函数 用 不 能 再 解析 开拓 (或 者 说 开打 1 到 最 大 人 限度 ) 的 一 般 
解析 函数 , 获 曼 面 就 是 它 的 最 大 定义 域 ,而 歼 曼 面 的 边界 称 为 自然 边界 ， 


例 2 REER F(z) = zh MESH 为 自然 数 ,月 a > D. 
E R 


p= OD) GE p12-ile!), 


AG) =12 rep E+ 2)， 
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D, = iz IO « argz < m} k = 0,1,2. n - 1). 
AFA E D, HEM F3 ARREARS T A. o) 在 D,,, HEHEA 
应 点 的 极限 值 1 -0,1,2,-,n- 2h fE D, EAI TA Er AA EG H 
T fO 在 Dh AAA E e we gs BR PR (RE. UG £1 二 个 相 重 要 的 :平面 . 它 
们 的 原点 位 置 与 实 轴 方向 都 相同 . ERE METER E ERF, ORRE E] S Po- P? 
a Da ELLE ERE D, AEA TS D EA TA RAC = 01, 
e | 的 实 轴 下 请 与 D, 实 轴 上 党 相 精 由 就 得 到 一 个 十 闭 的 n 片 平面 构成 的 
它 就 是 完全 解析 冰 数 F(z) = zw 的 黎 曼 曲 而 (网 6-4 ADR à = 4 时 ,AP(z) IRSE 
"MS 


I Do 
Do DA X D, 
D p: EN Ih 
D? D D, 
F= z4 
X 
图 6-4 


6.2.3 单 值 性 定理 

(OD 沿 曲 线 竟 解析 开拓 BERTHO., DO LCA Dos GL DO P AA 
D, DL, WELG D, í(3Y, DO 内 (f= 2,3, 7 n). 45 mat. D,. 下 D, 的 图 
CEFER ESZA CE, mE 的 端点 分 别 是 罗盘 D, & D, 的 圆心 . Pon 
D,) CA, DU) A C HORE TET R. 

(2) 单 值 性 定理 ”在 有 界 单 连 通 区 域 DP FERACE (fa. D? EAF DIN 
任意 曲线 作 和 解析 开拓 , 刘 由 { 记 , Do 在 D 内 生成 的 函数 /1 :) 是 D 内 的 单 值 解析 后 
数 . 


7 RERI 


一 个 复 变 函数 w = z) (z 5) ,从 几何 观点 看 来 ,中 解释 为 从 z 半 面 到 ww 和 
Tii [8] 653 - 1 B Sg C08 358) .解析 沙 数 所 构成 的 映射 {简称 解析 映射 ) 的 某 些 重要 特 
性 ,在 数学 本 身 , 以 及 在 解决 流体 力学 .弹性 力学 ,电磁 和 等 学 科 的 某 些 实际 问题 
中 ,都 是 十 分 重要 的 . 
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7.1 解析 映射 的 特性 


7.1.1 导数 的 几何 意义 


设 w = fO) 在 区 域 D AARI zo Re D PME S SEHR wo = Azo). dd zo BOTE E 
HE C, w = f(x) WAB wo ARE DOoUR C a) 2 0. Az = | Az le M Aw 
=] Aw le ,由 导数 定义 ,有 

Aw Aw 


f'm) = lim, = lim | $ | se = re, 


(1) 导数 横 的 几何 意义 ”导数 的 模 为 
i 上 zol = r= lim Au 
它 的 几何 意义 是 表示 曲线 C ide = f) 映射 后 ,在 zQ ORE, 

M RARE S Uo) > LBE RRNK; A o) Le 上 时 ,映射 是 压缩 的 . 
PREI Goi RS zo 的 位 置 有 关 和 曲线 局 的 方向 .形状 万 关 . nT , ATAR w 
= f(z) 的 映射 在 f(z0) s 人 0 的 点 jj 都 有 一 个 确定 的 伸缩 深 | fF' Cl. 

(2) 导数 辐 角 的 几何 意义 导数 的 辐 角 为 

amgf'(zp) = a = lim - p) = J- f’ 
HEP p = lime 表示 曲线 TE z, ARMA, g = limó AGRAR Hl £g D TE wo 点 的 
52x (i f CLE] 7-1). 


quoc qn 


z JF ibi 
图 7-1 
argf ' Czo) 的 几何 意 必 是 表示 过 io 的 性 一 曲线 和 ,经 和 = fO BB LEE zs 
的 切线 倾 前 变 到 象 曲 钱 D YE wo 处 的 切线 倾角 所 旋转 的 角度 . 旋转 角 a = argf (n) 
只 与 na AA, MHR C 的 方向 ,形状 无 关 , nN, ARR w = FOL 的 映射 在 
(60) 关 昌 的 点 ,都 有 -个 与 方向 无 关 的 .确定 的 旋转 骨 arp Co). 


7 EMI ，303 ， 


7.1.2 映射 的 保 角 性 与 保 形 性 

CL) ERIRE FRTE AE a AREMA C, ah aA r HER CLE (C zs B9 TEC 
f) R88 f os, CERE BS S HR £F DS. DES 7-1 HER LPS 60 es B9 0] ERE PR Pr Os LEE 
argf ' Cay) YE zy FUfTME-- BSEC m x a LB 8; - ge. - 0, - qu a4 0-8, - 
q3— 1 出 此 可 得 :这 zs EENAA. eid e = 02) BRE Seil SE e 
f8 KA] HUNLEE BAS e CE 这--- 重 要 性 质 称 为 映射 的 保 角 性 ， 

(2) AJERIH E FC YE zo FRETI EL Ca) 0,88] FCD PE zy a 
^^ Kg sek o] jr Ap pr PRSE RU Pn i 3 fe oT. RA (Hr FORI EB A ETE A- o R EE., 
称 为 映射 的 保 形 性 . 

车 fz) YE DIS ARRITE, MERRI e = F(z) px D ET 
TREE ET. 


7.2. EVER AME 


7.2.] 分 式 线 性 映射 的 结构 


(D 线性 闲 数 
机 二 az + b {be — ad æ 0) 


cz 6 d 
Fg 3: ERR RR EROS APSREXTERRSI HEP a,b,c d RERUM x 
(2) 分 式 线 性 映射 的 结构 “” 任 一 分 式 线性 映射 都 可 以 作 如 下 变形 : 
HW E = OR, 


,= bot; È) 
w= gta T dta” 


Hi e <0 时 ， 
az b a , bc- ad _ 1 


uw 二 -7 +4 + 
24d Č "E 2.7 


hea K, (£— TARER E RT DJ 0 EDU EAL F ILARI ERR RS A: 
Pw = zy) = z+ a {a 为 任意 复数 ); 
Pw = fl) = bh (b 为 任意 复数 ); 


Pe= f(s) = T. 
XLA pa FERRE ACO Reit UCA IEE Pe sm AC REL 


7.2.2. 分 式 钱 性 映射 的 特性 


(D 保 形 性 Ysg- 和 ,om 时 .由 于 
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üz 4 b 
WT aed 
的 导数 
_ ad- be. 0 
"(med)" 
应 此 ,分 式 线性 映射 具有 保 形 性 ， 


(2) 保 贺 性 ”扩充 复 平面 上 的 圆 在任 一 分 式 线性 映射 上 的 象 仍 为 扩充 复 平面 
上 的 图 ,这 里 直线 看 作 是 过 w GB. 
(3) RHR Aaa 两 点 关于 加 LIJE, MARERA w = 放 z) Mh 
射 后 ,zs ,za 的 象 点 Aa) din XT LIC = AL) 对 称 . 
(4) RELF HFR 
i iii 
zc— oig ES 一 Z3 
为 :222 的 变 比 ,所 作 {z zzz). 
EP EH FHER 22 zz ÉSTE — Hr EET EC = fiz) 映射 的 
$ w = f(z)(k-12,3,4). WA 
Cu, tg, Wa, 104) = (21522523424). 


即 交 比 不 变 . 
7.2.3 确定 分 式 线性 上 里 射 的 条 件 及 方法 


(1) 3 对 对 应 点 唯一 确定 一 个 分 式 线性 映射 
变质 定理 。” 设 平 曾 任意 给 定 3 点 za ,zz 对 应 的 象 点 址 世 平 面 任意 给 定 3 点 
10, , 103, wa, 则 满足 这 个 条 忻 的 分 式 谎 性 上 觅 射 是 唯 -- 的 , 即 有 
(iw, wi, 102,303). = Cz, zi 2223). 
例 1 RH om,1,0 三 点 分 别 映射 为 2,0, w 三 点 的 分 式 线性 函数 ， 
E 由 交 比 定理 ,可 知 所 求 映 射 为 
{w,2,0,%) = (z,9,1,0), 


Bp (w=): -2 24:1, 
解 得 w= 2(z -1) 


这 个 分 式 线 性 映射 ,将 上 半 平 面 映 射 为 上 半 平 面 , 下 半 阅 而 映射 为 下 半 平 面 ， 
《2) 上 半 平 面 到 单位 贺 的 映射 ” 设 w 是 z 的 上 半 平 面 内 前 一 定点 , 它 的 象 为 图 
4 w = 人. 则 这 映射 是 
w= et ED 
Ei o REELS. Eme 0 EE GB HERI. M, A [L— Tr RE ESTE IN A C. 
的 象 点 的 位 置 . 
(3) 单位 回 到 单位 圆 的 上 映射” 设 o REN 1 z 1< 1 内 的 -个 定点 ,将 它 映 射 到 


7 (EE - 305 ， 


圆心 w = 0 TRAE E 


其 中 9 是 实数 ,要 确定 它 , 还 要 给 出 其 他 条 件 ,例如 ,与 : 站 而 贺 周 上 一 定点 对 应 的 
Ss. 

(4) 上 半 平 面 到 上 半 半 面 的 映射 当 A = [5| > 0. 且 ob,e,d 为 实数 时 ， 
分 式 线性 映射 


az 45 
"ead 
把 上 半 平 曾 映 射 为 上 半 平面, 同时 也 把 下 半 平 而 映射 为 下 下 平面 
(5) HAAA HEFTAR 设 点 : p RAARO w = 0, 则 分 式 线性 映射 
w = m l-z 、 
l+z 


其 中 如 可 由 与 圆周 上 的 一 定点 对 应 的 象 点 来 确定 . 
7.3 “ 保 形 映射 的 基本 问题 与 让 下 


7.3.1 保有 形 上 映射 的 两 个 基本 问题 


(OD 过 给 保 形 映射 , 求 某 些 集合 (如 点 .曲线 ,区域 ) 的 浓 . 

这 个 问 古 比较 简单 .可 直接 根据 映射 来 求 . 

(2) 已 知 两 个 区 域 D 和 6, 求 D 上 的 保 形 映 射 ,使 了 的 象 为 .这 种 保 形 映射 是 
否 存 在 ,车 存在 是 否 唯 一 ,又 如 何 求 出 这 种 保 形 映射 ,是 个 较为 复杂 的 问题 . 


7.3.2 保 形 映射 的 两 个 基本 定理 


(D 黎 曙 (存在 及 唯一 性 ) 定理 ”车 与 都 是 扩充 扫 平 面 上 的 连通 域 , 则 从 
D E G 的 保 形 映射 存在 . 

AEREA: D 内 的 点 zw 映射 成 内 的 wo HE zo 的 某 一 方向 映射 成 过 wo 
的 男 一 方向 , 则 此 保 形 映射 是 唯一 确定 的 . 

若 映 射 能 直到 边界 上 连续 , 则 纵 定 边界 上 的 3 对 对 谨 点 之 后 ,映射 也 是 礁 - 

(2) 边界 对 应 原理 ” 设 有 由 光滑 {或 分 段 光 滑 ) 闭 曲线 所 围 成 的 域 D 以 及 在 
用 内 及 CC 上 解析 的 函数 w = COL ERAM w = fz) 将 ( -对 应 地 映射 成 闭 曲 线 
中 , 记 荆 所 围 成 的 域 为 6, 并 且 当 x: 沿 C 移 动 使 得 域 D 留 入 不 过 时 , 它 的 对 应 点 ww 就 
A reaR e ERE, W w = fz) 将 BD 一 一 -对 庶 地 , 保 形 地 映射 成 6. 

应 用 这 个 原理 ,可 求 出 已 给 区 域 呈 被 函数 w = A a RAK G. RE D 
Ian Aet eil Sos eR EC w = fO Bem | ER. 这 个 闭 曲 线 所 用 
成 的 区 域 就 是 G. 
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7.3.3 保 形 映射 的 基本 问题 举例 
$2 试 确 定 圆周 | : | = 2, 在 映射 


z-1 
z+l 


w 二 


FHR. 
# 当 |>1=2 时 ， 


it w = 4, 


riji w = 
FHRS AN 
3 _ Asin2 


H = 84 deo? l 7 54 deog’ 


消去 如 ,可 得 象 曲线 方程 ， 


0 € [tr], 


(i - 3s "A 三 (4). 

i E-A. 

W3 XE TEE DiCEz 1 DG z -3ib« 22 RERI S SÉ Dr PUES 
PRÉ w = (GOL BB F6/3 0 = 0,/' (7/3 0 » 0. 

EC DARIAM L. L EZAK x WRR w = AG) = 
形 区 域 D BASE RS FRE C. BIER 7-20a) 映射 成 图 7-2(b) . 

BÉ ws = hiw) = - im, 将 角 域 6 映射 成 上 半 平 面 6,, 即 图 7-2(b) 映射 成 图 
7-2(c). 

BC w = fo) = 00727 ,将 上 半 平 面 映射 成 单位 加 , 即 图 7-2(e) 映射 成 图 
7-2(4) . 

最 后 ,将 以 上 3 个 函数 ww = Os) = fO = OO 复合 起 来 , 便 有 


"TK E 
- _ QA 
w = (zx) = eUAM.U 


此 函数 将 区 域 DRINY G AES C/3 0 = - e? > ONR e = — BRE 
数 为 


z-1 EN 
+ 将 二 角 


z 


w = (z)- zc 
325 +l 
Ha 试 求 右 半 条 形 区 域 D:0 < Im z s h, Re z > 0C 7-3(2)) 映射 成 上 于 
平面 G:lm um 2 0B9 JE RR BI. 
解 1 DESSIN G PRERIJI. 


? WERI 


w Zl 
'"z*1l 
(a) z 3É- Ifi 
= 
às] 
2o [(59-i 
wc (2) 


(d) w Fihi 


I5 7.2 


(a) = 平面 
2. [sd 
| - ($) 
t 


1) oe Taf 


图 7-3 


M - (m 
wr + | 
a 


(b) M] 平面 


wic iul 


(e) VI 


(ed m: Yn 
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由 以 下 的 放 太 映射 z = PEL z 2 — zi FEBRE w = z + xi, HII 
wy = 一 FE + mi 

将 DER G. AE 7-2(b). 

Pm, = em 将 6G 映射 成 上 半 单 位 圆 内 部 C. 见 图 7-200). 

yw =- (EHE Co 映射 成 上 半 平 面 C. 见 图 7.2(d)， 

将 以 上 这 3 个 映射 复合 起 来 , 即 得 所 求 的 映射 为 

e Ane] | | 
w=- (SS + ) Tien. J: 

BS GKIER-SWUR:- œ < Rezga, imz = h AEE ME 7-4(2)):0 < 
Im z < 2h 映射 成 带 形 域 :0 < Im w < 2h. 

解 ”函数 mw = e Yo z FERRA MRAR EHA 5 B f E BEER 
ERO < [m wi < e» HEETE w 平面 61. 见 图 7-40) . 


PRAE o, = yw? + e 六 将 去 掉 了 虚 轴 上 这 一 线段 的 上 半 w 平面 映射 成 上 半 
w, 平面 G, AE 7-4(6). 


"ER 
(a) z 平面 (h) wi 平面 
wz S veh a o uz Wut Ceo! 
m 
2h 
w = — ime 
T 
tr 

(d) 如 平面 iel wi 平面 


wi, e 


UR 92 * 309 - 
BON w = 各 in ws 将 上 半 平 面 映射 成 所 要 求 的 带 形 城 C, 见 图 7-4(4)， 
将 以 王 这 3 个 旺 数 复合 起 来 , 即 得 如 下 函数 : 
w = hiny ek + eh, 
He KITE BE Dor :-xra(ac OHRA CARERE T5GD. -- 
XT dE | [ETE BER GI: BE -EETA A w= abjw--a 53 pj s o BD SEE i CULTE] 
7-5(00. H C AE | 2 12 vw 时 , 强 8 将 人 退化 成 线段 -os Rewe a,lm w = 0. 
解 r 消 数 wl = 三 -把 点 xz = 4 与 : = -nm 分 别 映射 成 al = 0 与 wi = c. 


Zt 也 


从 而 通过 > = a.z =- a HAR CHEREE A = 人 0 的 直线 .把 图 周记 的 让 部 映射 


WHA o. LER 7-5Cb). 

2? 函数 w = ae 把 这 e 半 平 面 映 射 成 诺 射 线 angie: = 2o BETTE s Y EG. 
BEI 7-5( e) . 

P 国 数 四 = rae C 映射 成 沿 连接 点 mm = a Uw =- a WEIMA A 


v FH Gg. XE) 7-SQD. 


ila 
iai z*a 
(b) sw 平面 
z 
w=- +2) w = uy? 
r th 
_ + 
wg 
1 u3 
m ul 
£d w Eii te) u Æ Bi 


B] 7-5 
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将 这 3 个 映射 复合 起 来 , 即 得 
w = l(:;.2)..5e. 


RAER ANEAN OKykosckun] 映射 ， 
4 a = 1 时 , 惨 可 夫 斯 基 上 映射 六 


"E 


它 把 单位 圆 的 外 部 ; 1 z 1» 1 一 一 对 应 地 . 保 形 地 映射 成 具有 制 痕 [ - 1,1] 的 扩充 平面 . 
7.4 ZAE 


.LàÀR4&35 Hd EON AE RUBORE 3C ELLA EREE , m RC RR - 克 
E Er TG TE AR (Sehwarz-Christoffel ) Bd Sz iT 23 aii 5j 4 f£8 35 posi zn [en ERE: 9 5 . 
AE, E 3x P PIE] 2 Z6 PR TEASE 

it: FERMES n Tal 9 « xp e xi «cn x x, 的) 平面 上 有 一 
n. AE, 06 18 39. wwe, w ERA ao; EAEn O € a; x 2,4 m Din. 
n) MATEZ - 克 里 斯 托 费 尔 积分 为 


w= f(íz)- of lic — xy) dz + c, {7-1) 
Tj kel 


其 中 mea 是 3 个 常数 ， 

公式 (7-1) 把 x 平面 的 上 羊 平面 映射 到 已 给 rn 前 形 内 部 ,: 平 面 实 轴 上 的 4 个 点 
nlk = 2e m) DRHE yw 平面 的 nr 角形 的 rn 个 顶点 (有 = 1,2. n2, 
图 7-6. 


un 
ur m yz) 


E 7-6 
i 了 平面 的 无 旁 远 点 { 设 n = 009) 5 n JÉ—4 IB CBE w,》 对 应 , 则 映射 简 
化 成 


w = Nx) = 2 lic - x) dz + e. (7-2) 
$47. 求 将 = 上 半 平 面 映射 到 平面 的 正三 角形 的 保 形 映射 
解 ” 这 时 ,al = a = a = 本. 设 正三 角形 的 点 为 cess 3ER w = 0( 在 


7 WEBS - 34l °? 


En. 

由 于 wa 在 zx 轴 上 上 对 应 的 点 可 任意 指定 3 个 . 册 措 定 xí = - 1,x; = 1， 
X3 三 co , HR zs = l, 则 €; z 0. uE ai 只 影响 J 下: 三 角形 的 人 小 各 位置 ， ^S cl = 
]. 由 公式 {7-2) ,得 到 


«s fC «Di G- Dias = [5 {z Ta- 


Dis 求 将 :上 半 平 面 映射 到 w F EEEE BR DC BERN. 
解 ”如 图 7-7 所 水 ,首先 考虑 z 平面 的 第 一 象限 刘 定形 内 部 的 在 音 部 分 
Ow, w3 B BEHER > = 0,1, 0» 分 别 与 w = 0w = ALB = i 对 应 ,ws 的 原 象 记 为 


LO < kc 1), 把 这 个 映射 关于 y 轴 的 正 半 轴 应 用 对 称 原理 ,就 有 z = x a 


与 w = any wa 对 应 .同时 根据 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 尔 积分 ,所 求 映射 就 是 
d dz 
un 小 (-2)0- Rr) 2 


Y i 
Raik: 
= hit kl w= htik 
- " 


z XE aW w Wf 
Ej 7-7 
由 于 > - 0 5 uw = QoS rz ,因此 č = 0. X BT x -zoXpX2 个别 与 w 二 ww 对 应 ， 


所 以 


= h = af LÀ VI Ep =E 


dd . 
(Vac 


h, + ifb = C] 


HUM 4f VOTO TA 
设 常数 kO < 大 < 1 已 知 ,适当 选取 矩形 的 长 和 宽 ( 吧 BA, 加》 使 积分 中 的 
常数 cC 三 1, 则 有 


F dz 
- Jj JÁQ-20- Ez) 
ix 3 — 2E M [8] 853 
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8 8j n 


所 谓 调 和 函数 就 是 区 域内 拉 普 拉 斯 (Laplaee) 77 EB i Se n] iA. HDI PEE 5j 
解析 函数 有 某 些 类 似 的 性 质 . 对 于 解析 函数 ,有 柯 西 积分 公式 ;而 对 于 调 稍 数 , 有 
TEM C Poisson) 积分 公式 ;解析 孙 数 有 平均 值 定理 和 极 值 原理 ;调和 哨 数 也 有 类 似 的 
HR. 


8.1 ”平均 值 定理 与 极 值 原理 


8.1.1 调和 函数 


对 于 区 域 6 内 的 实 值 肾 数 wutx,Y), 若 它 本 身 及 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 都 连续 且 满 
足 拉 普 拉 斯 方程 
Pu Ju 
2g 十 dy - 0, 
则 称 u(x. y) 在 区 域 G 内 是 调和 落 数 ,有 时 也 简写 为 uz) iE 


Pu Pu 


称 算 符 "A” 为 拉 壮 拉 斯 算 子 . 
8.1.2. 平均 值 定理 与 极 值 原理 
(D 平均 值 公 式 。” 若 wu(z) 在 {zs01< pz 内 调和 (0 < p < mm), 则 有 平均 值 
公式 : 
ui zo) = x]. «s + pe*)dg, 


上 式 表 示 调 和 函数 在 圆 盘 中 心 值 可 用 它 的 局 界 上 值 的 积分 的 平均 值 表示 ， 
均值 性 是 调和 函数 的 特征 福 质 . 
(2) RERE i 中 非常 数 的 调和 函数 (x) 在 D 内 部 不 能 达到 最 大 {小 ) 
fü. 


8.2. 泊 松 积分 与 猴 利 殉 雷 问题 


8.2.1. KRDA 
Baul) 在 1z1< po 上 为 调和 函数 (0 < p < 0) ilz = r gereg 
Q « 2r, 岂 有 泊 检 (Poissonl 公式 


; 1 (3 i 25 Ps 
u( re^) = xl. woe) 3 dp - 


- 2 rpcosí 和 —-0) e r 


8.2.2 KAARELA 


O AAE Dirichlet) 问题 的 提 法 RAE p PARERE E Dr 
续 的 函数 w(z) ,使 它 在 DART EET E E A NSO. 或 即 求解 定 解 加 
RE. 
- zt (z € D), 
ulp = f GHEÉDBIA). 
(2) 在 划 上 的 狄 利克 雷 问题 及 其 解 ” 设 在 贺 1 1= nt0 < p < o) EEK 
数 /(5), 它 除了 在 有 限 多 个 点 :61,52,…, 攻 处 有 第 一 类 问 斯 外 处 处 连续 . 求 在 圆 是 
1 z | < p 内 调和 的 函数 lz) ,使 它 在 圆周 | ti = p 上 等 TARAL, TE) 连续 
的 点 处 ,有 
lmat z) = A o)» 


这 就 是 圆 上 的 广义 狄 利克 雷 问 题 ， TM 
uz) = Im il Fipe” XT aos EE 


20reos( o ~ 8) +r 
(3) 上 半 平 面 的 犹 利克 雷 问题 — 0 TESECRUL LEGE X. LEER DB ERAT 
第 ~- 类 间断 点 : d tas s ia 外 处 处 连续 ,而 县 limf 4) 及 lim AD 是 有 限 数 , 求 出 上 : 
半 平 面 肉 有 界 调 和 的 函数 ut z) ,使 得 当 实数 二 n = 1.2,…,n) 时 ,都 有 
lim u(z) = ft), 


这 就 是 寺 半 平面 的 狄 利克 因 问 题 ,其 解 为 


dt 
u(z) - 工 | fD Ca 


3.3 ”调和 函数 与 解析 函数 的 关系 


8.3.1 KRAP i 


TEM H u(x.v).v(x, y) HER 互 内 调和 且 满 足 材 西 - ROSE... 
du 2e aa 3e 
dx dy' dy ^ gx 
DUEISPESEE Pp 但 不 能 说 e tbe RAR. E & 与 tv 不 是 互 为 
共 恩 的 调和 函数 . 
定理 Y uis f(z) 在 域 D 内 解析 的 充 要 条 付 为 ;tp du RRAK 


p 
8.3.2. hip s dc o APT UR E 
已 知 调和 函数 ux y CER, (x L2) RASAR ola, yE au(x 922 的 
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公式 为 
o ju rou 
° {a.y = J. - yd :| 2x "m +e. (8-1) 
* ðv M 
S^ uí(x.y) =- 上 一 yd + EF NA +e. (8-2) 


DT CX u(x.y) = x^ — 10K olr, y) EAR 
J) = u(x,y) + iix. y) 


Tru FERT. 
Ju Fu Qn Fu 

解 BY = 2x, 52 = 2 y TN a3 77? 

Pu P 
所 以 Au 三 "E: t 2, - . 
以 而 u( x. 3) $E m EB de RES TE, d 3X (8-20 HE x5, y9) = (0,0), w 

* Jg Y 4) 
v(x, y) J. - 2, d^ 25» MALAE 
= [aya 十 F 2x Qu € —- 2xy * c. 

于 是 fi)bmauckidez(a-3.1) i(2xya c) 


={x+t+iy) ?+ic= 2 +ic. 


8.3.3 等 值 线 


B fla) = utis ERE D AR, WAAT: 
u(x,y)2e 与 vx,y)= es 
AEAE HP e, 与 c; 均 为 常数 . 
Hiin, HARPAN w= z^ EUSEB wtx,y) 2 x^ - y* PURSE v( x9) = ay, 
的 两 族 等 值钱 ; x- y! e 和 ?wy = 6, 是 相互 正 交 的 两 族 洲 曲线 ， 


参考 文献 


余 家 荣 编 . 复 变 函数 ,第 2 版 .北京 :高 等 教育 出 版 社 .1952， 

略 见 可 , 钟 寿 国 , 刘 士 强 编 . 复 变 函 数 .武汉 :武汉 大 学 出 版 社 ,1993. 

Pk 42 , 薪 绍 惠 编 .解析 函数 论 基础 .北京 :北京 师范 天 学 出 版 社 1987. 

西安 交通 大 学 高 等 数学 教研 室 编 . 复 变 函数 .第 4 版 .由 京 : 高 等 教育 出 版 社 ， 
1996. 

5 PAA. AATA. 复 变 胃 数 论 .上 海 ;: 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1987. 

6 ， 林 化 过 编 .工程 数 学 概要 .武汉 :华中 工学 院 出 版 社 1986. 


4A w N. 


编 者 胡适 耕 
审 校 者 ” 刘 培 德 


引言 eee 
— 


1.3. 测度 eee 


1.4 HWA pp 
勘 贝 格 积分 eee 


和 


2.1 EASE 66666 


2.2 HUE SEED 


*RARERRAAS 


2.3 傅 比 尼 定 理 eee 


录 


2.4 空间 P eee (340) 

3 微分 理论 -oeraaerenererne (344) 

3.1 AUCIEEISHE vee O40 

3.2 SB ERAR e (347) 
4 测度 与 积分 的 进 一 mr 

Ue (350) 

4.1 广义 测度 本 (350) 

4.2 Bras 切 斯 积分 Ue (353) 

参考 文献 ， en (355) 


了 中 


引 


由 牛顿 (Newton) , 3 4p Z& ( Leibniz) 3 A, F 8i , Je £d] P8 CCauchy ) , S8 59 { Rie- 
manm) 等 人 改进 的 经 典 微 积分 ,在 19 tsp JE LC. £6 pU EZ. BR A 3G I FH AT 
3E TL. . f fi Lore ACUTXRK Em AGLI x £8 gp PL EU UE RBS FEL IF 
渐 为 人 们 所 注意 . 为 革除 这 些 缺 陷 所 作 的 最 初 尝 试 ,为 创立 新 的 微 积 分 理论 揭 开 了 
序幕 ， 

人 们 注意 的 重点 是 积分 学 .由 获 曙 等 人 莫 定 理论 基础 的 经 典 积分 学 在 许 客 方 
面 不 能 令 AHE. 

首先 , 繁 总 积分 基本 上 只 适用 于 连续 函数 (严格 地 说 , Ss UE AAEE SE” I PR 
30 ,因而 其 应 用 大 受 局 限 . 

其 次 , 获 昌 积分 与 极限 互 挽 及 两 次 黎明 积分 的 互 换 均 娄 求 很 强 的 条 件 , 这 使 人 
们 深 域 不 便 . 

最 后 ,经 典 积 分 学 从 常 尺 定 积分 开始 ,然后 到 广义 定 积分 ,进而 发 展 到 二 重 各 
分 ,三重 积分 ,曲线 积分 .曲面 积分 等 ,名 目 繁 包 ,体系 府 林 ,这 自然 不 能 全 追求 简 沾 
人 人 .人 们 希望 到 一 种 简便 ,统一 是 适用 范围 更 广 的 积分 理论 取 
而 代 之 . 

新 的 积分 理论 也 就 应 运 而 生 , 它 就 是 出 现 于 加 世纪 初 的 勒 风格 (Lebespue) 积 
分 . 勒 贝 格 首 先 开 创 了 测度 论 ,然后 上 以 测度 论 为 基础 建立 本 他 所 引 人 的 积分 理论 . 
经 计 短 暂 的 沉 究 之 后 ,数学 家 们 很 快 接受 了 和 勒 内 格 积分 ,| 上. 培 终 确 信 它 已 消除 黎 总 
秒 ! 分 的 主要 缺陷 .新 的 积分 在 数学 的 密 个 应 用 领域 很 快 显 未 出 强大 的 威力 , 它 的 必 
用 导致 一 系列 深刻 结果 .而 且 ,在 以 测度 论 为 基础 的 新 方 泪 的 推动 下 ,经典 微分 学 
也 取得 了 前 所 未 有 的 进展 .这 样 ,以 勒 贝 格 积 分 为 中 心 的 阐 的 微 积分 理论 终于 形 
成 .由 于 历史 的 原因 ,这 一 理论 变 称 作 “ 实 变 酉 数论", 也 常 波 称 为 " 实 分 析 ”. 实际 

王 ,在 很 志方 曾 它 并 非 仅 限于 考 虚 “ 实 变量 函数 ”. 

今 无 , 实 挛 靖 数 论 已 成 为 近代 分 析 的 不 可 页 少 的 理论 基础 . 泛 函 分 析 的 诈 牛 看 
很 大 程度 上 受到 实 变 函数 论 的 推动 . 实 变 函数 论 的 概念 .结论 与 方法 ,已 广泛 应 用 
于 需要 分 析 工 具 的 学 科 , 如 微分 方程 论 , 傅 里 时 (Fourier 分析, 数值 分 析 LER BOR VI 
论 等 .现代 概率 论 已 经 完全 建立 在 测度 论 与 勒 贝 格 积分 论 朋 基础 上 ,在 这 个 意义 十 
上 电 至 可 以 说 , 松 率 论 不 过 是 得 到 扩展 的 实 变 函数 论 . 实 变 孙 数论 对 于 现代 数学 的 冬 
要 性 ,在 此 可 元 -- 斑 . 

本 往 主 要 介绍 构成 实 变 函数 论 核 心 的 勒 贝 格 积分 论 , 问 时 也 简要 介绍 全 :为 积 
分 理论 基础 的 测度 论 及 与 积分 论 密切 相关 的 微分 论 . 
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1 测度 与 可 测 函 数 


1.1 集 合 


1.1.1 集合 的 概念 


IN $5 

在 研究 具有 某 种 性 质 的 对 象 时 LoELRRCEERCE ELTE B n R B m ICE HE E 
合 , 称 其 中 的 对 象 为 该 集 的 元 案 . 一 个 集合 被 认为 是 给 定 了 ,应 该 能 够 判定 某 个 元 
素 是 否 悄 于 它 . 通 带 以 字母 4, 8, 了 ,了 等 表示 集合 ,以 ,b,x, y 等 表示 集 的 元 索 . 
E r EATE MA r WFA GIE EAk x g AX x eg A) Am x RT 
4. 称 不 含 任 何 元 素 的 集 台 为 室 集 , 记 作 Ø. 

2. 集 合 的 表示 

表示 集 的 方式 通常 有 两 种 :列举 式 , 全 如 ,自然 数 集 NN = [1,2,…] ,整数 集 工 = 
fO, +t 上,…" ;命题 式 , 即 4 = ix | x 满足 命题 Pl ,例如 R, = ixi x BEREH zx 0l. 
也 写作 R, = ix E RI «a0 EFRR. 

3 et 

ER 4 的 元 素 皆 扁 于 和 集训, 则 说 4 包含 于 8B 或 8 包含 4, 记 作 A Cc BEBA, 
且 称 4 为 BP 的 子 集 . 荐 4c 8 且 B c AMAR A 55E B 相等 , 记 作 4 = B.E A 
c B a A, NIX B 真 包 售 4 或 4 是 8 的 真子 集 . 的 定 空 集 足 任何 集 的 子 集 . 

4. WX s 

一 集 4 的 子 集 之 全 体 称 为 4 DRE, iE 2^. Dum 3; 4 = 11,2,31, 0 24 = 
I RIR ,434,11,2) ,11,3| ,12.31 ,41. 


1.1.2 ŽE 


给 定 集 A.B, AGE D BEEIIRA TEA X. 

1. 集 运算 之 定义 

并 :Ai = ixI( qi € Dx€ Al; 
AUB-ÍixIx€ Ad 或 人 Bi 

35: QA -ixl(yi€ Dx€ Al; 
A(|1B- Ix Ix C AHx € Bl; 

#:A\B= disIxCAHxg Bi; 

XHRZ:AAB -(AXBY)UCBMX A). 

tiat = KA AOISE XARRA HREH). 


1 Wigs BS * 349 - 
2. 集 送 算 规 则 
(UA; = NAS (NAN = UATCOHISIEO s 
4 QUAD = UGN A), 
A i (QAO - QCA U 4)( 分 配 律 ); 
AUAM A= AD ACRES; 
AB = A[() BF. 
集运 算 有 两 种 功能 :将 一 给 定 集 全 分 解 力 革 些 ( 通 省 较 简 单 的 ) 集合 的 并 与 
公 ; 由 已 姑 的 革 些 集 构造 满足 -一 定 条 件 的 新 集 . 
例 1 Hf An-z12.-) REX TERÓR XERA, A = Ix € XiEGCO 
— fixM Am m dx € Xil fíaGO — f LF« L/ni ME Am EPEA. 
EO KA) — fixjeye > 0 Jap ly m m nil Ax) - f(x) ts 
eskel, Jra l, ym a n:l falx) - xie k i 
x € AsykaldJdnrgal, ymae nir E Amp 


这 表明 4 = AL y, D As: 
1.1.3 映射 


1 .映射 概念 

设 x,? 了 是 非 空 集 , 若 每 个 x€E XX, 依 某 个 确定 的 规则 /对 应 唯一 的 y e 了 ( 记 作 

= fix) WER AMA B Y KIT RIR S EAT REF Y PRR e 
作 f: X — F. 

2 ami 

Bf:Xo—YdE-MSELACX.BCY.S 

FA) = HOx)ix € AV FB = difti x) € Bl. 

AA) 29 A dE f FRR: ER P1 CB) 为 中 关于 六 的 原 像 . 分 别称 X SAOD 29 FRE 
义 域 与 值 域 .车 FOX) = 了 , 则 称 f WS UE Ox) = fnm x = y, IER SA. 
B SERAI ERS, MER FOXDOUR EE 43 -319B 9] rnt :Y CEDR PRI, 
使 得 (fx = xf)» yx € Xy € Y» 


1.1.4 基数 与 可 数 集 


1 基数“” 若 存 在 从 集 4 到 集 上 8 的 又 射 , 则 说 4 与 8 对 等 , 记 作 4 ~ B. YA- 
HRA 与 B 有 相同 的 基数 .以 1 4 1 记 4 的 基数 . 若 4 -4 c 8, 则 约定 141< 
181: 当 141s1BlelAl 时 , 必 有 141=181. 若 4 为 有 限 集 , 则 4 ~ Bai 
与 了 含 同 样 和 多 的 元 素 ,因此 认定 1 4 1 就 是 4 中 所 含 元 素 之 个 数 , 而 1 个 1= 0. 

2,. 可 数 集 

BAR. A NICRHSBUN FIA LEN LUNES A XCTI, APTE AUR 
tE 4 的 元 素 可 排 别 为 有 限 或 无 限 序列 :4 = ia anc d. 
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3. 可 数 集 的 运算 
可 数 个 可 数 集 之 并 是 可 数 集 ; 若 4(1 sis n) 是 可 数 集 , 则 积 集 


[l4 = dex) : x € A m ru n)l 


EN 

基 是 可 数 集 .利用 以 上 结论 可 推出 :有 理 数 集 是 可 数 集 ;了 R" 小 的 有 理 点 { 即 诸 坐 标 
为 有 理 数 的 点 ) 集 是 可 数 集 .但 任何 实 区 间 (a,8)(a < b) 不 是 可 数 集 . 

任何 无 限 集 必 含 无 限 可 数 子 集 ,因此 可 以 说 无 限 可 数 集 是 "最 小 ”的 无 限 集 ， 
Ac B, ARREA ATZ, M B X AERE, STEHT B EA KBE”, pm, E 
necp ic E 

92 平面 上 至 少 有 一 辐 周 不 合 有 理 点 ， 

证 ”车 结论 不 真 , 则 对 每 个 rE€ (0,2), US] x+ 9^ = D EARMA P. 
fM (0, e 不 可 数 ,而 1P) 为 可 数 集 ,得 出 矛盾 ， 

1.1.5 特征 函数 

B Ac X.fEX ESEX — ES y, 如 下 : 

l, x&€ À, 
uo = [o x € XV A. 

你 y4 为 集 4 的 特征 函数 , 关于 集 的 许多 事实 可 以 用 特征 两 数 来 刻画 .例如 ， 

PA= (ex = Üd = X yat x) = l; 

PAC Beya Xaid = Beya = Yai 

FA= UA exi lx) - maxy Cx); 

Á = (14e xa (x) 三 minya C x); 
站 证 = B'e ya =1- Yai 
FCE = AABexc =! ya- Yel 


1.2 HK 集 


以 R 记 44 元 有 序 实数 组 x = (x 和》 之 全 体 , 称 x 为 RR" 中 的 点 , 称 RR" 
H a 维 欧 几 里 德 裤 间 .R" 依 通常 的 向 量 运 壮 是 一 个 实 呵 走 守 间 ， 


1.2.1 欧 几 里 德 度量 


LAR 

IE x.y € Reir, y) = Day: Nx Sy DAR. ARAU FHEA: 
Pax e By,z) = a(x.z) + ALI); 

P(x,y) = iya) 

Xix, x} = 0, lxx} = ox = XUE x,y,z € R”,a,ß € R). 

2. 欧 几 里 德 范 数 

Eliris vixx i € RO A x 的 模 或 欧 几 里 德 范 数 , 它 有 以 下 性 质 ; 


1 [XE [SE Ii- 


L 齐 次 性 : laxlsiellixl; 

二 角 趟 等 式 ; | x+ Ilx1+ly1: 

P EE: bx Ix 0, ixis Ox = (ELE x, y € R',a ER). 

3. I6 

[fi x.y C R^, e y AE x S y ZBIBSEIULS EBD (E58 A.B c RE 
d( A, B) = MM la-bi 


HE 4 与 集 B 之 间 的 趾 离 ; 令 d(x, B) = d(Ixi, B). 

4, EK 

ft a € R^. > 0. ffi 

Bia) = Ix € R':!lx-aie*r 

为 以 和 为 中 心 . 以 了 为 半径 的 球 ,或 称 为 在 的 r SD. 

s. 收 北 性 

Ix?! c R* 是 -JPA € R^. x 2x 1 k o 9 ) Miis Exe? 收 
AT ox RF x1! o9 xia? — weri — (E ux iux nx? gg s 
Ext o xU olk, o9 om). 


1.2.2. AAH E 


WEA c R^. 

1. 内 部 

Xi 3r»0:B,(x c A MER xA ARRA, TER A Yax ABR. VI. 4? id A IJ 
内 点 之 全 体 { 可 能 如 = QUO 称 如 为 4 的 内 部 . 

2. 闭 包 

S A (COAT), 4? = (A E AS r2 OANBr) « Dadir, A) 
= Qc PEFP) C Aih — x PEA DAAE. 

3. 边 界 

4 2A 2 AX AP, 2A = ANA PASA = AL 54 = 4A4U34, 称 204 为 4 
的 边界 . 

LRA 

Exe Aixi WFE x HARRARI. AA 记 4 的 入 点 之 全 体 , 称 出 
HARTE. x c 赴 cxf 的 每 个 邻 域 洁 4 中 无 限 个 点 呈 EFA eA del: 
x'Ü— xiA - AU A Ex € AX A WEE x D A IHE UR. 


1.2.3 开 集 与 闭 集 


1. 开 集 

A= 如, 则 称 4 为 开 集 .任意 个 开 集 之 并 与 有 限 个 本 集 之 交 是 开 集 ;RR" a 
EFE. 

2. 闭 集 

若 4 = AMAIR. A 是 闭 集 二 ?4 C ASA c AGAT EFE EET P 
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集 之 交 与 有 限 个 闭 集 之 并 是 闭 集 ;Rr* 与 oí gm. 

3, 完备 集 

Xr A - A MR A 为 完备 和 集 . 完 备 集 就 是 无 孤立 点 的 闭 集 ， 

4. Kd 

若 4 含 于 某 个 球 , 则 称 4 为 有 界 集 . 称 有 界 闭 集 为 紧 集 ， 

5. 8 ES ZR E 

由 开 集 (或 闭 集 } £e DX HR HT Lac 53 38e REI 3 RR OU TELE ZR C Borel) 
集 . 可 数 个 开 集 之 交 称 为 G 集 ; 可 数 个 闭 集 之 并 称 为 E, GES F 集 都 是 博 雷 
FË. 


1.2.4 ME5HE 


1. Hk 

车 4 = R", 则 称 4 为 稠 集 或 说 4 在 R^ 中 稠密 .4 是 及 " 小 的 稠 集 oR 中 每 点 
可 用 A 中 的 点 任意 逼近 .例如 ,R* 中 的 有 理 点 集 是 稠 集 . 

2.1 SK 

若 (4) = o. fk 4 为 朴 集 .4 ERE o CAT? JEBRAE ME A RRE cA 不 
会 内 点 ， 


1.2.5 和 开 集 的 构造 


L. 一 维 开 集 的 构造 

若 CC RR 是 非 空 开 集 , 则 c 是 可 数 个 互 不 相交 的 开 人 区 站 56, 之 并 ,每 个 5 称 为 
G 的 构成 区 间 , 亦 称 &, AAE C HAKA. 

2. 5 维 开 华 的 构造 

Xr C c R^ 是非 空 开 集 , 则 EWK TETHER n FERA EZI, ERY 
EEE anh x Lai. bh x o xa, 5) 808. 

H3 JM ERI [0,1] "PAESE EXE RE CLA3,2730: 8E Ii fe 22 JT E [8] (179,279 , 
(7/9,8/9) ;一 般 地 , 控 去 开 区 间 

| 2 7 8 3+ -2 3*-1 
(33) G3) CURAE sein 

余下 的 集 记 为 P, 它 就 是 著名 的 康 托 尔 (Cantor) 集 . 呈 是 一 完备 集 且 无 内 点 ,因此 是 
HE HE PP 是 RR 中 的 秽 开 集 , 它 是 可 数 个 互 不 相交 的 开 人 区 间 之 并 . 


1.2.6 关于 点 集 的 基本 定理 


1. 有 限 覆盖 定理 
若 一 族 开 集 | G1 HARE 4, 则 可 选 出 有 限 个 G BERE. 
2. 聚 点 原理 

R 中 的 有 界 无 限 集 必 有 聚 点 . 

3. 紧 性 定理 

Re 中 任何 有 界 序列 必 含 收敛 子 列 ， 
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4. 闭 集 套 定理 
车 Alk = 1,2,…) ER" 中 的 非 宅 有 界 闭 集 ,4 性 a 2 co EO A o. 
实际 上 ,以 上 四 定理 在 逻辑 上 互相 等 价 . 


1.2.7 ”相对 开 集 与 相对 闭 集 


HEtACXcR*. 

1. AFFE 

ETENE Gc Re ,使 得 4 = XA cIoOWpERA 为 xX 中 的 相对 开 集 . 

例如 ,区 间 [0,1) 是 [0, o0 ) tPFPEEGSETESR TACIE 民 中 并 非 开 集 . 若 A 是 开 
集 , 则 它 必 为 考 中 的 相对 开 集 . 

2. 相对 闭 集 

EREHE Fc EPIA = X) FSI 4 X'PRa m. 

例如 ,区 间 f0.1) 是 {- w ,1) 中 的 相对 闭 集 , 尽 管 它 太 民 中 并 非 闭 集 . 若 4 是 闭 
集 , 则 它 必 为 节 中 的 相对 闭 集 ， 

3. 局 部 紧 集 

车 对 每 点 xc 天 ,存在 蕊 中 的 相对 开 集 了 与 紧 集 用, 使 得 zxEFC 有 CTX, 则 
PRX 为 局 部 紧 集 . 

例如 , "p AS XE Hf n Fe ea TEE DES BE EO EE ABRE. 


1.2.8 连续 映射 


i Xe R", X R”, E , 若 对 任何 序列 Jx a XN x'? xd 
f xt?) — x), 则 说 在 x 连续 .区 /在 每 点 x EE AEH MA EX EE. VA 
CCX,R"m) 记 愉 到 RR" 的 连续 映射 之 全 体 , 约 定 Ciy) = COX, R). SPERE I 
的 以 下 结论 成 立 ， 

1. 连续 性 条 忻 

f: X— Ro 连续 二 任 给 开 ( 闭 ) 集 Bc RAO) E APRH E; 
f: X— RER vac RiX(f « a) 58 X(f > a)d& XC PERDERE es y a € R: 
Xf x 2298 XCf x a) E PARAE, EPS « uls ix € X:f(x) «al. 
X(f > a) 等 仿 此 . 

2. 有 和 界 性 定理 

A XERE, SE COX, R), WAX UR 

3. MAER . 

若 六 是 紧 集 ,FE COX), I Ax) E x ERRAN SRAME. 

4. 一 致 连续 性 定理 

E YER, E CX, RO, W EX E-B ye 0,38 > 0,74 x. 
y € X, ix-yi< BUR I Ar- fCyo l<e. 
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1.3 M y 


1.38.1 测度 概念 


1. 可 测 空 间 

设 无 是 一 非 空 集 . 若 ..#cC 2* 满足 条 件 :P EE Ar A, EAn = 2,7) 
Bf U 4, € AFP 24A € AB} A € o6, RUE 623 X EB o- TERR RCG. 24) 为 一 
个 可 测 空 间 , 称 每 个 4 C o6 A 可 测 集 或 简称 可 测 集 .由 定义 直接 推出 :任意 可 
歼 个 可 测 集 的 并 与 交 是 可 测 集 ;可 测 集 之 差 是 可 浏 集 ;X 本 上 寺 是 可 测 集 . 

2.9 HE 2 ia) 

BOX L4) 是 一 可 测 空 间 ,[0,m] = [0, 9) U t, ERR o6 [0, oo ] HE 
ER: ug =GP 当 4 EAn = 1,2,…) ERAZI alU A) = SpA, DM 
FR X EBJ— TME , 称 ( 卫 .名 ,为 测度 空间 A5 EA, p UR e XR EP 
FERIR X -UX EX, « oln = 1,2,1), WR p 为 o- 有 限 测 度 ; 当 jyX < aa 
时 称 4 为 有 限 调度 ; 当 ax = 1 时 称 jp 为 概率 测度 . 

3. 零 测 集 

iX, 4, ik) 是 一 测度 空间 . 若 4E .名 rd = 0, 则 称 4 为 便 测 集 . 任 意 可 数 个 
零 测 集 之 并 是 零 测 集 .车 P 是 与 X 中 的 点 x 有 关 的 命题 , 集 | x E 若 1 P 在 x 不 成 立 | 
ETEF, ME P 在 XxX 上 几乎 处 处 (或 gy- 凡 乎 处 处 ) 成立, 写作 P,a.e.( 或 PP， 
wae) AU, EF: X — RIMIE:Ix € X: f(x) e 0l AT PIS IL ILF sb 
处 为 零 ,写作 了 = 0,a.e. 

4.5g & TEE 

CX, 4, un) EME SR]. ERAN EZ T SETS D RT EL WM py 为 完备 测度 .jy 
总 可 以 扩张 为 某 个 o- 代数 ,如 上 的 完备 测度 产 使 得 每 个 4 E .4 可 表 为 4 = BUC, 
其 中 日 所 .CC 合 于 基 个 零 测 集 . 称 产 为 4 的 完备 化 .因此 .可 以 仅 考 虚 完 备 测 度 而 
并 不 和 朱 一 般 性 ， 


1.3.2 测度 的 简章 例子 


设 子 是 任 一 非 空 集 . 

1.3E AAE 

4 o -2dig.Xl.ug -0.9X - Ll] 是 一 完备 测 许 凡是 概率 测度 

2. 计 数 测度 

取 . 必 = 2*, 当 A c X RE RARE T na 为 4 中 元 之 个 数 ; 当 A 为 无 限 集 时 令 jA 
= %,. 则 是 一 完备 测度 , 称 它 为 Xx 上 的 计数 测度 . 当 且 仅 当 让 为 可 数 集 时 jy Eo- 
有 限 测度 . 

3. 独 拉克 测度 

Eo4c2tf&-adEXEIaxo € X. EA CUAL E a € AMT uA = 1, x4 CA 
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时 令 / = 0,98] , 是 一 概率 调度 , 称 为 z ARGI P TE Dirac) 测度 ,通常 记 作 ĉn- 
1.3.3 测度 的 性 质 


£& sg iM BE Z8] (X... pu. 有 如 下 性 质 . 

i. 单调 性 

d A.B C ,RAC BLU A a ppB. 

2. 可 减 性 

d;PA.BC.4,A CB A< w, W e BN A) = BB pd. 

3. 次 可 加 性 

EAE. gin = 12,2, eU A «x Sidni Í t, EAER E Ry. 
4. 下 连续 性 

车 A C Ain = 1 4 ). 

5, 上 连续 性 

E AE AA n= dN A). 

以 上 性 质 有 助 于 测度 的 计算 与 估计 ， 

84 AC = 1,2,…) 为 可 测 集 ,4 = Å DAL uA, «om EM uA = 0. 
证 ”由 测 度 的 单调 性 及 次 可 加 性 推出 


A nl UA) x 377 > Dir- -), 
an = 
因此 md = 0. 
1.3.4 ”正则 测度 概念 


H x c R 是 局 部 暴 的 . 

1. 正则 测度 

UL X, 4 p) 是 -测度 空间 , 若 ,多 包 传导 中 所 有 相对 开 集 , 昌 对 任何 紧 集 4 C 
XAA < a WEE p 为 上 的 正则 测度 .正则 测度 jy 有 以 下 性 质 ; 了 gg 是 o- 有 限 的 : 
Ye »0,A C .7% 在读 中 的 相对 开 集 6 SHABSEBIE F (S F C A c 6. 
CA F) « c. 

2. 外 测度 

设 辣 是 区 上 的 庙 则 而 度 , 任 给 A c XS 

B' À = infpaldcGCcYC 是 二 中 的 相对 开 集 | ， 

则 得 到 函数 ut :2*- [0,0 A" STER IPSE" =O U Ag Sin A. 
A, c Xin 2 L2, 2, R a^ 08 s SIBI PUN BEES CX BENI, PE eA = 
pg A. 

1.3.5. 勒 贝 格 测度 

任 给 n a LTE R" 上 存 存 唯 -- 上 其 有 以 下 性 质 的 测度 jy. 
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I? 1 XE X EXT o- 代数 EL , 鹤 包 舍 所 有 开 集 ;4E Ys >0, 存 在 开 集 G 
SHE 六 ,使 得 FcACCHpulGYF «e. 
r 平移 不 变性 dT AC Wa€ R, Á n(a € A) = HA. 
P 设 C 是 n 维 单位 方 体 ; 
C = l(xj, x7 x) € R^ 10 x x; sz d(1mixn)l, 
Mj 4C = 1. 
FER «n ERRA Li if E m X m, ERAT 4 € 029 n HERI DI 
HERS. m 的 进一步 的 性 夸 如 下 ; 
4 m Sé S IE BU HE ,因而 是 = 有 限 的 ， 
5 ES n SEDE HI 
C - Guess) € Ra ex x b x i e n), 


有 mC = [| - 20. RUBRA cR RA n HEBEL A E ZH mA = v. 


e 3: P c R^ 为 超 平 面 ( 即 上- 1 维 子 空间 的 平移 像 1.4 c P, 则 ma = 0. Bi, 
R2 中 任何 线段 的 2 BERI UL RS AN BEDS E. 
T 任 给 可 数 集 4 CcC R, md = 0. 


1.3.6 1 维 勒 贝 格 测度 的 构成 


HAEE m 如 下 . 

LË- « a « b « w, MEX m(a, b) = b — a. 

PÉEG-US RBSRAJE.,R CHRIS NE Y me = 》 má. 

P?d4PFCRB EXKE.. 5] BEUA 严 的 最 小 闭 区 间 I G = [5,5] AERA 
界 开 集 ,定义 mF = b-a- mG. 

中 车 4CcR 是 有 界 集 , 则 念 

m'A = infmG, m, A = supmF, (1-1) 

其 中 cima ABS SUTSR,FuRHECUA 的 闭 子 集 . 分 别称 m" 4 与 m4 为 4 的 外 
BI EE PREISE S; m'A = m, AM 4 为 可 测 集 , 且 令 mt = m* A. 

S EA cR # Y> 0A = AN xx) PTII, Ub] E A AONAR, ELER mA 
= lim mA, 为 4 的 测度 . 

如 上 定义 的 天 与 1.3.5 中 所 描述 的 勒 贝 格 测度 ( 取 ，” = D 一致. 这 就 得 到 1 维 
和 勒 贝 格 测度 的 一 种 县 体 构 成 . 类似 地 ,可 给 出 iB DL c HE RH IR 

Hs REHE P 的 测度 (参考 说 3). 

解 令 6= [01] P,W 


人 
mG 2 
FE mP = m(0,1] - me 


— 
II 
e 


=1- 
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Dií6 设 a < b, WEHA = (a.b) 是 个 可 数 集 . 
证 ”车 4 是 可 数 集 , 则 必 md -0,.X5m4zb5b-5420 f). 
例 7 设 某 台 打字 机 已 缺损 “5” 的 字模 ,这 对 它 打 由 数字 的 功能 影响 如 何 ? 
E 只 需 考 虑 区 间 [0.1] 中 的 数 . 令 
G= ix € [0,1]: x 的 十 进 信 小 数 必 用 到 5|， 
则 
G = (0.5,0.6) U (0.05,0.06) U -= L! (0.95,0.96) U 
(0. 005,0. 006) U = 
故 mG = 0.1 -9x0.01:9 x 06.00 +e = 1, 
从 而 mCo,1] * 6) = 0. 如 用 十 进位 小 数 ,6 中 的 数 不 能 打 汗 ,在 这 个 意义 上 上 ,该 条 
学 和 机 几乎 完全 丧失 打出 数字 的 功能 ! 


1.3.7 ”外 测度 与 内 测度 

Hi CCI-D AE XL m" A 与 m4 除了 构成 1 维 勒 和 具 格 制度 时 用 到 外 ,还 有 其 独 
立 应 用 价值 .其 性 质 可 概述 如 下 . 

IO zm.4xm'A«*. 

2 单调 性 Ac Bm.4Axm.H,m'As«m' B. 

PKM mU AD « Dam" As A, AMZER mL CU AD x 
Nma An. 

4^ Caratheodory 条 件 A c REU A np h HE I E, TEA RR E cC 
RA m E= m'(EQA) +m’ EAA). 


1.4 f Wi dm E 


BECA, A i) 是 给 定 的 测度 空间 Vm n HERB PLE (E06 E C X LOUER 
FEE LOZA, BREA E Ea) 是 实数 或 : %. 任 给 e € REDE 
E(f »c)- Ix € El f(x) » ci. 
Elf 2 c), Ela < f < b) 等 记 导 的 意 必 仿 此 . 


1.4.1 “可 测 函 数据 念 


1. Sc TR GR 

设 了 是 可 训 集 下 c 工 上 的 实 函 数 .车 vec REC 可 测 , 则 称 f 为 & 上 
的 是 测 ( 或 je 可 测 ) BRL 以 下 任何 -个 条 件 对 于 可 测 旦 充分 必要 的 : 

lp VeceR:ECFs e) 可 训 ; 

2 wvc€ RE « c) HT; 

P yc€ RE ez c) TM; 

P yabe R:E(a « f « b) Eg EC(f = s) aW; 

5 任 给 开 集 CC R: 六 GE 与 EC = 9) 可 测 . 
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2. 复 可 测 函 数 

Bf + 与 y 是 妃 上 的 实 可 测 男 数 , 则 称 (Fo E Figs mW. 

3. 勒 贝 格 可 测 函 数 

i Eg RE 为 蒜 贝 格 可 测 集 .所 上 的 实 ( 或 复 ) AA ru pm gs £F e pss 
中 格 可 浏 函 数 . 说 到 R" 中 的 可 调 函 数 而 未 加 说 明 时 ,总 是 指 德 中 格 可 测 函 数 , 旦 通 
常 简称 为 可 测 郴 数 . 

Hs t ECR^ JD E nEI.CRRE DUERME) 图 数 , 则 了 是 可 测 
p 

E BuOEIEGEHU ESTA C cC RB 1.2.6.4 = P! (6) 是 三 中 的 相对 
FERRE V c R" ,使 4 = E(1 V.B3 E 5 v eu AR A 亦 可 测 . 因 此 了 是 可 测 
PR. 

例 9 JER A c X.A 是 可 测 集 cs a BRE ERE y. 是 吓 测 函数 . 

证 ”这 由 以 下 等 式 痢 出 ， 


X, c«0; 
rx > 0 = [4 Qael: 
Q. cel 


若 以 Q 记 R 上 的 有 理 点 之 全 体 , 则 便 9 表 明 yo( 它 就 是 狄 里 克 莱 汞 数 ) 是 可 测 
函数 .但 xw 处 处 不 连续 ,可 见 ,可 测 隙 数 较 连 续 阔 数 为 广 . 


1.4.2 p 3 54 65:5 A 


LERES 

若 f,g RTWEE C X) 上 的 实 { 或 复 ) 可 测 函 数 , 则 +g, 所 与 f/g 亦 是 六 上 
的 可 测 函 数 , 只 要 这 些 函 数 在 玉 上 外 处 有 定义 ， 

2. 格 运算 

Afg EE KEJT NAA, 

(f V gx) = maxif( x), g( 321 
与 fK^gz--[ti(-D»vt- 9] 
Hei E ETERS. TEE, 
f'fWO0O0, f=- TFI= 产 + 广 
是 可 测 函 数 , 其 中 广 与 广 分 别称 为 上 的 正 部 与 负 部 .一 般 卫 , 苦 乒 (na = 12,05 
上 的 可 油水 数 , 则 
supf,(x) 与 inf f(x) 


BS E EAJ ApS. 
3. 极限 运算 
Hfr = 12,…)》 是 所 上 的 实 可 测 函 数 , 则 上 .下 极限 是 数 
lim, (8 = inf pA CO 
tj lim f, Cx) - sup inf fiCx) 
HE E pngna psp TESI SE OO 9 Kx)(x € E, n a), U rd E Emorum 


] Wm t5sPMEEE (1329 ， 


EH. ELE rA eapi RUE S STE BER 
1.4.3. Mp nd 


LEN 

3 y XX Lauri fi, HERRERAN ORE) KiE M0 B 为 简单 函数 、 

显然 ,Y 上 的 实 ( 或 复 ) 值 函 数 RARR TUE RIE, S ER De. 
其 中 c BEGR) 常数 ,es c XEHE, k = 04,2. on PERE T EE 
er HN. 

2. 用 简单 函数 逼近 可 测 函 数 

若是 Y 上 的 实 (或 复 ) 可 测 函 数 , 则 存在 《上 的 --- 旋 实 (或 复 } 简单 函数 |w | ， 
使 得 o Cx) — f(x) yx € X BE £z OERO s o, s quan 01.2.7). 
在 后 一 种 情形 下 ,通常 采用 记 导 0 ug, tAE REM TER I lgti. 

以 上 结论 表明 .可 测 函 数 类 是 包含 简单 函数 类 且 全 大 限 运算 封闭 的 最 小 霄 数 
类 . 

3. 阶梯 函数 

将 区 间 [a,5] 分 旭 成 有 限 个 子 区 间 8, 的 不 交 并 ,在 下 常数 64, 则 六 = 六) ern 
& [a.b] EIE B ER RC , 称 为 阶梯 函数 , 若 FE Ca b’ UTRAN RAR 3X 
KAF S. 

ERE f Un-12,":24& X EJLEREACB BRUM S RE) 可 测 函 数 . 


l.4.4 "T3985 d Et P) rp E 


E SLEAN S 
车 存在 零 测 集 ACX Yre Apo ia Dis i TE X EFAA a 
FARER fae. 
2. 38 fr Krh 
XP we > 0.8 
lim XC f, -fizms)-0. 


则 说 HAi E X ERIE p KAF f, ERE SR ROO UE 0 F fL iof h y 

3. — sur S 

E ve»O0.uN» 0 y nz N.Vx€ X, BIfAGD - fI e. isi fe 
X E—3 9 9T f GIB h f. 

4. JL3xE — sli Sir 

d V6 > 0, JA c Xita « 6,TE AS E f, SAMA dE X EJILT-- S0 
SUF f, IIF fa fau.. 

所 上 几 种 收 傅 性 强度 不 等 ,各 有 其 用 .不 难 直 接 看 出 :， SuSE = JLE -BU 
St = 几乎 姓 处 收 敏 且 测 度 收 敏 .下 面 用 例 于 说 明 皮 向 的 挫 埋 不 能 成 立 . 

H10 iA = an= 112 下 ), 则 0) 一 00x Rn 一 各). 男 一 方面 ， 
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对 e = 1 有 
mix € R: Il (x) Iz el = mC[n, 9)) = 9, 
TEIA ASIN HE CODEC. oc EB Ib PL ER M FCU Oc, ER RR E EAR JLE 
— 1S8 Sie 
Bu 令 eu = E = ird R= EE-D + ifi = xyli = 2s k, k = 
2,,X = [0.1]. y£: > 0, Å 
mX f. læ) = meg = kg n>n w), 


可 见 f, — 0.55 —J ifi XHESS x C X SÍEfdk 有 使 x E eu Mili 
0. yix 3c HH 9 Per OPE An] T rb b COE, Á ER EA D TUS Arb be ie S 5 USE Sl 
at. 


1.4.5 HAEE 


SERE Haxe W A PILE- Solo CE JUS Ap M RO) 
Ff. 

叶 时 罗 去 定理 BEXELL —>fae pX « 6. f /,a.u.. AE, 5 eX 
< c It E x LALF st 5 JL3E.— gio excog pr. 

HAREA, DRE TULSE Ab Ab coo E Se P Fs UR f BE ca. 

BD RAs gel Le) Bh fag, mg Wf us guae. 

EO BRAEM, RAITAA SA fae. HRR g — gt 
ARE leyi OFA gelige m gae. AIRA fe m dae. M fe n o e ma 

例 13 aXe o EXER fg, gH faen Sg 

证 BMWA e > 0:pXCO Re - fle me AW GS» 0, uXCI fur, 


- flige) > SEIA BETA I f 一 ,a.e.; 再 取 ; EH BFR ge E ge 
— g,a.e.. T Re fege — Jea e.. WIERD KEM, D fege o fg acu ;内 而 foe 


Eo fg [B 5j XC fege - felpe) > SFA. 
1.4.6 EKER 
用 性 质 较 好 的 函数 (如 连续 函数 或 多项式 ) BEE R R, E RE R 
重要 课题 之 一 .最 基本 的 结果 如 下 
f(Lusn) 定理 i xc R" 是 一 紧 集 ,fF 是 定 交 于 XX 上 的 几乎 寻 外 有限 的 


实 ( 或 复 ) 可 测 函 数 . 则 对 尾 给 e > 0, 存 在 革 上 的 连续 实 ( 己 复 ) 函数 g(*), 使 得 
mXCf Æg) < e, H.sup | g(x)ls sup | fGD 1. Bulpieib :存在 三 上 的 实 ( 或 复 ) 连 


SEI Fin = L2, 7)  BHB f, — face. Hsup 1 CX) | = sup fix). 


魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ”若是 区 间 [a,#] KECE) 连续 函数 , 则 存在 多 项 
AFFI Pl Ela, d] EA P, 仿 f. 由 此 推出 :车 是 ! a .5 上 几乎 处 处 有 限 的 实 
(或 复 ) 可 测 函 数 , 则 存在 一 列 狼 项 式 几 平 处 处 收 总 于 f. 

推论 ”若是 以 和 为 局 期 的 连续 实 { 或 复 ) AR Un] exp — 9) — 18 SE TRU 9x 
RAF f. 

一 个 形 如 

A+ > C opeuskr + b,sinkx ) 


的 函数 称 为 a 次 三 角 多 项 式 . 
2 $NI 


2.1 ”定名 与 性 质 


没 (X,. 必 4) 是 给 定 的 测度 空间 . 
2.1.1. 勒 贝 格 积分 的 定义 

定义 由 如 下 几 个 递 进 的 步骤 归纳 地 完成. 

1. 非 负 简单 函数 的 积分 

BS Djen ee lOe) e C XO g Ee n) 是 本 不 相交 的 可 测 集 , 则 定 广 


| san = Dene: 


当 c= Ope = o 时 约定 ege; = O. 
2. 非 负 可 测 函 数 的 积分 
SEX ETWA) 2 0(x € X), pix 


| x fån = ed PU 

其 中 o ARAE Ou os 的 所 有 简单 晴 数 . 

3. 实 可 测 函 数 的 积分 | 

设 /是 X 上 的 实 可 测 函数 ,| ,di 与 | f diis f AUSTR RE 

f fef Fan -| fh 

4. 复 可 测 丁 数 的 积分 | 

设 u,v 是 X 上 的 实 可 测 函 数 ,/ = + 由 ,车 | udu oda PERAR, Wa 
x 
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| .dp = | udp + i| vdp. 


5. 尾 何 可 测 集 上 的 积分 
证 4 C < 是 一 可 调集 ,了 是 寺 上 的 实 { 或 复 ) 可 测 函 数 wig sz 


| fdp = | ad 
只 要 有 端 之 积分 存在 ， | 
H | /dh 存在 时 , 称 它 为 /在 + 上 (对 测度 4) 的 积分 ,车 | Sap 有 限 , 则 说 7 在 


六 上 可 积 , 以 LX) 记 上 可 积 的 实 ( 或 复 ) 阔 数 之 全 体 , LOBEL X, p) 
简写 作 局 .关于 测度 严 的 积分 称 为 勒 贝 格 积分 ,关于 下 可 各 你 为 勒 由 格 本 积 , 关 于 
任意 测度 i 的 积分 也 称 为 抽象 勒 贝 格 积 分 . 


2.1.2 积分 的 基本 性 质 


设 /,g 是 X 上 的 实 (或 复 ) 可 测 函 数 ,积分 | Ja 与 | oap 存在 ia,8 是 实 (或 


E) 常数 . 
1. 线 性 性 
E fg€ 或 f,g,a,8 非 负 , 则 


jw: dr = ef, fdg + el, gdr. 


2. 完 全 可 加 性 
4E X-2UA,.A, 是 可 数 个 互 不 相交 的 可 测 集 ;六 EE L 或 止 负 , 则 


| pp = E, ar. 


3. 单 调 竹 
BE X Lf ox g.a.e., M 


| fdp «|. gdy . 
4.8 pA = 0. 则 | fiy. = 0. 
以 上 性 质 皆 由 积分 的 定义 直接 推出 . 
2.1.3 TRAI 


设 f 是 X 上 的 实 { 或 复 ) WAR. 
1. 充 要 条 忻 
可 积 的 充 要 条 样 是 1f1 可 积 .因此 ,在 勒 贺 格 积 分 理论 中 没有 “绝对 可 积 概 


èp 


2. 必 要 条 忻 
d fupe 9n f 必 几乎 处 处 有 限 , 且 集 1x :Ax) 关上 oo 有 限 测 度 . 
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3. 充 分 条 件 

车 Ts gae g PEEL aR TERI eX < 2 而 上 有 界 , 则 了 可 积 . 

4. 零 测 集 对 积分 不 起 作用 

f= gae. LINT 存在 >l, gds 三 在 Hf Al 一 INT. TEJESPT AU! 
Bi. 监 于 此 ,在 处 理 积分 问题 时 ,可 随意 改变 S PRÉC OC FAE E BS RC, EA i 
顾及 -- 函 数 在 某 零 浏 集 上 是 否 有 定 放 . 

例如 ,对 狄 里 克 沫 函数 y BELEA 求 积分 时 ,中 以 认为 Yo = 0, 因 而 有 


上 yodm = 人 0. 另 -方面 ,zeo 因 其 处 处 间断 而 在 任何 区 剖 | ns ,5jf(a < 5) EAE 
[E 

2.1.4 积分 的 其 他 性 质 

下 面 诸 性 质 都 是 积分 基本 性 质 {1) ~ 《4) 的 推论 ， 

(1)  fF,g € L'CXD f ug guae. LINT = | edr 则 /= g.a.e.. E39. £ 
| Ide = 0, 则 f= 0,a.e.. 

DE| an 存在: 岂 |[ an| < riae. 

(3) 绝对 连续 性 ”车 /€ LOO lim | fap» 0. 这 意味 着 :Ye > 0,38 > 


0, 当 € c X,pe « Ë 时 , 恒 有 || fap 

(4) 下 连续 性 EA, c X AENEA Cd4c4=U 机 AE LOOR 
FERM | du 一 | fan. 

(5) 上 连续 性 — iE A, c 下 是 可 测 集 ,4 5 4; 9. .A S DA E LX), 
Du NS ~ | fan . 

例 1 BTR EC XETRA, An eA ME m ERE x C E EIE 
其 中 5 个 集 包含 , 则 必 有 某 个 A 的 测度 > (p/n)pE. 

XE XD aua, 的 特征 函数 , 则 在 上 jf = np. 于 是 

puE < | Sae = X. fide x Sf, fide = Dpi» 


出 此 得 出 必 有 某 个 pA, m p/n)pE 因此 
PiE s; n* maxpá;, 


Z. 


由 此 得 maxpdi z Cp/n)g£E. 
例 2 BSE LOO, limaXCI n) 2 0. 
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证 $A = XO fam n) M 
ps -f| «], l idee iJ. ifl dpe ~ On 的) 


2,1.5 可 和 性 


Wo 是 上 的 计数 测度 . 任 给 FE DOG) AE | fas EDS, REA 
f(x) 在 下 上 的 和 ,并 说 f(x) 在 XY 上 可 和 .利用 积分 性 质 推 小 如 下 结论 . 

(DECx) E X EDI Lf) | fe X EDI EL FO 和 和 , 则 存在 可 数 集 1x,1 
c XE X dE E f(x) = 0, 因 此 x) = > x0). 可 见 , 当 f 可 和 时 之 yf(x) 

sE 

实际 上 是 一 无 穷 级 数 或 用 限 和 
(03 ram.m| yo « Pp]. 
EX xx 


(3) 若 级 数 > a, EAKA, RU] E ECHELLE ER HE I 1 EG ACE SR. 


2.2 ”积分 收 伺 定理 
关于 积分 的 三 大 收 全 定理 通常 被 认为 是 和 勒 风格 积分 理论 的 中 心 结果 . 
以 下 设 (X, 0 是 给 定 的 测度 空间 ,f,g,htn = 1,2,…) Æ xX EWTN AX. 
2.2.1 勒 维 定理 
O) 特殊 形式 ”车 0 < 不 + 了 , 则 

[, ris = tef, a a 
(2) 一 般 形式 ” 设 gE LE gx f Eg > 及 Vf. 则 式 (2-1) mar. 
(D 级 数 形 式 。 车 f 宇 O(n = 1,2,…), 则 

[DA = 二 | fdp. (2-2) 


注意 ,对 于 式 (2- 1) 并 未 假定 feE 局 ;对 于 式 (2-2) 并 未 假定 之 , 乒 收 敏 . 正 因为 
如 此 , IE (Levi) 定理 在 应 用 上 特别 方 性 . 
Da Èf 
o JA, Bax) esn 
f) = u * f(x)»n. 


则 0 f, A f FERRO-D 有 | Ade > | f 


例 4 Rz] dx. 
o e-l 


解 RUDBOTSQ e -7 = "er 及 式 (2-2): 


2 勒 帆 格 积 分 ，335 + 


= | Sgae da = YE xe “dy = MN L = £, 


"^ d 


2.2.2. 法 图 (Fatou) 定理 
(1) 特殊 形式 ”车 > 0n = 1,2,…), 则 
| imfar < 加 | , fdu. (2-3) 
(2) EER Bge LER jg 12,0 X3) E ET h s 
g(n = 1,2,7), W) . 
| hdr > Bn], Ade. (2-4) 
BS. RAEL, fp atn = 2,7) om face. BSRO-D 成 立 . 则 对 任 
CBE AN E] 


NEEDS 
证 ”相继 两 次 应 用 式 (2-3): 
| fde x limf hds = Tm |, pam 


- Tm (| dp - » pr 
- IN - imf, fd 
« | a -| sar = | tin, 
由 此 得 出 | fdg 一 | Sfar 
2.2.3. ”控制 收效 定理 


e Eb f, face OX f, 一 > 让 ,车 存在 gE 5 使 | .1g g(rn = 1,2,…)( 称 
c ARERR) WAE DB | 1f flde 一 0 这 排出 式 (2- 0 成 立 . 
T 有 界 收 人 证 定理 ”车 存在 常数 天 >0, 使 [1 Kn = 1,2…), 且 HE < . 
DESEE 的 结论 成 立 . 
Be rE LX) 
fix), df x)bmu 
f(x) = n 车 1 f(x)1> H, 
则 | Adr >f mr | 六 -filde--Q. 
HE AJE ,上 故 了 几乎 处 处 有 限 ,于 是 记 一 fa.e.. 上 二 次 ,可 用 171 作 为 1f1 
的 控制 函数 , 故 可 用 2.2.3 得 出 所 要 结论 ， 
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例 了 7 求 上 = lim Peas. 
m A 


而 eg € L'[0, =), Ex [k 2.2.38 
1 = N lime" dx = IK -dz + [7o ‘dx= l. 
Ü nn 一半 Ü l 


2.2.4 PGKA) { Vitali) 定理 

1 FEAE 

i FCLUCOD. ye > 0,38» 0, e c Xipe < 时 ,对 一 切 f€E FH 
|| rau] < e mti 严 在 区 上 有 等 度 绝对 连续 积分 

2. 韦 达 利 定理 

B XCR',mX«w.lf£icL,.m tf HEABXDEHRBUTB f, — f.m rc 
L'(ÓX,m). H 

| fdm = limf f,dm. 


2.2.5 5B Xd o EX 


HARAKA EM, aT RE vr ADU RUBUS 5 GER 95) 2 [8] (9E RS 

1. 常 立定 积分 

V GO EREL e, b] HSR LARN, WE at] ESTR Elab] 
上 几乎 处 处 连续 . 若 Ele 6] ERRAR, Val jp po T A op RA, AAR ECT 
Am. 

2. 广 多 定 积分 

la, b) 是 有 限 或 无 限 区 间 , 扩 xz) 在 (a,5) 内 至 儿 有 限 个 间断 点 , 则 


b b 
| | f) Ide = | NEELM 
左 端 表 广 义 定 积分 . 由 此 推出 SE LCa, bo 广义 积分 | fx)dx SAC 6 
| Aw 绝对 收 和 时 有 


x)dx = | mm. 


3. 重 积分 

设 f 是 n 维 区 域 D 上 的 实 函数 ,n > 2. 若 D 与 1 钼 有 界 , 则 ff 在 D 上 莹 苔 可 积 
cf 在 D 上 几乎 处 处 连续 ; 当 六 在 D 上 黎 蝎 可 积 时 亦 必 勒 贝 属 可 积 , 且 两 种 积分 值 
相等 ,车 D 或/ 无界, 但 f 在 D 上 几乎 处 处 连续 , 则 在 D 上 的 广义 积分 收 侣 和 EE 
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DO BH € DOD BER 
| fd = | fdm, (2-5) 
ERE X n 重 积分 . 
窗 于 以 上 结论 ,对 D c RC > 1) 上 的 勒 贝 格 积分 小 用 记号 A(x)ds. 


H8 设 广义 nn 重 积 | Adrik. e 2 Di ED FEI, D, C Dic 
=P 2 U D M | 
| Kadd = NECI 
证 由 式 (2-5) 及 勒 由 格 积分 的 性 质 有 
|. fi x)dx = f, fdm = LUN fdm = Jim | sd. 
例 平均 通 近 ) iD oc R' 是 有 界 闭 区 域 ,feE L). WAHE e > 0, 存 在 
上 上 的 连续 图 数 g ,使 得 
f 1A) - glx) 1da < e. 
证 AAs DERA ATNA p, tE 
n I f(x) - eG) lds < $., 


没 |1 wtx) I M< wm. 由 和 鲁 塞 定理 ,有 D EBESEPES z, tE mD(o x e) < 
e / (4M) B 1 gtx) I M. T 


| IA- gl) lde æ f 1 A) pla) ldea | 1 pC) - gC) 1 da 


+ | | eC x) - gix) | dx 


DO gu gi 


Es 


I 


«7 €2M « mD(p zg8) <e. 


2.2.6 ERT 
设 f(x, y) 是 定义 于 于 xY 上 的 实 { 或 复 ) EREX Y cR Aep RTE E 
可 积 , 令 
ei») = n f y)dgl x), 


dix) 表示 积分 是 对 变 元 x WRH. ABRA SC ERE HA eS p Cy ) 有 以 下 性 质 : 
(D 积分 号 下 取 极 限 ”着 | xy) 1a gl) € EOD 


lim ety) = Í, limt x ,y)dgix), 
只 要 积分 号 下 的 极限 几乎 处 处 存在 ; 
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(2) EHE BIr) 1 gla) € LA 和), 对 几乎 所 有 x € Xf xy) 
y 在 yo 连续, 则 ply) TE yo 连续; 

(3) H Yc RAFIR n FE, Hifi legi E L'CX), 
则 piy) 可 微 , 且 


sin = | f y)dgu(x). 
Ai 设 /E 后 (R). 定 尺 上 的 博 里 时 变 式 为 
f = | Kneeds- 


MFC 在 RR 上 连续 ; 当 afla) E LR) I 7(8) 连续 可 微 . 


证 Hiesa) E LR), 故 由 2.2.6 知 六 8) 连续 ,车 xf( x) € 
L'(R), W 


Fa foe =i xfx)»I€ LR), 
于 是 由 2.2.6 有 
站 3 =- i| zje dz. 


再 由 2.2.6 知 了 '(&) 连续 ， 
2.3 AHEHE 


EX, AAD 50,8, y) 是 给 定 的 o- 有 限 测度 空间 ， 
2.3.1 乘积 测度 空间 


1.335805 

UE EXxYEbUEIAx B: A€ 4,Bc A maga R, MFE Z E 
的 唯一 e 有 限 测度 ,使 得 ; 

I? 对 任 给 4 € 58, B € 8,8 ACA x B) = pA- vB, EI nHISECE" A x B 的 测 
EER H WEZI, 

2 IHH E E SV 


ACE) = | vaa Q0 = f Gan, 


其 中 E, = Fy:(x,y) € El, = Ixs(x, y) € EKRA RO”). 

称 如 上 的 4 Ap r A SESRENIR DAE ex v. 

2. 勒 贝 格 测 度 的 乘积 

设 m dU Ic ERI DLE QUU , 则 对 任何 自然 数 k, RRE m, x mi 的 完备 化 就 
At k+ 上 维 勒 贝 格 测 度 , 即 mr x m, 2 m, CR 1.3.1). 
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2.3.2 人 情 比 尼 定 理 

(X fO, y) & X x 上 基于 测度 jy xv RAET n] t eg E, bi 
| Jå i x v) z | aeta] foco 
XxY ` 


= f avol Aaya). (2-6) 
(2) E f(x, y) E X x 了 上 关于 测度 jy x o ORKE OLH) prit, i55 (2-6) 成 

立 , 其 中 两 个 逐次 积分 的 内 层 积分 分 别 对 x* 与 了 几乎 处 外 关 在 且 有 限 . 
(3) i ftx,y) 是 (有 限 或 无 限 ) EE D = (a,b) x {1,4d) 上 的 实 ( 或 复 } 可 测 


函数 .若非 负 , 或 者 广义 二 重 积 分 | Kx,y)dxdy Mo pc 


Jre y)dxdy = | "Kx, y)dy = Jas E x, y)dx. (2-7) 
博 比 尼 定理 主要 用 来 解决 积分 换 序 Fe. 
eu R= f te et) (0 < a < b). 
解 。 应 用 起 (2-7): 


I= r dafe 5; "My b dz| xe P dy 


x 
b 
一 lel xe dx - | s = mn 2. 
EP Gy) = xere EO, 0 ) x (a, b) ERE BEER GDSSECRT MO 函数 ,应 


用 公式 (2-7) 时 无 需 验证 /的 可 积 性 ,更 不 必 考 应 参 变 积分 | xe-”dx 的 一 致 收 全 


性 .可 见 应 用 人 情 比 尼 定 理 是 十 分 方便 的 ， 
Dii2 gE LR), hz fg. Hl 


h(x) = MICE - y)dy; 


Fiki 10.94 k= Fe. 
证 ”对 任 给 ER, 有 


Re) = fO hleda 
= 全 eax]” Agi — y)dy 
-f i Krega- yjet gla -了 )dxdy 


= F anetar”, g(x 8 ye" r oida 
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= Tx pea. g(r)e da 
= jug, 
其 中 用 了 公式 {2-7) ,其 合法 性 在 于 
NN | f oe (x - y)e7 7 ?* | dxdy 


- Fara] igyd 


= N | fCy I bj. | g(x) 1 dx < v. 
情 比 尼 定 理 也 常用 于 某 些 测度 问题 . 
H 设 瑟 雪耻 "是 一 可 测 集 ,平行 于 某 定 直线 的 每 杀 上线 与 巡 的 次 为 1 维 零 
WEM mm = 0, m, iin SESJULERTMEHE. 
证 HAA nscsx)€NR.Vidysixixmeocosin Zu z= n. 不妨 设 定 
直线 为 x, 轴 { 否 则 考虑 一 TEAKE. VIER, D E = [z:(y.z) € El. 
由 假设 有 m E, = 0, 于 是 由 博 比 尼 定 理 有 


mE -| eG y adrdz = |. dyf, xgC y, HIA 


例 14 È Doc RoN, ÆDER, E = Hx, »: xE D,O x 
y « f(x). Bj E E R pow, 


Ma E 三 | Koax. 


证 ” 当 / 是 简单 函数 时 显然 丘 可 谢 , 因 而 用 简单 函数 过 近 易 看 出 辟 可 测 . 于 是 
由 情 比 尼 定 理 有 


ma, E = | dxf ar)dy - NIIS 


2.4 Æ 间 P 

A WX gu 是 给 定 的 测度 空间 ,pE [1,9], 1p 179 2 24 p - 1 或 
o Hf, g = v Ek 1, 
2.4.1 空间 概念 
(DEP fX fE yE) "TRE 
rP 
iet, {i (od wat 
ART. put 


称 fi, 为 了 的 站 范 数 . 
D Rar $ 


*& we 


2 勒 贝 格 积分 : 341 * 


PX) = AEX ETWA. Ifi, < 2l. 
当 1 p« % 时 称 P(X) A X EB p KARERE SER 1,*(X) 为 车 上 的 本 性 
ERAREMA. £X) 也 记 作 IPCX, 40. R PC D. PP 是 -向 量 空间 . 
(3) ATRE Holde) 不 等 式 。” 任 给 ffE€ ,gE ,有 
felis NA, gl, 
H1] g pe œ 时 即 
| | fg lde « (| fide) ^ (] lg Ie). (2-8) 
X X X 
(4) 范 数 公理 P ARAETA E: 
P FRH: afl, siai f ,s 
r 二 角 不 等 式 : 上 f+ gl ,< f+ |g ,; 
5 正定 人 性， iri, > 0; |z| p = 0f = 0,a.e., 
以 上 fg 下 ,a 是 常数 . 


2.4.2 UL Ws 


(DEX — 4€ U(in2z12,).]l f - £l o0 nom 0, BESTE 
依 PRAKATA nv fep HCM I" PP oC" Foie dE foo O00 3E p c o LB 
LP CSS p HOP Bupcat py LUUD E BESSER D eere 

(2) PER 

PEU P USE Msupl £l, < e. 

2x6 NA) gt ,an a. BN] 

fat Est f£ gU D uad, om afl); 
LAN, ift 

P Ehn AL) Sa g ENS = gae. 

(3) 与 其 他 收 熏 的 关系 

I f, fU) f ARA. 

P f,—- f(U)5 EFA) f£, fiae. 

3» d f fae Eger E Lf gn 1,2,7),1 s p « 9i f, 
— FEF). 

(4) 完备 性 ”序列 ii c DP IPRREISTEXRIEERE lA- fal 0 min 


v). 

2.4.3 I? 空间 的 特例 

(D E XcR' 是 一 勒 风格 可 测 集 , 则 空间 P(X) 通常 指 P(X,m),m H n tE 
HRE. X -iab c RE BE, id PCOOD 29 Pla lo. É a, b HIR. BI Pia, 


8) 5 P [a, 5] 并 无 区 别 . 
(D 约定 PCX) = PMX, ON g pu HP x ig dem. nu X En 
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计数 测度 ， 
(3) HE P = PNO a px 9). M4 p < co 时 ,PP 对 任何 x = Cæ) = ni, 
(e) € P 
Hx, = D, x 177; 
而 赫 尔 德 不 等 式 可 写成 (x € Py € B) 
Sry le (Dy 
I^ 是 有 界 数列 空间 ;对 每 个 x =i 各 后 有 


| xl = supi xl. 


2.4.4 P Ñt 


Ups. 

0) 一 般 概念 McLD.Hyf/€P.ve20.d3g€ Milf- gll, <e m 
X MEP PAE, RSAC DP THE M "PETER C DP GE R SEPT vf € UU 
i£ if! c MEI f o OP) BN TM ARa RERA X PEDIR R AF BY aB ELSE URS 
H. E 时 可 数 且 在 了 中 稠密 , 则 称 PP 为 可 分 空间 . 

(2) 用 简单 函数 和 逼近 BAFE P(X) STR x Eis em b. 

(3) MERRIA #A c R^ 是 任何 区 域 , 则 每 个 FE DOO) PL FHXESEIR 
数 了 逼近 :2) 是 可 分 空间 . 

(4) FHEFEEER GET ”车 -ww<a<&< 名, 则 每 个 FE Pla d) TMe, 
bl 上 的 阶梯 和 函数 P 通 近 ， 

下 面 是 应 用 允 近 结果 的 一 个 典型 例子 . 

BS. B/E Lla, b] wW 

lim [^ r)sinnxdx = Q, (2-9) 
证 Xf- yc (a, c Ca, d) A 
| /GOsinnzds - f sinnzds = n '(cosna — conp) — OC n — œ), 


由 此 进而 推出 , 当 了 是 阶梯 落 数 时 式 (2-9) 成 立 . 
Ve» 0, 取 阶 梯 函 数 g, 使 Ff- gli < c; RN > 0, fn NBN 


| | gs)sinnsds 1< e. MH n > NA 
| fx)einneds 


< lf-glll+e <28, 
可 见 式 (2-9) F. 
2.4.5 空间 DP 
(D 内 积 Fg EE DB 
,8) = |, za 


2 uE -343 ， 


为 与 g 的 内 积 , 它 满 足以 下 内 积 公理 

I? Cf. g) 对 /是 线性 的 ,对 g d 3ESaze TER, 

{frag + Bh) = alfe) + 有 FA) 

Tg = lg f): 

PAD S0, = Usf = 0,a.e.. 

(2) 施 扎 兹 不 等 式 。 在 {2-8) PR p = 2 得 

LG, Lag DE D gg ls. 

(D EZE — Si. = 0, 则 称 f 与 g EZ. WEF g. 

(4) EEZ x: 车 | | C E ME p-p) = Ĉjo 8, = Oli 7 j).6; 一 1, 
Hipi 为 标准 正 交 系 . 

(D 标准 正 交 基 Elp) c 天 是 标准 正 交 系 , 且 每 个 AE LTR beer 
的 “抽象 傅 里 叶 级 数 ” 

f= 24.99. 


MER oi 为 的 标准 正 交 基 . 以 下 每 个 条 件 对 于 jg.} 为 标准 正 交 基 是 充分 必要 
的 . 


1 每 个 / € L TREN S ep, KRR D BE. 
r BIE ELHA p, 正 交 , 则 f= 0,a.e.,. 
Y HT € 矿 成 立 如 下 巴塞 伐 尔 等 式 : 


FF s X ,gp V. 
例 16 Ho, = em Wip} 是 £[0,1] 中 的 标准 止 光 系 ; 


1 i n= mg 
2min-mis 了 M 

m 一 È d = | 
(g Pm) f x 0, nm. 


因 > ,om 可 表 为 二 角 多 项 式 ; 


ag 十 > (acoajrz + Psimjnx), 


而 每 个 FE [0,1] 可 用 如 上 的 三 角 多 项 式 POBE AHi"; n= 0,+1, 土 2， 
…| 是 [0,1] 的 一 个 标准 正 交 基 . 于 是 ,每 个 fE€ D[0,1] ' 订 展开 为 PRAE 


叶 级 数 : 
f - > c, emm, 
其 中 
| 
- «Jint =- "e.. 
C, = |e dx, n= 人 0,+t, 2,.", 
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3 微分 理论 


3.1 有 界 变 半 函数 


3.1.1 音调 函数 


设 六 xj) REXIBI[a,b](a « 5) ERR ADM on LECCE n FER. 

(DEZH Aa) m Edw nx. HRES R-N 33 x 是 了 
的 问 断 点 LUI Fx) — fx ) 为 了 在 * BPIERBE ,约定 

f(a7) 2 Fa) Fb) = KC). 
(2) BERKER S s(a) = 0, 则 称 
s(x) = 5 Art) Ar] Nad a, acerb 

为 f(x) 的 跌 跃 函数 .sfx) TE[ a,5] 上 单调 增 ,与 f(x) 有 同样 的 间断 点 , 且 在 每 个 
间断 点 与 As 有 同样 的 跃 度 ;pfs)y = f(x) - slx) Ele, b] EAER AA. TE 
Jis) = plx) + sish GO 的 全 部 间断 与 斌 度 都 转移 到 了 ;tx) E. 

(3) 可 微 性 ”在 [a,8] 上 几乎 钼 处 可 微 , 且 "(x) TE[ a, b] EER, 

[Gods « fU) - f. 


例 1 在 康 托 尔 集 P 的 长 3-* 的 余 区 间 


上 依次 今 FOX) WU 

1 3 2 ,. 2-1 

grga ! 3a? , 2^ 1 
ABRE X f(x) = Sup Or) ,fK0) = 0, 其 中 6 = [0,1] Y P.M A ax) 是 [0,1] 上 的 
增 函 数 . 因 其 值 在 [0,1] 中 移 密 , 故 不 能 有 间断 . 因 当 * € CHE (x) = 0, 故 

M '(x)dx 2 0 « t= K1) - AO. 
可 见 , 即 使 对 连续 增 函 数 所 wx) , 亦 不 一 定 成 立 牛 顿 - XE AN 

b 
| rod = Kb) - fa). 


np 三 1,2,-7. 


3.1.2. ZEE 


i f(x) 是 [ea,5] 上 的 有 限 实 (或 复 ) A, a = xo «xí «cn x x, m b Ax) 
= fix) - fixi. 
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un = sup?) | Afí x) 4, 


上 确 界 是 对 所 有 可 能 的 点 组 1%1 取 的 . 称 V (/) 为 /在 [a.5] 上 的 全 变 关 .全 变革 
有 以 下 性 质 . 

LOVU) < vi V) = Of = cost. 

PERE VU = 1 a IV CO. o 是 常数 . 


次 可 加 性 (对 函数 ) VOD sVO VG). 

以 上 性 质 合 起 来 表明 全 变 差 是 一 半 范 ， 00 

e 可 加 性 (对 区 间 )  V() = VO +Y O(a < e < 5b). 这 推出 VD(a « 
x x b) &" ER" x PIE ER. 

3.1.3. HR XE XGA 


EVO) < e , 则 称 / 为 [a,5] 上 的 有 界 变 差 西数 .以 V [4,8] 记 [a,b] 上 的 
有 界 变 差 实 ( 或 复 ) 函数 之 全 体 .有 界 变 差 函 数 有 以 下 性 质 . 

(1) 运算 性 质 ”有 界 变 差 丽 数 之 和 \ 差 积 仍 为 有 界 变 差 函 数 ,因此 V [a,b] 
EPRE ESE Vab] MISIE V [a,b]. BUR, VL o 6] XERGENE V. AH 
闭 ,注意 


JVg= 3- glt (ftg). 


(2) 3$ /€ Va 6] PREY, G rla) = VOl) = ala) - fa) MRa) 
= on(x) - bfx)xrtx) 与 or) 都 是 [es] 上 的 有 界 增 函数 .因此 , 实 函数 是 有 界 蛮 
差 一 数 的 充 要 条 件 是 它 可 表 为 两 增 函 数 之 差 . 

X f = + iv,w,v 是 实 函 数 , 则 /有 界 变 差 ou, v ET FORE ARESE 
及 3.1.1 得 出 ; 

(3) 连续 性 ” 若 FE Ya,b], 册 至 多 有 可 数 个 间断 点 , 旧 只 能 有 第 一 上 娄 闻 断 
点 ; 

(4) 可 微 性 35 / € V[ a.b], D f3E[a 5] 上 几乎 处 处 可 徽 ,县 .六 € Lla, 

b]. 

H2 设 C:z = g(OQa m szBp) 是 复 平面 上 的 任 - -连续 曲线 ,a = tos i 
«et, o b MWD Apl) EEA a = eO k PIER cA 


长 .定义 := Y(9) 为 曲线 C 之 长 .于 是 C 是 有 限 长 曲线 op€ Va, o]. 
若 Cir = FE) = dg Dip ta sh) 起 -空间 连续 曲线 ,ea = 
to («cc «x t, — b,llllTE rt — CO s Kk sz n) AAR C 的 折线 之 长 为 
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L= Ò Aarla) l= SM IE Ag) V Ag OD PL Apl) F. 

HE s = supl 为 曲线 CC 之 长 .上 确 界 是 对 所 有 可 能 的 内 接 折 线 取 的 . 因 
max {| Mp Ch) 1, TAP t) l, Aqu TH 
zl Arí t) il Aq Ca) ES Aq t) 1+1 Apak iy) | ， 

故 CC 是 有 限 长 曲线 appr gp € VL a.5]. 

W3 Ux) = sinll) < x D.J(0) = 0. HIE FO) JE APR E 
ZAH. 

解 50<xrzgih, A 

f'íx) = x axsin T 一 ex T). 


TO xo xg 
1 l 
; -2 
INE G) Idra fir 
= | cost | » 
> | : di-l = €, 


可 上 见闻" € E{0,1], Am f € V[0,1]. # a >»> 1,0 = Xp 二 LA x) 
= f(x) - fixi) M 


DIA) = zll f' GM I|. I f'(x} 


1 
x [e + Ddr < e, 


" 
dx - [ovas 
I 


1 
Cos 
x 


dx 


于 是 YO <| Ida < e pe vio] da oM GO feo. 1] EX 
界 , 必 定 fe V[6,1]. 

上 例 中 的 函数 FO) 在 0 < a < 1 时 连续 而 非 有 界 变 基 .可 见 连 续 性 不 足以 保 
证 有 界 变 差 .实际 上 ,可 以 证 明 ,在 一 定 意义 上 ,“ 几 乎 所 有 " 的 连续 函数 都 是 非 有 
界 变 差 函 数 . 

3.1.4 赫 尔 选 择 原理 

(RF c Wa, b] E- ERR FERM KER vE FOR GO le K, 
VD <, 则 存在 序列 | C ,4.1 WEATER SE Vlad]. 

《2) 推论 ”车 是 [ae, 引 上 增 函 数 的 无 限 集 ,存在 上 > 0, 使 对 任 给 /€ Fx 
€ [a,b] H L/GO tac 天, 则 下 中 可 取出 序列 处 处 收 伍 于 某 个 增 函数 ， 

3.1.5 标准 分 解 


Ryle d] LALAR TERAK. 
(DIEEXSfERE a= neaten = b Af) = f) - 
Fo Og bx m 
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+ (f) = sap > LANG) 15 
- (月 = sup 2, | Af) l, 
Hp» BAG AGO m OI, CASE AGO) < 0 的 项 ,sup 是 对 所 有 可 
能 的 点 组 1x 取 的 .分 别称 V CO 5S V7 (四 为 /在 [e,b] 上 的 正 变 差 与 负 变 差 ， 


令 


b 
V 
è 
M 


píz) = v (f) , n(x) = V (f)  (asxsb) 
二 者 分 别称 为 了 的 正 变 善 与 负 变 善 .有 等 式 : 
VQ) = Vt OQ Os 
p(x) - nix) = f(x) - fa). 
(2) 标准 分 解 Poi 

f(x) = pix} - nis) + fia) 
ASRDA. SAAN pi ,ni ,使 pi(a) = mla = 0. 

f(x) = piix) - mir) + Ka), 
则 p, — p 5m - n JédEfRIÉ AR, 


3.2 ”绝对 连续 图 数 


3.2.1 绝对 连续 函数 的 概念 


设 OO 是 区 间 [e, 上 上 的 有 限 实 《或 复 ) PRÉ; ye >0,3 人 > 0. 对 [ae,5] 
中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 (o,8), 当 这 (%b -«) «68 BÉ, FESES 
flad L« e MiK £F TE[a, 51 EEIE, UI ACL a.b 2€ AC id[ a,b] 上 的 物 对 连 
HARZ e E, BOR EBERT TERR. 

{1) 运算 性 质 gE AC[a, b), Wg efe AC[a.5]; eC 天 
Oy x € [a,b BT fe € AC[oa,5]. 

(2) 绝对 连续 函数 的 复合 UE FEX T[a, b] ER FILA, B] PLEX T 
[A,B] E. XE f Ege 缘 绝 对 连续 , 则 gr) 绝对 连续 的 充 要 条 件 是 它 为 有 界 变 差 . 
若 了 饮 对 连续 ,zg Rede RAUG.2.4),9 g( Ax) 是 绝对 连续 函数 ， 

(3) 微分 性 质 EJE ACla, b], WEE Vía, 6], AEE a, b] 上 几乎 处 
AERA, H f^ € Lla, b]. 


3.2.2. FH - FAREEDA 


(OD 2E ERE Hegela, b] {x)= | gidde ll] FE AC[a. 5], EF’ 
一 g.a.e., BI 
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[f a Cot] ' 2 gí(x),a.e.. (3-1) 
(2) 牛顿 - 菜 布 尼 兹 公式 Ef € AC[a. 5]. W 
f(x) = fa) |J f'Gd las ra hb). (3-2) 


反之 , 著 f 在 [a,5] 上 几乎 处 村 可 微 ,fF' € Lla, b] HakG-2) mor. El f € ACa, 
5] . 莘 言 之 ,FE AC 的 充 要 条 件 是 关于 它 的 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 成 立 .车 /在 [a,8] 
上 村 外 可 微 且 EE Lla, b], WRG- 必 成 立 . 

(3) 为 常数 的 条 件 ”证 FE AC. TI f m constesf' = 0,a.e.. 


Di4 gerla, bl], yc [a,6], 有 | g(x)dx = 0, 刚 g = 0,a.e.. 
证 ”由 式 (3-1), 对 几乎 所 有 >* € [a5] 有 
g) = | | ada] t 2o. 


例 5 ika > 1 则 例 3 中 的 了 绝对 连续 . 
证 “a> 1 时 f'€ E'(0,1] PR /'(x) XEQCO, 1]. 上 连续 , 故 尖 0 < ea x x 
1 时 成 立 


f(x) = fa) + [F Das. 
4 a—018 f(x) = [rcu s * sx 1), FA fE AC[O,I]. 


32.3. 3 SU 
B ARES J 上 的 可 测 函 数 . 若 x € J, 
加 二 | 1) - Aa) dy = 0, 


则 称 x 为 了 的 勒 贝 格 点 .的 勒 贝 格 点 之 全 体 称 为 勒 忠 格 集 , 记 作 5. 勒 贝 格 点 有 以 
下 性 质 . 
() € f € L'[0,5],x € L, W 


[co] ' = f(x). 


但 x € ty 并 非 上 式 成 立 的 必要 条 件 . 

(2) 车 /在 点 x 连续 , 则 x CL. 

GESE [a,5], 则 几乎 每 点 xE€E[a,8] 是 的 勒 贝 格 点 .由 此 推出 式 (3 - 
1). 


3.2.4 fide XR 


it DC Re. 是 定义 在 五 上 的 有 限 实 (或 复 ) 函数 .车 存在 常数 上 > 0, 使 得 
(Fx - Kyle LIx-yl(x,y € D), (3-3) 
Ws 了 为 口上 的 利 葡 希 蒋 函 数 . 若 /在 每 点 xz € D MESA RISE PR LU 
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Tk fX rS E S NER. UL Lip D) id D EBEBERES à PR $C bk Cop S vc íR 
HA ATHE. 

(DEAA f.g E lipp) Mfg flc Lip D) A g nb ín 
fg € Lip( D): 1 f(x) 1m > s 是 常数 ) 时 IAFE Lip D). 

(2) 连续 性 — XR ÁC Lipp) WED E —S0E8 2: /€ Lipa b] W/E 
AC[ a, 5]. 

(D 可 微 性 ”车 fE Lipla,5], 5 f YEJFÀR D P3 RIADRURE 36 P BR CL D] JL 
EE 

(4) 3 f XEL a. b) E OREL CAO HA. f£ € Lipl a5]. 

已 知 的 几 类 函数 的 相互 关系 如 下 : 

C'[a,5j c Lipla,b] c ACla, b] c V[a.5], 
H'BC[a,5lig[a,5] EERTE pr an D.C TA | UEBR E xke Hs a AE 
真 包含 . 

He UE fx)-IxI,H| f(x) TE x = 人 0 不 可 微 . 另 一 -方面 ,可 验证 1 f(x) - 
fl lx-*|1. 这 表明 对 a <0< 上 4b 有 Cla,b] x Lipa, è]. 
W7 UE FGO RII S, 1 < a <2. 例 5 已 说 明 f€ AC[0,1]. 另 一 方面 ,对 x%, = 


d _ 2 1 
nx ' ^^ T (2n * Da 有 


f x) — fU) -i 


2 a 
2o up 23-03 
这 推出 上 g Lip 0,1]. AE Lip[0,1] ;« AC[O, 1). 
例 1 中 的 函数 所 x} 是 连续 增 硼 数 ,从 而 是 连续 有 界 变 凑 润 数 .但 它 不 满足 牛 束 
- 葬 布 尼 兹 公式 ,因此 不 绝对 连续 .这 表明 4C[a,5] s Vla, b]. 


3.2.5 GAH 


E D cR AR: Yx, y€ D Elo] AU- trey € DME DA 

集 . 若 /是 定 尽 在 凸 集 中 上 的 有 限 实 函 数 ,满足 
KO- Ox eg) g o- 0fG) + (y),x,y € Dic [0,1], (3-4) 

BU Fo BS S eR UR EL FEA. 

(D 车 /是 D cc Re 上 的 凸 函 数 , 则 f 在 D PASEOS FS SCRI EAS Pe ERE AE D 
内 部 几乎 处 处 可 微 . 若 在 互 内 部 处 处 可 徽 , 蓝 必 连 续 可 徽 . 

(2) f(x) f&L a, 5] E BgxEREP S p TR, Ela, 6) APAMA Cx) 3ECa b) 内 
连续 ,f € ACLa b], fF CX) RERAN. 

(3) 车 fr eR CLIE RE RA v; 5a; € [0,1](1 «ix k), HDA, =i 


时 
FDA) « 24A fo 
(4) € £ & D C R^ ERNAS, A > 00 ci n) MD AL RED ERR 
数 . 
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4 测度 与 积分 的 进一步 推广 


4.1 TXAM 


H(X, o8) 是 给 定 的 可 测 空间 .车 A, C An = 1,2," 7) 互 不 相交 ,A EU 
则 约定 说 {1 是 A 的 一 个 分 解 .每 个 分 解 可 看 做 无 限 分 解 ,例如 ALB=4 
LAUDU. 

4.1.1 广义 测度 报 念 


(D 实测 度 ”车 ，A 名 一 及 =[- om,o] 是 一 集 函 数 ,wO = GHAR A € L6 
与 4 的 任 一 分 解 14,}, 有 v(4) = 人 4) 注意 ,这 一 条 件 殖 洱 右 端 恒 有 意义 且 
与 项 的 顺序 泡 关 ), 则 称 y 为 X 上 的 实测 度 , 为 区 别 起 多 , 称 1.3.1 中 所 述 的 测度 为 
EME. 

(2) 复 测度 EAr: A> CREA) = DA AP: 是 4 的 任 一 
分 解 , 则 称 vo X 上 的 复 测 度 . 显然 ,v 是 复 测度 的 充 要 条 件 是 ， = v + io 只是 
有 限 实测 度 . 

实测 度 与 复 测 度 统称 为 广 久 测度 ,以 MOOD 记 XX 上 的 广义 测度 之 全 体 、 

例 1 设 关 是 下 上 的 正 测度 , 太 所 LX, OX 

»(4) -f fdu.A € £. (4-1) 


由 积分 的 完全 可 加 性 (2.1.2), 知 v €. MOD. SÉ f£ 0,09 v REWE. 
H2 NEUE r€ X,c € RGS e € CUL IEH A € o6, x € ABT (A) = 
ci xy € ANGA = 0. 则 y E MOX), BR » 为 "集中 于 ”的 测度 . 


4.1.2 FJ 3 AX HR 


(1) 运算 性 质  Xupvec€ MODa BEER ou By € MOODOBIBEE e., 
- ce 的 情况 例外 ). 

(2) ME Ere M(X), A, BE AACE Idle e BÉ viR VA) 
= vy( B) - v( A). BERI, (At) = »(X) - v0. EREE. A cB 不 必 推 出 bv(A) « 
y( B)! 

(3) EAR 车 yE M(X),A, € SAL C A4 CoA SU ALCIL AL, 5 4 5 
eA SA, tells ©) Hl »(4) = limyCA,). 


rto 的 连续 性 正 是 积分 的 上 连续 性 与 下 连续 性 (参看 2. 1. 3). 
4.1.3 变 差 与 全 变 差 
yc MOX). 


n * 


A 
UB 
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(Dux HRAC AEN 
(v 1(A) = supl $5 LvCAD 114,1] 是 4 的 分 解 |， 
则 1v1 是 二 二 的 一 个 正 测度 ER WEEE. Lv AM: lellei CAXCA 
€ S), B. 1v 1 ARERR EWE. 
(2 正 变 差 与 负 变 辩 For 是 实测 度 , 任 给 4 C ovv 
y* d - ,8up B, y A-í(-v)' A. (4-2) 
分 别称 ,* 与 ， 为 ， 的 正 变 差 与 负 变 差 , 二 者 都 是 . 色 上 的 正 测度 ,而 且 六 + v= 
| v I. 
DAHAR EER AWE, MWA v = v*- v PEH v AIEI Jordan) 
分 解 . 苦 = pti 是 复 测 度 , 则 由 约 当 分 解 有 
ÀA = øt- p + ilet — v7). (4-3) 
利用 上 述 分 解 ,可 和 将 关于 正 测度 的 某 些 概念 与 结论 推广 到 上 XMBI. 
$83 设 * 依 例 1, 其 中 了 是 实 可 积 函 数 . 则 可 指明 


FIDES TESE 


A= f dit A C x). 
于 是 约 当 分 解 = v*— v- ERR MAN FEAR JF = PC - fb. 
4.1.4 哈恩 分 解 


Hor EAEE AWE, 

(1) 正 集 与 供 集 ”车 € os BÉRMERIRIBIT EA 有 vA = OCA s 0) , 则 说 
B 是 vy 的 正 集 { 钢 集 ) ,显然 ,8 是 v 的 正 集 相当 于 ;wv 限制 在 8 上 { 即 限 制 在 14 E.Z: 
A c B] E) 是 正 测度 ， 

(2) PAHE AEE PSI EN IE X = PUN. PAN = QE X = 
PU 上 为 哈恩 分 解 .哈恩 分 解 必 定 存 在 , 且 在 以 下 意 交 上 是 唯一 的 : 昔 下 = PUN 
= P U Ai 是 两 个 哈 筷 分 解 , 则 对 任 给 4 € SUR 

vy( A () P) 2 AA Pi) = rÁ; 
ANA = rl ANN) 2-»^ A. 

HERH, Y = PU 入 是 哈 思 分 解 意味 着 P 与 NWN 分别 为 最 大 的 正 集 与 全 集 , 对 
于 秽 3 中 的 vy, 取 P= X(Fz 0), N = XU < 人 0), 风 显然 X= PU N 即 为 一 个 险 
恩 分 解 . 

4.1.5 ”绝对 连续 性 

车 wyE MOD 1 (A) = OHEA vA = 0, 则 涪 y 对 于 绝对 连续 , 记 
TE vum .关于 绝对 连续 有 以 下 结论 . 


(0 等 价 性 ra nove H^ ues dv dull. 
(2) 自 反 性 与 可 传 性 LEADER REVUE E 


* 352 ， 第 7 了 7 简 实 变 画 数 


(3) E vcn Hr 是 有 和 限 的 , 则 ye > 0,38 > 0, 使 得 当 1yg1(4) < 8 HE 
有 1 v1(4) < .这 一 事实 可 示意 性 地 写作 
„im! y | {4) =Ù. 
F v. 依 何 上 则 显然 二 关 且 的 笔 对 连续 性 正好 对 应 积分 的 绝对 连续 性 . 
(5, 2.1.4). $5 v fKf8 2, X = R^,c & O,Ul] v SEP. m IRSE SEES. 


4.1.6 拉 未 - 尼 十 东 姆 导 教 
B v,e E€ M(X), a > 0. EFE X E BgSTIN EUR fF. dg V A C AA ua = 
上 fip, 则 称 ./ 为 "对 于 wx 的 拉 东 - 尼 古 东 如 导数 ,简称 为 BE-N 导 数 , 记 作 广 = dud 


或 dv = fdp. R-N 导数 具有 以 下 性 需 . 

(D-H did» = fd, H dv = gde, Ml f = g,p — ace. 

(2) 线性 规则 X d» = fdu,dà = gde a B TEE Lov A SH Beg HS 
XW dia + M) = laf + Bgo)dg , BR 


d( av + M) d» dA 
du = de 十 P asc (4-4) 
(3) 链 规则 it ds = fd4, = gdy, M) dv = fede Hf 
dv _ dv dà 
dø ^ dà dg’ u- 8.e.. (4-5) 
(4) i dy = fdp.Hjdipvizifida.dw = fF d,d = f dp, FU 
ES - 2 J A. (4-6) 
dt [d à- [dw 
da = (2) EDEN, (2) J'EN (4-7) 


AT) 用 于 "是 实 广义 测 度 的 情况 . 
(5) ETE io RAME Wy = ddis tifETE,.H Lf 1 — 1 1v4- ae.. 
因此 可 写成 
d» = ed | el. 
Hp e EIMAN. AELA s RAE. 
(6) F -ERRA ER ikr c MOOD 都 是 vo- HEW, vap Ae nO. 
则 dydy FE. 


4.1.7 spp Xm RE aS d 
i£ v€ MOD,F € LIX, EL v D, He 
| fdv = | fàv - |, fdv (4-8) 


AAA GNE v 的 积分 .这 种 积分 有 生 下 性 质 . 
L Ëv A- p, A,pg EENE, € EX, A+ i) WU 


NE | fà -| fan. (4-9) 
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(2) 双 线 性 性 Je 分 别 对 六 与 BREA, AH u.s E MOUSE a pA 
| w+ fig)dv = 中 fdv + 中 gdy; 


| dem + Py = af fdi + af, fdv, 
假定 其 中 所 出 现 的 积分 皆 存 在 . 
(3)a- 可 可 性 Ts A, c "Fn - 1,2,…) 互 不 相交 ,A 三 U A, rE MIX) JE 


L'éÓX, i» 15, 0 
| fd» = ZJ fo» 
(4)ib»€ MOD. € Lt, Iw 12. BU] 


| fav PIJMFIET yl 
(5) 连续 性 BA EAn 3,2, A CA esA =U ARA DA 
37a A sA Ahr E NET € LHX, ng v1) B 


f fdv = Jim]. fdv. 


(6) 控制 收 襄 定理 rE MODI A lgc LX,IvIDns 1,2,09, 
Achbgvti-aeiire ECX, Iv D, B 


| fdv = tim , Ad. 
4.2 ”斯 蒂 尔 切 斯 积分 


4.2.1 HUR- p E giASUE 


以 下 设 - œ zac b w, Hla b) ERMHERISCERSE /约定 在 (- coal 上 
f(x) = Ka), Ele, w) E f(x) = Ab). 

(D 增 函 数 生 成 的 测度 Hola, bJ Effe. 车 有 限 开 区 间 A = (a. 05 
C RJE u^ = o( B7) - gla’): M ula) = wb) - pla) gl- m. b) = 
ple) pla). FC - U &, cREFE, 6, 是 构成 区 问 , 则 令 jG = 0 a5, E 
pQ) = 0. REX PHIEE py” 为; 

H'A = dinfiuG;G S A,G BERI. A CR 
规定 当 且 仪 当 
Rz’ iB) A) 4 u’ BAA) (y BcR 
满足 时 ,A c R p- 0 Jt Wm 
-To = jA A HB pe- up dit 

是 -- o- 代数 ,对 每 个 4 € he, 定义 pA = A W] p. um 上 的 ”个 测度 , 称 为 由 
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函数 p 生成 的 测度 , 记 作 s. 
(2) 有 界 变 差 秒 数 生成 的 测度 ” 设 g 是 [a,58] 上 的 实 有 界 变 莽 函数 ,p,n 分别 

为 glr) - gCa) PIEZE2E 53 fa "Ie 35 Ln, 与 mm 分别 为 p 与 6 牛 成 的 测度 ,二 者 分 别 定 
LE o6, 53 o6, E. m = p+ niu, Enr ERRE EE E.A EME = 6, 
门 .多 pr m Hpt pov = Hp Hn EEIE E CRT ME PREA g ERR 
勒 贝 格 - 斯 蒂 尔 切 斯 (Lebesgue-Stieltjes) 测度 ,简称 为 LS 测度 . KEA v ATE (Bin 
下 : 

v(a,B) = g(f ) - glat); 

vlal = g(a*) — gle); 

v[e,8] = g(8*) - glan). 
H viR) = g(tb) - gla), y EARME. 


4.2.2 HUA - Ao bod 


设 g 是 [a,b] 上 的 实 有 界 变 差 函 数 ,v 是 g 生 成 的 勒 风格- 斯 蒂 尔 切 斯 测度 .对 
每 个 了 和 L(I vLE 


Jag = | ro». 
其 中 有 端 积分 依 式 (4-8). 称 | fdg 为 /对 g 的 勒 贝 格 - 斯 东 尔 切 斯 积分 ,简称 为 LS 


积分 .LS 积分 有 以 下 性 质 . 
(OD HE uui sp, 1804.2.1,/ € LC), 则 了 EECv DB 


[yas fan -jw 
(2) 线性 性 — E f.p € L'(L v Da. g Arti LR 
[a + pp)dg = af fag + gf pag. 
(D AmE ESELI vl) a< e< b Te ER, 
NT = ET * | as. 
()ik/€ Pav. Ifig pA 
NT «x B VG). 


(5) 控制 收效 定理 — EC Lave) of.lvi-ae..AHTTERAE 
LG v1), BIA leg hia 2 1,2, 0, F€ E (1 » D.R 


b b 
jae = lim| fade- 
(6) BELEU vi) ge € AC, 则 
b 由 
[fg = | fe dn. 
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4.2.3 3- MERHAR 

BSa 是 区 间 [a,5] 上 的 有 限 实 (或 复 ) AM. EBARA x6 € la, b] tE 
得 

€ — xo cx Ca xpoXQ gU mp a om? 5, oxDoxa — obi 
4 Ag(x) - gx) 一 gx. 1),À = max (a; 一 xt) 
1 = im > UB Gn) 

存在 是 与 点 x,,é& 的 取 法 无 关 , 则 称 SETTE SRSSEGERIBRSLA- - 斯 蒂 尔 切 斯 积 
分 ,简称 RS 积分 , 记 作 | fdg. RS 积分 有 以 下 性 质 . 


(1) 分 部 积分 公式 ”车 积分 | /dg 与 | gdf 之 一 存在 , 则 另 -个 亦 必 存在 , 且 成 


å b b 
[fe = fe], -| oo. (4-10) 
(2) 积分 存在 的 充分 条 件 。” 若 eH AREL BUD | fdg S [saris 


[ 
G) 5s LS 积分 的 关系 Eg 是 实 有 界 变 差 函数 ,f EF g 的 RS 积分 存在 , 则 


LS 积分 必 存 在 且 两 种 积分 值 相 等 .对 于 fE Cfa,bj,g € a,b], SBA | as 
A LSM. 
(4) BARRER E € Clo, b]. fe tfo € vla, 5], A 
b b 
lim | fee = | fð- 
PSE Clabl, V(g) « K« en - L,2,7),g g 
b b 
lim | fag, = | fös 
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作为 微分 方程 的 内 容 之 一 ,特殊 函数 只 不 过 是 指 某 类 微分 方程 的 解 由 于 不 能 
用 初等 哆 数 来 表示 而 引进 的 级 数 形式 解 而 已 .然而 ,这 梓 泪 广 的 特殊 旺 数 因 其 应 用 
的 广泛 性 和 有效 性 ,而 成 为 理论 物理 工作 者 .现代 科技 丁 作 淮 在 解决 实际 问题 时 不 
可 取代 的 数学 工具 ， 

特殊 函数 的 种 类 很 多 ,本 篇 将 有 选择 地 介绍 在 现代 科技 中 党 遇 到 的 一 些 特殊 
函数 ,首先 介绍 几 个 由 特定 形式 积分 所 定 尽 的 函数 (如 工 南 数 等 ), 以 作为 其 他 特 
跌 函 数 的 基础 ,它们 与 微分 方程 无 关 . 然 后 介绍 由 级 数 定 义 的 一 些 特殊 冰 数 ,这 些 
蜀 数 的 主要 特点 是 从 它们 所 满足 的 微分 方程 的 奇 点 来 专 虚 的 (如 息 塞 尔 消 数 等 ). 
本 篇 力求 包括 常用 的 主要 的 特殊 郴 数 的 运算 方法 和 基本 特性 ,使 读者 能 从 中 得 到 
处 理 特殊 函数 的 基本 方法 ,以 增强 在 工作 中 灵活 运用 的 能 力 . 

由 于 计算 技术 的 迅速 发 展 , 特 殊 函 数 的 理论 和 计算 便 上 成 为 近代 分 析 的 许 索 分 
艾 蚊 力 学 .物理 学 中 不 可 缺少 的 工具 . 


1 由 积分 定义 的 特殊 函数 


LIIT m X 


1.1.1 T RHES 
ERARA P ARISTE x 的 积分 
Ma) = [eet (x> 0) (1-0 
为 ( 合 马 } 函 教 (第 二 类 欧 拉 积分 ). 上 式 右边 积分 收敛 的 条 件 是 “> 0. 所 以 (1-1) 
AREST 0r AR. 
由 (1-D) 式 ,对 Mas D - [eva 进行 分 部 积分 可 得 递 推 公式 
T(x + 1) = xIXx), 


Bn r(x) = LT +1). (1-2) 
特别 , 当 x 为 正 整数 上 时 , 则 从 (1-2) 式 得 
Lint ID) nT(n)2 n(n- Dr n- 12s: 2 n!I(1) = n!. 


这 样 ,TT 沙 数 可 视 为 阶乘 的 推广 , 故 在 一 般 情 况 下 也 记 为 xt- Ix € 0). 
HARARE P AR x <0 的 区 间 延 拓 . 例 如 ,对 于 区 间 ( - n, atl) 
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(nE NERY x, EN 
1 
IX x) - xx + D ^n- plis 十 n), (1-3) 


x n EREDE, ERR PCS + MRO- DREA EYW., BHEAN 
里 ,由 (1-2} 式 ,有 


r(0) = STO) =, 
M-n) CD 0 (n20,1,2,:*). 


(1- D, (1-2), 01-3) 式 定 儿 了 实 变数 x PL D es fix ss ups ENTM EN : 
平面 上 , 即 复 变数 zB D BTE X5 


TG) « | ered, (1-4) 
IP(z-1)2zT(z) 或 z] -it(z—1)!, (1-5) 
Me) hetn) . (Re(ia n) »0). (1-6) 


zízdlbeíz.n-l) 
1.1.2. T &4 ét p Uf 


1. r ERES RE 
由 (1-6) 式 可 看 出 DC) RE — tEAM, CEA RE LEAL p 8b s — Dr 
点 ,极点 为 z= - n(n20,1,2, 2. TERRE RR z -n 处 的 留 数 为 
lim Ge IG) = zz Ire CD 


Cxg(zcd)ec(ízen-1)l;., mR! 


2. 欧 拉 无 穷 乘积 公式 
根据 极限 关系 e-: = lim{ 上 二】 可 以 把 T(z) 作 为 下 列 积 分 
p = (1 yn Qo 9. (1-7) 


的 极限 ， 
在 P.C), x ne, 并 用 分 部 积分 积分 n 次 ,得 


PG) ew | = eette 
JE a] anf’ a- 
=A [oa-o | at a fa - r) ldr 
n! z 
Salat Delran) 
因此 


， tr 50 
I(:)* lim cL D(ze2)c (3 (1-8) 
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由 于 lim7z+ ^b & Ex X RES 


nil. 
r(z) = lim n=l! 
= zz + lpelz+n- tY 


(1-9) 式 中 的 最 后 一 个 因 子 可 写 为 
¥ z= IE 十 ij. 
前 面 的 因子 可 写 为 


ITESIN 


1] 
Z azi 


因此 得 到 欧 拉 无 穷 乘 积 公式 
z) = fa) 6] 
(1-8) 式 中 最 后 一 个 因子 也 可 写成 


m = exp(zlna) = exp{ z[ Inn - 5 1] pie” 


由 此 得 
ED - n 十 z)eel ， 


其 中 y = lim{ E L qnn] = 0.57721566490153286060651-- 


'* 36l > 


(1-9) 


(1-10) 


CH- 10 


' ,7 名 为 欧 拉 常 数 .这 


NARRA 了 任何 的 T(z), 辐 时 指明 了 T(z) 的 奇 点 为 一 阶 极点 z = 0,- 1, 
,而 没有 零点 ,这 是 掏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) $ T Di) 的 定义 , 故 名 为 魏 


AR 
3. [lz} Sz fai EAS ERE 
出 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 PG 的 定 兰 得 


nonc 2 s-a MOi ^) n - 


mee 


nz 
Man- z) =- ir 
由 {1-5) RATO - z) =- zIX- 2, PEU 


Krl- z) = i 


或 者 写成 下 列 对 称 形式 
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T+ 2IXI -zy = #1( 2)! = 一 二 


在 (1-13) 式 中 令 > = 方 ,得 
(4) = ve 
GUT RXSA BAS - zf 


x (2n)! l "5 2n M 
= T Qn-DQn«D ^ = lin{ I z) 
LERA Ep. 
4. 乘积 公式 
由 极限 公式 (1-9) 可 证 


由 (1-13) 式 , 得 


r=| 


全 _1 = 0 的 根 为 2 = er r20,1,2,"7,n 一 1), 则 得 


1 


'Im+ l 


= [litro leni" 
( 


-1 LES | 
P 一 D MC — emin), 
B Tm rsl 


令 x = 1, 则 得 


= a = jo _ gn) = evi B 2isin E) - 2-! 订 


由 此 得 和 
p. QU 


性 
取 平 方 根 , 代 信人 (1-16) 式 , 即 得 了 画 数 的 乘积 公式 
IDE + 工 ) = = (2r) zn- D gi - TY nz). 
特别 令 n = 2, 得 倍数 公式 
325-1 1 
r3 = 5— nar: « 7). 
iX X Bp S TA 
25 (:-d)-d4xQ2:. 


(1-14) 


(1-15) 


(1-16) 


(1-17) 


— 
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5， 围 道 积 分 
围 道 积分 = | ennt, 
其 中 国道 是 从 上 六 平面 挨 近 正 实数 
无 穷 远 处 出 发 ,向 左 行 ,围绕 原点 正 
向 一 局 ,到 下 半 平 面 ,再 向 右 行 到 下 
半 平 面 挨 近 正 实 轴 无 穷 远 处 ( 见 图 
] -1). 
这 个 围 道 积分 适用 于 任意 z "- 
值 ,可 以 作为 对 T(z) 在 任意 的 z fü 
下 定义 的 基础. 先 设 z 的 值 被 限制 在 Reo) > 0 的 范围 内 且 不 等 于 整数 ,这 时 ,这 个 
围 道 积分 与 P(s) 有 如 下 关系 


i (0s? 
Tíz) =- 2 if . e'(— 7 ldi (f arl- £) | « m). (1-18) 


这 个 关系 是 在 Re(:) >0 的 条件 下 得 到 的 ,但 按 解析 开打 河 理 ,这 一 条 件 可 以 取消 ， 
这 个 关系 可 不 适用 于 * 是 整数 的 情形 ,因为 当 z 是 正 整数 时 ,{1-18) 式 的 右边 是 一 
个 未 定式 , 当 = 为 筑 整 数 时 ,右边 为 无 穷 太 .但 由 (1-13) 式 得 


FT = 一 x ec tde Clari- 00 | « nx), (1-19) 
这 个 表达 式 适 用 于 任意 : É, : 3EM. 
把 {1-19) 式 中 的 1- s 


z 平面 


1 -1 (1 
PG) = mil, € 074 Qag- 01« m, (1-20) 
1 ] (9 La 
DIG) = mia! di (largt | < x), (1-20) 


Hb 89 LIÉ A 3 SERICO mG = - %m) 出 发, 正 向 绕 原 点 一 周 , 再 回 到 出 发 点 . 
Enic1-18) -1-21) 各 式 中 的 国道 可 以 整个 地 绕 厚 点 转 一 角度 a, RHE el< 
卫 , 围 道 积分 之 值 不 变 .例如 ,由 (1-21) 式 得 
1 1 (04) _ 
TG) 2 et dt (largt ~ al< m). 
6. 工 函数 的 对 数 徽 商 
4 In 了 Piz) 的 一 阶 导数 为 uu C25: 


d Mud t3 
dle) gla TO = po. 


由 (1-5) 式 取 对 数 微 商 , 得 
(z+ 1) = ız} + L, 
由 (1-13) 式 取 对 数 微 商 ,得 
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pil- z)2 du(z) + neotxz, 
由 [1-6) 式 取 对 数 微 商 , 得 


di(z n) = hits) + » i 
rzÜ 


4r 


由 (1-11) 式 求 得 


po 
其 中 7 为 欧 拉 常数 
TE(1-22) 式 中 令 z: = mR), B 
Iiz} wi 
dm) = [ RA]... 2253 PE 


作为 上 式 的 一 个 特殊 情形 : 
aw = [K8] 
In TX 2) 的 二 阶 导数 记 为 palz), n "D" d. Ca) , BD 
(zr) = > Lom 
fala) = Co "(n - DI »E 
对 于 In T(x) 有 如 下 第 一 、 第 二 比 涅 (Biner) Ax. 
In Iz) = (:- 二 jnz - z+ 二 ln(2r) - 


[1L 1 Je" - 
| Pirin : d: (Hez»0), 


m+ ly 


in IG) e (;- T)iz- «dn +2] actin I) a 
7. 渐 近 展开 式 
onore (ciere 
Di R dis An. (zn) (1-23) 
( B, 为 伯 努 利 数 ) ， 
或 In z! = z(in z1) Trla(2nz) + 13; 
fere Qs) pt T EET 5 (1-25) 


Yrsa 为 正 实数 时 ,有 
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T(x}= vIn te [l4 r( x) ]. 
Etisal) - 1. 
n! nt ien (n7 o ). 


535 (1-23), (1-24) , CA -25) EROR RTE tiding) X. 
1.2 苑 拉 第 一 类 积分 .B AA 


1.2.1 定义 和 基本 关系 式 


(OD) 称 定 积分 
L 
Bí p, q) - J nta — x) !de 


'" 365 ， 


(1-26) 


为 欧 拉 第 一 类 积分 ,其 中 参 变 量 p,q 必须 要 求 Re( p) > 0. Re( 9) > 0, ELO UE E xf EH 


Ay VES 
(2) HAE X9 | B Bg ES OR: 
] ETA x —1— ,可 以 证 骨 
Bí p,q) = B(g,p). 
P Bip,9)? 可 以 用 了 图 数 表 达 , 即 


_ Tip ag) 
Bí(p,q) = Ip + à) 
B T uBHZ X CI-28) ,考虑 


= t= -u, p-1 un -r-l 
IX p)T( 9? =f e "p? duf. e "dv, 
Suz or A 
aal 7 -72i HE a ed 
KPA e 4[' e * rP ds |; e yT dy 
-4 全 e GOD aea Magy, 
LU ü 
引进 平面 极 坐 标 :* = reos8 , y = rsin0, 18 
"T i 
DC p)I(€q) = af; en orla, 2 CcosB "^ (sing) ?1d6. 
在 第 一 个 积分 中 , 令 r, t 
+>% 2 +% | 
Í eT rrt -ldr = i e et lg = srep + q). 


G 


在 第 二 个 积分 中 , 令 cos*8 = x, í8 


El i 
[3 Coos)? (sing) -dg = lj a7 x dx = L Bp, à). 
0 0 


将 (1-3),(1-31) 式 代入 (1-29) 式 就 得 到 (1-28) 式 ， 


(1-27) 


(1-28) 


(1-29) 


(1-30) 


(1-31) 
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由 (1-28) 式 及 解析 开拓 原理 ,可 得 到 不 受 条 件 Re( p) > 0, Relg) > 0 限制 的 函 
数 称 为 B 函数 (贝塔 函数 }. 

(3) 由 上 述 基 本 关系 可 导出 一 系列 重要 公式 ,例如 : 

I? B(m,n) = V DH - D! (m,n € N), 


(men-1)! 


(1-2) 3,34 p = m,q = n 时 的 特殊 情形 . 


priis! 
Lx [Ë eost)" (sind) vao - r(^27)r( 57) 


(^23 - 1) 
是 (1-31) 式 应 用 (1-28) 式 的 特殊 情形 .其 中 2p $024 分 别 换 为 p+1 和 9+1. 
p | sedr = Lr( 2). (1-32) 
Li] 


#(1- 90 RAS REPENTE 其 中 a + 9) -1 挽 成 p. 
中 le "dr = 2T( (i)- L Ja. 
是 (1-32) 式 当 p= _0 时 的 特殊 情形 。 
t Pl oo. _ DODIX g) 
y | (14 STERN 7B. p+ g)’ (1-33) 
是 (1-26) 式 的 特殊 情形 ， 其 中 xx= iA1+ d 
F NS e f = prl - p) = 
&R-33) H g=1- p 时 的 特殊 情形 . 
1.2.2. XX i, s 
作为 B B8 85 —T- DEF E ECC S I (Dirichlet) 积分 
人 + 村 dd dta, 


Sirp 


其 中 积分 限 为 6 > 0(r = 12,70, Pt < 1 是 连续 函数 ,为 了 保证 积分 在 


t, = 0 处 收 化, 必须 Rela) > 0. 
先 计算 nie ARERI, O AS htta oot terme toh 


m Jo ?1 à) 24 -1 Pean -1 
o Ao M f E 
9075 
TERIKIT Be 2 = Taf, 得 
N draj infir: + Alr - S ii "lg x -t 


= f> drf(rs + ADe 7 faa- Hale! 


I 由 积分 定义 的 特殊 请 数 ，367 ， 


Fla PCa) fi-a aragi 
= Tla taD o dr;f(z + À)r, . 
RER. T -- E BUS BU IDE SUPE. AA ARE rz 和 S X aps 
— 38 ,而 积分 前 面 的 因子 为 
Pla Eia) Tier + aiaa) E Fap iu ia) 
Te; + ap) Iie Toc a3) i Tia + da 十 a3) ` 


照 此 作 下 去 ,最 后 得 公式 
f «fn So Toons. 


E Fla e) MAC 
”el aot an) 


特别 当 上 = i 时 ,有 


oes C*t*.S- jr. 


n | Fate LEM, 
A uU D Idi dis; d, - Lia + dT Ut B ga t 1) 
Y (vel 

上 式 的 一 般 情形 是 


pi 1. I e ldtidiy tdi, = Ie: due) 


fi y r( Y 2r 4 1) 
M AnNa 
r=} r 


当 n = HERRE RI EZER, CARA 


aH r( 2 nbshri (4 tz) | 
x? Iz dxdydz 
Àil. i ~ BY HE 
GOOD) Ga a B Y 
EIRA AHER EFR BE ERR ERE, 6 E HRS 35 (1-34). 例如 , 密 
度 为 1 ERRER 
Soy og 
tyt sl (e=A=y=°) 
的 体积 .毅力 定 ,惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 
PP 体积 (p=g=r=1) 


(1-34) 


2 对 x AAGE p =2,9= r=1) 
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1.3 误差 国 数 (概率 积分 ) 


1.3.1 3X É ch Ac X 


复 下 限 积 分 
20e 25 - 1) ] eo 
eta-z[ e dt = e QR (zl) 


称 为 误差 函数 (概率 积分 ). 它 与 标准 正 态 分 布 函数 8(z) 有 如 下 的 关系 ; 
= 2 MM NF 
scs [Tx -)e- tem )- 
误差 函数 的 渐 近 公式 为 


ei = 1- Ep De o ES] 
(Large lc 5 - 8,8 » 0, Ez dccem æ). 
如 果 用 这 级 数 的 前 n 项 的 和 作为 af(z) 的 近似 值 MRE 


(2n * 1)!! 
(2: )^*! 
MP z 为 实数 x 时 ,误差 不 超过 级 数 中 所 略 去 的 第 一 项 的 绝对 值 . 


1.3.2 误差 辑 数 的 应 用 
误差 函数 常 应 用 于 正 态 概率 计算 和 求解 二 阶 常 系数 抛物 型 仿 微 分 方程 的 定 解 


PAGE secó , 


问题 ， 
Bii 设 E- mac, 求 PE-Al<A)， 


E. 
| peus - C us 


Ac I 
-À 


+H Al 


1 由 积分 定义 的 特殊 明 数 : 369 - 


t À 
-e(4) - e( -2) -3e( 4-) -l= 5; 

例 2 E- RENE NC x = 从 有 一 水 池 , 在 c-0BI DS EIE AEBES oo 之 污染 
液 , 求 它 向 渠道 的 术 散 规律 . 

RO REHA ,渠道 某 一 断面 的 污染 浓度 为 ce(x,1), 它 满足 的 扩散 方程 和 边 
界 及 初始 条 件 为 

fe - ate, 70. 
el og= €9, 0l, 29 7 O. 

4 c(x,t) o co * v(x O M EEEF c 的 定 解 问题 化 为 r 对 于 x 的 反对 称 条 件 的 
定 解 问 题 : 


-to (x»Uü). 
IN (x«Q). 
用 分 离 变量 法 并 注意 到 初始 条 件 , 解 得 


v(x,t) = “o IP el- 587] ag- f7 eof- | ae]. 


[. - at^», 20, 


2a V xt a 
对 上 式 的 两 个 积分 分 别 作 换 元 : 
ug y E 
ade 2a41i 
n aiad t E: _ S 
则 oz 人 = du = - «etf zu). 


4E Bi f [o] f Ep SEE RIZR BBC (xz ,与 ,得 
ef x.t) 一 oli -ef zF) ] . 


l.4 指数 积分 .对 数 积分 , 正 纺 积分 .余弦 积分 和 又 曲 积分 


1.4.1 指数 积分 
(1) 复 上 限 积分 
Ei(z) = F € du = Yycdn(- z)24 Sá 
称 为 指数 积分 . 它 在 除去 半 实 轴 (0, + wm ) 的 平面 内 单 人 解析 . 式 中 y 为 欧 拉 常 


数 ， 
当 z= x% 为 实数 时 ， 
Ei x)= N e du (x « 0), 


Eil- x) = 全 € au =--| 和 du 


-m Uu 
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= gpk 
= yne D ut (0 c x «4 9), 


=e gu EMIL Etau e [^ Sau] 


t 
-|1 


[ k 
e 
du = y + nx + =- (Ocxce-o) 
m 3d 


Fi{x} = ve 


= Fy + Inx + 
0 
(2) 指数 积分 的 渐 近 表达 式 为 
: 一 e "i F, Z — 4. 的 
E) TA ] izil » 


式 中 
jt 
C p e m ar 名 3 x 3), 
| ml ls (n c 1)! T pn 
| z= a+ ging)" (0 « ó < argz g oy 或 了 « agt « 2x - à). 
Bi) = T3 n (x > Qx — ). 
特别 lim e * Fix Je 0, Jim xe^* Ei( x) = l. 
1.4.2 HREF 
(D 定义 积分 
. *odu 
liz) = Là 


为 对 闭 积 分 . 它 在 除去 {- w ,0) 和 [1, + 9) 的 = 平面 内 单 值 解析 . 
当 * 为 正 实 数 时 ,积分 取 主 值 : 


= k 
lh(x) = y + ln- Inx) + lax (0 « x « 1) 
kzl 


kk! 
ico = pef de E de] «Eco 


H 


y + hninx + >in (0c x c-9-), 


AP 7 为 欧 拉 常数 ， 
(2) 对 数 积分 的 渐 近 公式 为 


liz) = e» zs nG) | (largz | < x, | z l4 0), 
式 中 |n) Le DE 


= | nz tU 
1.4.3  iESER edRIRDAAG 
(D) 下 面 两 积分 


1 由 积分 定义 的 特殊 函数 


Sit z) = | du (zl), 


Ci( z) =-) du {| argz | < x) 
分 别称 为 正弦 积分 和 余弦 积分 .它们 的 级 数 表 达 式 分 别 为 


zk-l 


Si(z) = 2C D op Ti CL zl 9), 


Q(z) = Y + lns 十 2iC D uxfiap {| argz | < m). 


定义 sila) =- [7 Etau = sa) 2 ilzlige+ 9), 


ci(z) = Ci(z) (largz | < m). 
(2) IESE BUR A 3E BU ISSUE RS 391 


cilz) = smzP(2) ~ SEOC) (| argz | < x), 


sic z) 一 一 “EP z) - snz0(2) (| argz | < w}, 


其 中 PG) = 31 SD!» O(a), 
Qiz) = = 3 CDir! Lo zm), 
特别 有 


lim x^si( x) = Ü, lim xcix) = 0. (po < 1), 
lim si( x) =- m, lim cif z) = mi. 


(3) 当 z= x 为 实数 时 ,正弦 积分 和 余弦 积分 之 间 有 如下 关系 : 


cix) £isi( x) 2 Eil +ix),  Ci(xe*)2 Ci( x) x. (x>0); 


dS x) _ sinx, dCi x NS 
dx dx xot 
SiC x TCHPR 0, six) Fsi( x)= -n3 
Si x) ~ x, si(x)~ - (5 - x (x«l) 5 
G()- EG) -Ince, — Si) LS 
si(x) ~ — 9998 e(x) ~ EE (set) 


X 3 
1.4.4 AEG 
下 面 两 积分 


* 371 ， 
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sic) = | 型 sinhu | du 
Chi( z) = eh, 7 二 Inpz (largzl « x) 


A1 9 PROS 3X HI IE SE ERAT Rl EGER AY AP y 为 欧 拉 常数 .它们 的 级 数 表达 式 
分 别 为 


gil 
Shi(z) = > Ge DIGE T: 


i = 一 一 之 一 一 Inz. 
Chit z) > TT + YY+ lnz 


1.5 ”椭圆 积 分 和 椭圆 陵 数 
形 如 
| Rs, ds 
(Rx, y HARRAH, y = POOR s 的 三 次 或 四 次 多 项 式 ) 的 积分 称 为 顶 圆 积 
5. 


1.5.1 Siti&dág ies 
(1) 下 面 3 个 积分 
? dg 


ung dx 
F(k,o) = M = 
(Kg) f (0 - € - E) f v/] - Kainid 
go) = [f Eas EAR 


DICA k p) = m TTA 8 ar TA 
dà 


T 
= fi (1 + kain ww 1 — &?sin?8 
4x gro SibEdEtE— 235.58 356.38 — JE NR DHT TE. 3 EROS XL RUN LS 


av l- 如 称 为 补 模 数 , 数 六 称 为 第 三 类 积分 的 参数 . 
X pz 定时 ,得 到 相应 的 3 个 完全 椭圆 积分 


- Aj. 
—— 


五 

2 dà 

= (I klz 1}, 
| a l kisin 


E = E(k) = E( kx) - IN l= 


i 由 积分 定义 的 特殊 函数 - 33 - 


EH — 
= VI Ramod (kiel), 


| dx 
H h.k, Z =] 一 一 一- 一: 一 一 
2 baraa 0^ 85 
i dé 
= ~ ua má ERN | h 1 L] 
$ (L+ hoim dy vy 1 — kaino ) M 
定义 
K'=K (k=K EY, E -E(Ek)mE(G!), 
它们 依 鞠 让 德 关系 式 
EK' + E'K- KK'- 7 
联系 著 . 


(2) 许多 积分 都 可 归结 尖 棋 圆 积分 ,例如 


= Fí $ arcsinx}; 


e | 一 一生 一 

oyl- Vl- ege 
F3 A t 

> | dt — = Ftv 1- k',arctanx) ($ u js 


1i 


9v je lg a. he 1] + 上 
a dt d m A 一 i 
”| A Bi LG arcsin È) ( «- i) 
4 f d: . Ty n 20. -二 | 
edo B/B.g a 7. ^ arcsin / T p 
at- ë 
($= = 人， 


o i Pr 一 2*4. 

了 | —— ug = Faces) (P uc VI); 

» f — dt 8 1 {= arccos $ ) 
sP BP eah a b? b 


r| TES NUTS CRM EM «ee ini) 


”| TG-S0 BUTS " Ve W ES Dassin 2-1) 


Pf — U 000000. — 
x yla- Dle- blt- >) Ka WE „arcsi 2-4) 
t-t], 
nU 
e f d. - qi FC aresinx) E L Elk arcsinx); 
o VITEV Pi $ 
2 
e [ea n a(t m (baus) 


NIE i e A amas 2) 


=| fixa Y a4 6 
1 3 E dt = o». E 
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frin ET] 
l4 | (b 7d! - pE a arctan g 4 u Jb R H 


b? 

p [ — At .-Lbg Y «4 5 sin 1- (4) 
bp A Pa — E ab? a ? 1- (5) 

性 


1.5.2 3E SIUE IE] S E 


(0) ARR 
dt y dó 
- | - 一 - = FR. g) 
73e V (1- 600 - o 4/1. Esinià P 


ff) 5c e T ny ih El E 32 iL 
w-snzcsn(z,k), ọẸ=amz, 
XXUB kR, k av 1- KERAHE, p 称 为 : WIRI S. HA DR A EIE 7 
为 
cnz=eosp=v1l- 迪 =v1-smz (MARZ), 
z= tan = PEE. -万 二 《 权 圆 正切 》， 
dnz = v 1- Asz. 


! 由 积分 定义 的 特殊 函数 "375 ， 


snz ,onz,tnz,dnz SE ER 33€ RJ tE e US S6. 
(2) FEG ERRAR 5s — Ff eg BUE VT EAR ELE PERIERE. 
I* 特殊 点 的 值 如 表 1-t 所 示 . 


X 1-1 


i2 


2mK + (2n + Ti 区 


(2m + K+ 2niK' 2mK (2n + Dik' 
(2m + IK * (2n + DiK' 2mK- (2a + DK 


P 诱导 公式 


an( z c 2mK + 2niK' ) 2 € -1)"snz, 
cn z+ 2mK + 2niK') =- rten, 
in( z 4- 2mK -2niK') - £ — 1)"inz, 
dn(z + 2mK + 2niK') - ( — "dnu. 


snz + (2m - DK & 2niK) 2 (— D*'odz- (— paraz, 
z 


cniz + (2m — 1D)K c 2niK') -(— D" * "E'sdz-(- Qty 


i 
dnz * 


- Uu! n+ricsz  (- P)! A 
in(z + (Zm - DK +2aiK ? 2 (1) EC E -— 


dn(z + (2m - DK42niK ) = ( - 1^! ndz 2 ( — 004" 
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(2 € (2m DK+ (2n + DiK) = T dors (~ dor 


k enz' 
en( z * (2m - DK (2n 4 )iK') - = DU ur (nez) -(- Dni L, 
dni z + (2m — ID)K * (2n + DiK ) =(-1ik' inz. 
in(z+(2m - DKe Qn + Dic) = Cu iaa). 
其 中 m,n 均 为 一 切 整 数 ,i RR P.I. 
4^ 基本 关系 
en? z + emz zl, 
[ae + ksza l, 
driz - k*emz-1- E KT., 
am( -z)-2 — am(2), 
sn( — z) = - an(z?, 
enf - z} = en(z), 
in( — z) 2 —- t( 2), 
dn( - z) = -dní z). 
?9 MERAMA 
sn(z t) = Teri dni + onz eni dn dnz — . smz-smt 
ibid | - K^s!zan! E T snz cnt dnë nt eng dnz' 
cn(z + £) = enz eni F soz sn dnz dn£ _ snz enz dnt Feng cni dnz 
Z 1 — k'en zon E ~ snz cn£ dn Fë ens dnz' 
dn(zs t) = $ dn£ x k'snz snt cnz eng _ sng ent dnz x sen£ enz dn£ 
1 = sitzen t “nz cnt dn£ T sni cenz dnz' 
_ an z — an? t 
sn( z  &)sn(z H=: I 
H cz — sm dn? z 
en( z + £)en(z - £) = - Ferzabt ， 
ET 
dalz + Edn(2 - t) = T dez — kon tens 
- k'entzsr + 
个 倍数 公式 和 半数 公式 
. 2snz cnz dnz 
an2z = 1 一 大 sntz ' 
opg -z-z dwz _; 2ams drz __2emrz _) 
nz st ] - £^ . 
dn2z = dez- kia: eei 1- 2k!sn!z c; ——2dm: 
Hu | — ksn’ 7 i- kt ej: 1- ksz 
2 _ l-cenz 1 - dnz diz- enz — 


5 g5 l+dnz  k(1enz) 一 k* + dnz - kenz’ 


1 BERSE ARAY 037-7 


on? oQtnztdnz. kenz- kK dez —— &UCID- enz) 
2^7 T+dnz — E(icenz) — K^ -dnz- kens’ 

dp Z ns+dnz_ Kk. k*enz+dnz_ XUI e dnz) 
2^ leen — | + dnz CR e dnz — Klenz 


T 导数 和 积分 公式 
d 


dzsnz = enz dnz, 

dien: = sn dnz, 

d 2 

gdn = — k'snz enz. 

[snz dz = In(dnz 一 kenz}, 
fen: dz = 二 In(dnz - iksnz), 


fanz dz = iln(enz - i snz}. 


dz snz dnz - cn: 

= in = ] 
snz cnz + dnz snz 
dz _ L) k' snz + dnz _ La, da: + k enz 
enz k enz 7 2k dn: - k'snz’ 
dz 1l k'snz - cenz — 1 | k' snz 
dn; ^ k MED enz +t ens ^ 24 PP onz c 


1.5.3 AEJ 5E 0 X) 


f 3 rims + 5 -21(a» HAME. 
E BAHS HIN x= asin, y= bcosB(0sz 8 « 22), ECKE B 8 Y A 
ds = v (dx)! + (dyY. = v alcos! + b^ sint0dO 
=y a- (a - bsid 2 a V | - e ahd, 
这 里 ,e = HEE ARRE. HERO 
3 = aj" v | - e'si pd = E(e, c). 
这 就 是 第 一 类 柄 图 积 分 , 酉 圆 积分 由 此 而 得 各 . 
特别 , 令 9 = 子 ,得 梢 贺 周 长 的 -二 ,可 表示 为 完全 机 辕 积 分 
sz af? v | - eřsintĝdð = akCe), 
Tis A Sj o 4s* = 4aECe). 
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例 4 求 单 控 的 周期 . 
AD ” 设 单 摆 的 摆 长 为 号 在 时 刻 c 8912 875 0 = 以 昌 , 则 控 的 运动 微分 方程 为 


de + L sinb SIR 


其 中 上 为 重力 加 速度 . 令 w= d , 唱 上 式 化 为 


dw £a 
w gt j sing = 0, 


其 通 解 为 wz = E oo0 + C. 车 给 定 初始 条 件 wio- o = 0, 则 其 特 解 为 
w? = 2£ (oos 一 cos) 


= ain — si? — E), 
于 是 

[2e d 

2 


sit 2e > 一 fh aei 


T sin-4 = sin sing » 
E£ 04 ]1— ksin o 


- Lr pr 


其 中 上 = sin B 于 是 摆 的 周期 可 表示 为 第 一 类 完全 椭圆 积 


分 : 
T-4 DIE LK). 


Bs Rer SRRA +z a) nm “IER. 
解 ” 由 已 知人 条 件 易 知 所 求 体 积 为 


v=8| vae - Y 好)dx， 
HETE x = rsin, kg 得 
- v -se cog B v 1 — k'sir gdl 


g 2 
Sur MEE 


- Sae (is b)gco - (d - 1)kco] 


1 由 积分 定义 的 特殊 函数 ，379 ， 


1.6 ó-H X 


1.6.1 8-3 XX 
(D -AR REET- 0, o0 EE ELE EE P SERERE: 
Da- m) s {0 (x xot, 


+% [x= a); 
MET — xg)dx = 1. (1-36) 


S- RRS | E ,使 集中 分 布 的 其 就 得 到 了 数学 描述 ,例如 ,对 于 在 x= xo AEE 
中 分 布 电 其 为 q EB Her E EHE eC) RT RI d- ARER: 
px) 2 q8( x — x9). 
(2) aAA .个 基本 性 质 ; 对 任何 连续 图 数 eC. FERRAR L: 
[^56 - xg)e(x)dx = e(x). (1-37) 
[SUE , d HICI-37) FEREN 2- pn C: ap RES e PEE ELLE OE SE PR oz 后 ,再 在 
(- m, c o) ERD RRHH olr) BEA ELESIBUER 7 5- PRÉ ON (x - x9). 
当 xy z O P, C1-35) 55 5j (0-36) 55 2) S] f 2S 
TOFIN (x0), 


+œ {x=D); 


(1-35) 


MEO = 1 ， 
并 且 对 任意 的 连续 国 数 pix), 1- 33546 5 
['15G0eG0ds - e(0). 

I sg 3, 8T DUSB LO0- BRUT EE EEG BRE OLEI GELS ELO RA", RRE 
“每 一 点 对 应 一 个 图 数值 "来 理解 , 它 的 值 只 能 通过 积分 这 算 {1-37) 式 来 体现 ,也 就 
旺 说 , 它 的 “ 值 "是 在 显示 任意 连续 六 数 在 每 --: 点 的 图 数 盯 地 体现 出 来 .因此 ,他 困 
数 是 一 种 关于 分 布 的 描述 形式 , 兵 能 求 它 的 “投影 值 “( 或 "运算 值 ”)， 

(3) 三 维 空间 中 前 A ARE N 


， M s Ma- 
3CM- Mo) = È? ü 
ro, 


Mz My 
[ffo - mam = 1. 
式 中 三 重 积 分 的 积分 域 是 全 空间 . 它 嗓 可 定义 为 :对 于 人 意 连 续 函 数 p( 加) ,下 述 
KRAS: 
[f[5cM map dm = pe). 
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容易 证 明 
8 村 一 = 人 一 
=x- apli y- ylz- zo). 
AT ELE e R, AE n E G- o. 


1.6.2 人 函数 的 性 质 


I^ (x) EBAR: 8( — x) = ĝi). 

2? 8C x BA I EAS S O P ER IRR S rc E DELE BR P7 1: 
S[S(x))-1, El83Cx)]- 1. 

3 8x ~ zo) 的 傅 里 叶 积 分 展开 式 为 


fx — xg) = | emendo. 
特别 , 当 2, -0 Bf ,18 (OBRA RA 
Sl) = L[ ^e. 
4 8(x- x) (8 BüpSUBUSJESS EL y COREL a. b ] EWES Se PRETI 


5 Hep y, GOD 
N, = | edz, 


则 Bx 一 xo) fiv, (xz 展开 的 广 交 博 里 叶 级 数 为 
lr- xg) = 2; aio G0. 
特别 有 


xr- xg) = 


^ 


i { 


2 1 { ) 
óCx - xy) = j DV sin Erro 2n z rE 
=ü 


1.6.3 8- AHIA BAER R 


BR RAE ADS CO) H asrab) BROTHER PEERS. pa), FE 
RAM JG), ,使 得 


FA 
i 
Cx 一 xg) = T 2 Soos M qas T5 
gal 
2 


b b 
lim | GO eds = VOLENI 
则 称 ARRI AOO SRR. 
人 函数 可 看 作 某 些 函 数 序列 一 一 他 型 序列 的 弱 极 限 , 下 面 是 常用 的 几 个 站 型 
序列 的 弱 极 限 形式 : 


PEDE YE < 380 * 


L 

p lim 3, (X) e(a) ,其 中 TERE Cal <e), 

Bi 5 0 【| 二 | <) 
TRY 8G): 
P lim l sinan Th. # LEPE 

art 40 Tt x 

中 tac ir 

im, ep "E | (a £)i 
S li UT aso RW s 

m (8 - o). 


~.o 2r ] —2rcos( 8 — e)-r 


2 NÆRAA 


2.1 BUE CS: 


2.1.1. 上 贝 塞 尔 方程 及 其 来 源 


TER ( Bessel) AAE TAN ERD PRISE 
， E: 
£x ddr, (1-5) ,-o. (2-1) 

HUP on 是 常数 , 称 为 方程 移 阶 . 

匈 赛 尔 函数 除了 作为 方程 (2-1) 的 解 而 引进 外 , 它 达 出 现在 森 些 函 数 移民 玫 
"m. 

y] 3€: 7; ERE dE HH 2T Bg ERES ARE p 7 PRAE (P LIR SE eS GE FEE [9] E p 
到 .例如 ,在 圆柱 学 标 色 中 解 波 动 方程 
1d 2(, 2e) lu Pu LN o, 

r or\ ar t PaP dn PIF 
设 u(r.O,z ID = RENO Ze" ,得 到 关于 RODEI J 程 
1 dí dR m: 
Lif, E Le- 5) R=0. 

HEP k Am 基 分 高 变数 引进 的 常数 .他 有 上 = Rir) = yie, ERREARI JY 
g2-1). 

又 如 在 球 坐 标 系 中 解 波动 方程 

| 2 g 1 2f . „ðu | Fu 304 
ELE + xag sing 55) + r'sint 82? 375g 79 
设 ulr dp, = ROL D peA fS IX T- R oi I7. 
14 (238) [p - D] n 
F r 


332 > "BS ERAR 


Hop 120,12, £- e, Rr) - £ 2x8), 得 
dy, ldr, Uri Ly 
这 古 半 奇数 阶 { 1+ 二 ana 


2.1.2 第 一 类 贝 塞 尔 通 数 


第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ],(x) 是 当 n ve 整数 时 的 n 阶 贝 塞 尔 方程 (2-1) 在 它 的 正则 
奇 点 x =0 处 的 两 个 线性 无 关 解 .下 面 用 级 数 解 法 求解 方程 (2-1). 
根据 复 变 函数 论 中 富 上 克 斯 (Fuehs) 定 理 , 方 程 (21) 有 级 数 解 


y= Da, (2-2) 
其 中 eox0. 把 这 级 数 代 入 方程 人 -1)( 设 n 为 任意 实数 ) ,得 r*= rn, e20. 
(1) 取 rz n, 级 数 (2-2) 的 系数 有 递 推 公式 


MEME 
T k(2ne- k 


系数 间 的 指标 差 2, 故 cj,es,cz,… 都 研 用 e 表示 , 且 都 等 卫 零 ;而 cz, cas 0s cB 
DESEE EE 
B ( - "eo 

Cim 7 m. m! (n D(n*2) (nm) 

BH ub, 2 RECO -22 86 — RETRO 
2m + 
( - 1)7 MEN "MEM 
Ymm! (n+ Dnt peint m) 
其 中 a 为 任意 常数 , 当 co 取 一 定 值 ,就 得 到 方程 (2-1) 的 一 个 解 ! 由 比值 法 知 ,级 数 
和 解 (2-2) 的 收 合 半径 只 = 9). 
取 常 数 co = xT 让 “这样 就 得 到 贝 塞 尔 方程 (2-1) 的 一 级 数 解 ,这 级 数 的 


HARRA n prg ARRERA CA J ix), BI 
m 1 x imn 
Loo Don MePEPDE ' (2-3) 
当 导 为 正 整 数 或 零 时 ， Ta m1) = (ns m)! AE 


Lx = Don” re {n = 0,1,2,1). 


显然 ,n 为 偶数 时 ， " (x) 为 但 函数 ;n AAA, J Ca) Pr PRÉC. 
(2) 取 + =- nm ,同样 可 得 方程 (2-1) P0503 — FERRE 


Ly) = > O D” meali) (2-4) 
对 于 {2-4) 式 应 注 ERA: 


2 ELI - 383 7 


P FUE? - n AREH- UN BT, (RI PODom x 0 (50, 71.2 2,"70) 


PC-N-mel)--*&e(mz-0,1,2,--, N - D. BELLA MEM 
这 时 


a m 1 2m-N 
LG) = 240 U^ ZR ma j(¥) 
2 比较 42-3) 式 污 (2-4) 式 ,可 知 ,不 论 为 何 实数 , 必 可 以 用 (2-3) 式 统一 地 表 
示 第 一 类 贝 骞 尔 肾 数 . 


2.1.3 ANER 


(20) S na TERA, HAAA J r Jo xz 化 * 和 = 站 附近 的 性 态 { 没 n 
20.4,Cx)770,J. (x) 09 (x-70)) , PED J, CaL J, CX E TEC ER IE DI 3E 7 
方程 (2- DARA 

yz Al,(Cx)4 A] ix}, (2-5) 
EFT A,B HEERA. 
74 n JERE, AG) 5 J- .ix) 线 性 相关 ,它们 之 问 有 关系 式 
J.s(2-2(- D'Ju(x) (n20, 1, 2,7). 
xx [us SEA IA -T5 C x) ER TE GRIPE. im FR EXT EH A SR RH ETE OUT 
f£O-DB8)5I—fE COUTE N Cx. 
(2) 74 站 不 是 整数 时 ， 


N (x) = conn] ( x) -escnrl (x) — 


当 n 是 整数 时 


Jaf x)vosnm - J. MEZE 
sinar 


(2-6) 


N,Cx) = limN, Cx). (2-7) 
Ei (2-6)3X 5) -TANER N,(x) 称 为 n 阶 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 ( 也 叫 
Bid fP (Neumann) P8) . 它 的 级 数 表 达 式 为 
N,(x) = 2,0)» - l 之 , ay - 


l u 2k*n 


Ly si eo spen E ) , 
其 中 eG) c EE o a c 0 时 ,去 掉 第 二 项 有 限 和 .特别 ,在 x = 0 的 小 邻 域内 有 有 
近似 公式 


No) Ln, 


No) E (E) Caan), 
(3) Kib = 为 何 实数 ,N,(x) 与 方程 (2- 门 的 另 一 个 解 Ji(xz) 线 性 无 关 , 因 此 方 
程 (2-1) 的 通 解 可 表示 为 
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y x AJ Cx) + EN, (x). (2-8) 
在 一 些 定 解 问题 中 ,n 是 零 或 正 整 数 , 且 相应 的 本 征 值 问 题 带 有 自然 边界 条 
件 :y{0} 有 界 , 因 此 ,方程 (2-1) 的 通 解 不 能 取 {2-5) 式 ,而 应 取 (2-8) 式 .因为 当 x 
+ 时 ,N(x 一 -Cn=0,1,2,…), 于 是 在 (2-8) 式 中 常 取 B=0, 即 在 条 件 
Iy(0)] « + 下 ,方程 (2-1) 的 解 (n=0,1,2,…) 为 
y= AL). (2-9) 
其 中 4 为 任意 常数 ， 


2.1.4. & -XWX€qie 


(1) 由 第 一 类 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 的 钱 性 组 合 可 定义 出 第 三 类 帆 塞 尔 函 数 (又 
| dd 3L ZR ( Hankel) && $80) . 
H,UO (x) 2 J, (x) ei NC. (2-10) 
H, (x) = , (x) -iN,Cx), (2-1D 
其 中 i= -1 是 虚数 单位 ,am 为 任何 实数 .由 于 它们 是 方程 (2-1) 的 两 个 线性 无 关 
解 ,因此 ,对 任何 实数 mn ,方程 (2.1) 通 解 的 另 一 表达 式 为 
y= AHP ( x) 十 BH? (x), 
其 中 A,B 为 任意 常数 ， 
(2) Hisl + ehf, /Zs 


KORNET -5-7 E) 
N M («-3 - T 
HU x) MN 


HO? ( x) £ ei- Fim, 
"X 


这 些 放 近 公 式 在 讨论 波 的 散射 时 常用 到 . 
员 塞 尔 函 数 还 有 其 他 许 狠 类 型 ,不 再 一 一 介绍 .由 于 贝 赛 尔 栈 数 主 要 出 现在 杜 
MEF ,因此 又 把 它们 统称 为 圆柱 元 数 . 


2.2 贝 塞 尔 函 数 的 性 质 


2.2.1 ŽAR 


不 同 阶 的 贝 塞 尔 函 数 之 间 存 在 一 定 的 递 推 基 系 ， 
(1) 第 一 组 是 微分 公式 ，; 


d (nu G] = P. a G, (2-12) 


2 贝 塞 尔 函 数 ， 385- 


Aia (012 - x7 a). (2-13) 
利用 由 塞 尔 函 数 的 级 数 表达 式 (2-3) 可 以 证 明 ; 
d "1 ^ 1 Ld X Im*2JA a 
dz 24 1) "nevevulb 2 


Tme-n-l 


£y 1,(] 


Xx 


aX m. dl — 
= 2- 1) RT 2 


= Jii). 
MME O-R. 当 a 1 时 ,(2-12) 式 化 为 


mETCIE shir), 
当 n= 人 0 时 ,(2-13) 式 化 为 
L(x) = - AGO. 
由 以 上 4 式 可 得 不 定 积 分 公式 : 
INT = xXx) 4 C, 
| tnaGods =- x J x) + C. 
| 3 Gods zoxhÓx) + C, 


InGods 2- ho €. 
(2) 第 二 组 是 高 防 用 低 阶 表示 的 递 推 公式 : 


La) = ERG) - 4,0, (2-14) 
Jasik x) 9 JA 42 - 2 ,Cx). (2-15) 


这 组 会 武 由 第 一 组 公式 推出 :将 {2-12) 与 (2- 13) 两 未 堪 端 的 导数 求 出 来 经 化 简 后 
AERIS (2- 14) X, EATER (2-15) 5X. 
X d OG-12), (2-132 PE RT UL SU ESH 


d Ya a 
(E)n a 2 PESE (2-16) 


(X) te 1G) Dee PLC, (2-17) 


P 


其 中 记号 ( 5- ) (x) 表 示 运 算 


Gao szat lala) 


——— 
Hpt 


所 有 上 还 关于 Jufz) 的 递 推 公式 对 任何 = 都 成 立 . 
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2.2.2 JE NE XUX X 
THSERE DL SEI ER Jc L(x)(n 2 0, € 1, € 2, HI ERE CE RT ELE 
DIET EEG E 
ml 
Ax) - Y - De |. | £y 1 


^ mir 3 +m+l 


i FEHL xml -4f 2 ains, 


这 里 用 到 了 公式 
1 2ms*l1Zm-1 l l 
r( 3 em 1) tH Em Lo 1j 
1:3:5 IT 2m *1) r- 


类 似 地 可 证 


2 
J-1Cx) Aj za 8T. 


-- Rb RUBORE MEZ SOL 17) RFUER JL 1C RH A jit 
hitia) Come (4 340] 


- Con Zaun 二) [sims] (n20.1,25), — (2-18) 
利用 (2-16) 式 可 证 得 Jo 和 (xz) 是 初等 函数 : 


Je 所) s Sn ( 3-988]. (a0... (2-19) 


TX 


用 归纳 法 可 以 分 别 由 (2- MOM 19) 式 证 明 J, (1, GRUB S E 


NICENESPTPEES > (= 1)n(n+2m)1 


(2m)!( n - 2m) ! (24)?* + 


ael; 
an —  (- D^(nst2m 4 D! — — 
cos( x -2 ) di (2m 4 Dt - 2m - agen 


. (- lj"(in m 4 i)! 
"n 23] » (2m 十 M" - TE T 


2.2.3 Sh daz iik X, 
{1) 利用 复 变 晒 数 的 级 数理 论 , 可 把 郴 孝 


2 匈 骞 尔 硝 数 - 387 ， 


G(z.x) = exl 3: 一 231 


展开 为 z MAOH E Laurent) 28350 : 
1 x 2man 
«i6-1]- Sa (De 
= NES (2-20) 


这 说 明 exp| -Z ( z - 十 ) | FFERR RAEN t PU RUIN DLE Rc ER BE RAR 


函数 的 母 函 数 . 
(2) 在 {2-20) 式 中 , 今 z = e?, 得 


eno LS p (xem, (2-20) 


DECUIT 1: SRTES 8 12-0]. C102 3- MER 
是 


J Cx) - Li einpe-inp do 


= -i[ [ cos xaing 一 ng) + i sinl xsine - np) ldo. 
这 里 利用 了 有 欧 拉 公式 ei = coss + i snr, AA BP ER CS EEA AN, E EE 
KEL - rr] 上 的 积分 为 去 ,而 实 部 是 偶 函 数 , 因 此 得 到 以 塞 尔 函 数 的 积分 表达 式 
为 
Jair) = Lf eos xsinp — np)d«. (2-22) 
把 (221) 式 两 端的 实 部 与 虚 部 分 开 ,得 


cosl xsinp) = 22 (Jong, 


sin( xsinp) = M. ( x)sinag.. 
注意 到 了 Lx) = (- D'LOO, 则 上 两 式 化 为 
cos( xsing) = hla) + 29 s Gode, 


sin( xsing) = 23 iC x)sin(2m — l)p. 


这 就 是 以 x 为 参数 的 函数 cos( esing) F ein xsing) K DUI HAE BUR GESR, 它 在 调频 
信号 的 频谱 分 析 中 有 着 重要 的 应 用 . 

(3) (2-20) 式 是 由 塞 尔 绷 数理 论 中 的 重要 公式 ,利川 它 还 可 以 推出 一 系 人 麟 展 
开 公 式 ,下 图 再 举 几 个 .在 {2-20) AFS z = ie? HEC] x) = (C7 D^LCGO fT 
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evo =- DO p (x)ineim 


= d) + D(z) rem eJ. at x)i ec] 


nal 


= hlr) + YOJA) (e? + e ™) 


= Jax} + DM 
引进 符号 eo = lye, = 2(n = 1,2,…), 则 上 式 可 简写 次 


ep 二 Wo Ja x)cosnp. (2-23) 
比较 (2-23) 式 两 边 的 实 部 与 虚 部 ， 得 
cos(xeosp) = Se (- D^ b, (x)cos2ng. (2-24) 


siní cose) = 2y1(- D^ Luulx)cos(2n + Dp. 
T-A AP, F e= El ,得 
1 = D (x) = hx) + 2 3b), 

XE (2-20) PERR- z, 有 

es[ z(t)] = Dh e, 
上 式 与 (2-20) 式 相 条 ,得 

1 = POL pP (x)(- 1)" = > 2 (- Dn GL GO 

比较 上 式 两 边 ， 得 

Si Elx) = Ba) t20 BG) = 1， (2-25) 


5 (- D"J;(x)b, u(x) = Ô; 


Mc 1)^J,, xam (x) 十 2 > eG ds C = 0. 
由 (2- 725) 式 可 作出 下 列 重 要 结论 : 
-L - e 
(hotx) te 1, 1 AE |< 万 (n = 1,2,77). 


2 内 塞 尔 嫩 数 ^ 389 < 


2.2.4 加 法 公式 
把 (2-20) APAI x PR RR xe y, 得 


ht sed 6-1) 16-1] 
Snc? $a 


5 e P RGOLAG). 


ta-% — k- 


从 而 得 加 法 公式 


a 


J (x+ 了 ) = 2; IPES A P ky. 
Ex 
另 --- 个 重要 加 法 公式 是 
MR) = $) Jalat Oe? 


= oiri} joir} + 2 Ju C rr cos md, 
mel 
其 中 员 =w rieri -2r r,cos? 是 平面 上 任意 两 点 局 和 e [B B EBA,r 和 和 rn 
别 表示 由 原点 O0 到 PLURI P. 的 距离 ,8 EOP RI OP. Z D] 7) Ae f. 
2.2.5 BW E 8X 


METKA NL OORE MEDE JO) =0 的 要 .通常 用 ptm 表示 nn 阶 由 
SER eR Tc J,tx) 的 第 六 个 正 零 点 (从 小 到 大 依 序 编号 ). HI j,(x) 的 表达 式 知 , 当 n 
> 人 0 时 ,有 零点 x=00Jo(0) 2 D,3E EL SIR. J, x9) 5 0, BL 1, C — zz)=0, 因 此 零点 是 
基于 原点 对 称 地 分 布 着 .下 面 是 有 关 零 点 分 布 的 几 个 重 宪 人 性质, 它 对 求解 定 解 向 题 
是 很 重要 的 . 

I? J(z) 有 无 穷 多 个 正 零 点 , 且 都 是 单 重 零 点. 设 uin Lain dE LOO = 
六 的 正 可 , 则 


i 2 
| sRGdmods = FBD. 
M pP ze uit 时 ， 
f x], (uix) J, (uix )dx = 0, 


JF EL ERG JOG 32. JG x), 在 区 间 (0, 门 上 是 完备 系 . 
零点 的 浙 近 公式 是 


up SE. ET. jr Cui RC M). 
2 J, GRISE ROS J, GO BE SURE GOIORBES 2-4 6. BB Cx) 的 任意 两 个 相 
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邻 零点 之 间 必 存在 一 个 且 仅 存在 一 个 14 ICxz) 的 零点 ,反之 环 然 ， 
P(E) 的 最 小 正 零点 小 于 J, ,1(x) 的 最 小 正 零点 , 即 p< pint. 
中 指标 较 大 时 ,J,(x) 相 邻 两 零点 之 距离 近似 于 x. 
表 21 列 出 了 tx) 和 J(x) 前 6 个 正 零 点 . 

ié2-1 


I 2 3 4 5 6 


0 2.450 5.520 8.654 11.792 14.94 18.07 


上 3.332 7.01% 10. 173 13.324 [6.471 19.616 
2.2.6 4 WW X oca 


用 贝 蹇 尔 阅 数 的 级 数 表 达 式 , 逐 项 求 积 分 可 得 下 列 积 分 公式 
Jed = {x 十 2 {z > 0); 


[10s)e*a x lu - xix? + 2)1h 
" -dnar dijay z), 
[nanenane = SE) - £): 
[E karep- X - E 1z DA? - eta 
= (x? +4 it) S exp(2k v/x* e z); 


on a 2 
| J Cat) lO Vtt 9) ng 
0 {+ x)2 
f (a c b), 
= į j" 2 ge 
Ep) T nuaG TP La, 


2.3 WEH- NETRE 


2.3.1 本 征 函 数 系 一 一 贝 塞 汞 函 孝 系 


(1) 本 征 值 问题 是 由 一 个 带 参 数 的 微分 方程 与 边界 条 件 所 构成 的 .其 中 参数 
称 为 本 征 值 , 非 零 解 称 为 {对 应 于 本 征 秆 的 ) 本 征 函 数 . 
在 数学 物理 问题 中 ,所 遇 到 的 本 征 值 问题 天 都 是 施 图 姆 - 刘 维 有 未 (Suumr 
Liouville) £ {E (Ei [6] £8 : 
[p R OR «Oo R=0 (0«p«D, (2-26) 
IRO) < + o, RCID) 20; (2-27) 
或 


2 UW3E/KwSE - 390 ， 


[0 RS pR + Og - nR =0 (0x e « D, (2-28) 
IRO € 9 RD =O. (2-29) 
(2) BRE X f DLE ZR A 

x! y! & xy! c (x35 a)y=0 (2-30) 


满足 在 界 性 条 件 1y(0)1< + o IPIE y= AMLCXD 6E 7I FECI 00 BRGGTT FL E CER 
x =vYap, 就 化 为 方程 (2-26) , 它 满足 条 件 1RCO0)1 < c f 
R(g) = AL, G'Àp). 

由 (2-27) 式 的 第 一 个 条 件 ,可 得 

AJ,GÍ AL) 2 0. 

it JC) - APER HR p m 21,2, 5, Bl fi 

ÁM- uM, 

Munifg suya ar (iB 8 (2-26) + (2-27) E A f fg 


JEU QE AE R E A 


RO) = AJ (A J. (2-31) 


n} 
EAEEREN ER AERAR — Paci o [1, (75-5) Jeto.) 


ERB o 相交 , 即 
i (a) nu 0 (k m), 
pol ro)n( ees {me Qn ex 
如 同 仇 里 叶 级 数 -- 样 ,可 把 满足 一 定 条 件 的 函数 Co) Fix Ul ERR 3E 7T LER 
* 
- in) 
fe) = 3 as ( £87) (0 < o < D. (2-32) 


其 中 系数 
: zi 
o jeron | p} dp 
m l F "m 
Jerk o) o 
级 数 (2-32) 称 为 函数 Co SHEER Up - DT EZ ER Xr. 
(3) 对 于 第 二 个 本 征 值 问题 (2- 闻 ) + 12-29) 式 ,由 (2.29) 的 第 二 式 , 可 得 
AAA T (I AL) 2 0. 
Et LOIS SERE US v (mz1,2,7): 


üz (n « vi RES « in £c 


那么 Vi = VS? LIA mI AS fip fÉ I] RE (2-28) + (2-29) SPA E (820 


(2-33) 
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) (mzl,2,:-). 
相应 的 本 征 函 数 
Ralo) = Anl (2x : rs.) (2-34) 


X nzOH AA P0020, B. CO) = 1, 所 以 存在 本 征 值 4 =0, 相 应 的 本 征 
PRÉ IR o) = Ap. 


KERER [J (555) ato, 1) ptis o EX: 


d pin) Ü (k x m), 
MEE p) nd E o}de = M (k= m). 
FR Co) EERI BORA TE SUED E - 贝 塞 尔 级 数 展开 式 为 


fo) = Denli ] yz) (0« p« ID, (2-35) 
其 中 系数 , 
fir TIAI 2a o) dp 
cm= DY (2-36) 
J on (85) de 


2.3.2 NW Xo dca 


AT MEC GE p IG (2-31) 51081 (2-34) AS, H 5 38 (2-26) PR ELSE 
2R o4 
2p? RR" + 2pR? 420p- A?) RR! =0. 
T px MCES ef 


do [PR + (Ao? - n^) R?] - 2aof - 0, 
并 积分 ,整理 得 
| olejae = BLPRAD + OP - mô) PCD + s! RODJ. 


将 RO) =J, Ae), RCo) 2 AY (C ApMVA ER. 18 


J pF 3p - EI pean + ( 1 - 5) oan] . (2-37) 
这 里 用 到 00 21,4, 00 20 (02 1,2,777). 
分 两 种 情形 讨论 : 


{niy 2 
ra= (E) ,这 时 有 ,WUD 23, Q0) 0,3 


| es") dp = P rg). 
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据 递 推 公 式 (2-13) 
XT) = ahi), 
有 
i 
因此 得 到 内 塞 尔 函 数 {2-31) 的 檬 的 计算 公式 


M = NIC A dp = EBan). (2-38) 


NS 
si-(!m)y ,这 时 有 
J A) = Tu) =0， 
于 是 由 (2-37) 式 得 到 贝 塞 尔 函 数 (2- 34) 的 模 的 计算 公式 
,= | oF( oe- a) dp = P[1- (; 点 ) | ow). (2-39) 


2.3.3 HF 


Bg KEAR Ko) = e-l Oaoa DHe 展开 为 博 里 叶 - 03 
尔 级 数 . 这 里 Wim) = 0(m = 1,2,7). 

€ Ae) 在 [0,1|] 上 具有 二 阶 连 续 导 数 , 且 当 p = 0 时 有 界 , 当 2 = 1 时 其 值 
为 零 ( 齐 次 边界 条 件 ). 因 此 


= 2 Co of mp) + 


Hp UE O- 38), (0-33) RHN: 
Cm = zal, pl- DJs o)dp. 


EEST 则 p=- — t dos ds, 那么 


"= icol PECETE 


HEN ERRE ARER 44 
NEZ = uh xh) P = nh) 


A 
[WA = x xx) | o^ - [^24 * xfiC xod 
0 o 


= po pm) - 2| x bG) ]77 
= ulus) - 2495 bus). 
将 以 上 两 个 积分 值 代 和 c 的 积分 公式 ,得 
Eb 19779) 
-Ref 
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因此 ,所 求 的 展开 式 为 


hin) 
3r. ? EGG. yes 9). 
例 2 HB Io) = Ogos DR vono) EJ itat. 贝 塞 尔 级 数 ， 
XH Jlun) = 0 (m = 1,2,……), 
E 。” 依 系数 公式 (2-39) 与 (2-36) ,得 
29? 


cm = re) pho, pido 


2v. 1 
= GU n PIC 
29 
= A DRD a£ Cn Gs e) N 
E 20,4 4394 ) 
7 - MGE 
代入 级 数 (2-35) 5f ,得 所 求 的 展开 式 


p 2» Ten mI 


2.4 VERRE MUT 


2.4.1 WARNA 
求解 边 值 问题 
Buc up + p+ ci e cO (0c o«l,0cz«h), (2-40) 
u(1,8,2) 0,1 u(0,0,z)] « e e, (2-41) 
u(p,0,0) 2 &(p,0)  u(p, 0, h) 2 gip 0) (2-42) 
的 基础 解 系 ， 
4 u- R(p)$() HO, TVA Bà (2-40) ,得 
qQ'-kd-0, (2-43) 
p R* + pR' + (Ag! - k) R20, (2-44) 
H" — AH - 0. (2-45) 


由 周期 性 条 件 D(O + 2x) = (02,183) RQ-43) BUDE GET. E, = 下, 相应 的 本 征 函 数 
Q, (0) = A,coszÜ + B usinad (n20,1,2,:). HIER LARA TTE (O- 41) ,得 方程 (2-44) 
的 本 征 值 问题 ; 
[6 R" + OR + (p - n) R-0, 
IRO < +», RCD x0. 
ín? 


解 得 本 征 值 is = (EE) (m = 1,2, Jt p59 28 1,0098 m 个 正 零点 ;相应 的 
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in) 


R, C0) - Candal de-o) . 


inj 2 


将 ja = (EE) 代 人 方程 (2-45) ,得 方程 
N ut ? - 
m- (P) ue 
Jb 
in) EE 
H, (2) = D, s. cosh mE + E, msinh id z 
上 是 ,所 求 的 基础 解 系 为 


(eta 
CE n cosh 5 
_ eS. [es } 
us s 0,0, xz) Lf 2] sin n D 


如 果 要 求 边 值 问题 级 数 形式 的 解 ,就 需 把 各 基础 办 加 ,这 时 得 到 -- 
其 中 4 组 系数 由 边界 条 件 (2-42) 式 确定 , 即 按 二 元 函数 系 { oem] (Eo) 展开 


为 广义 傅 里 叶 级 数 . 
例 3 解 边 值 问 题 


Au = He +t + Ew + u,20 (pel0cz«h), 


u5( 1,0, 2) 20,1 u(0,8,2)] « * m, 
u(p,8,0) 2 gi(p),u(p, 8, h) = gp). 
解 ” 由 边界 条 件 及 区 域 的 对 称 性 ,可 知 &= uloz) HIES u2 Rp) Hiz) IÈ 
入 上 述 方程 得 
oR"+oR' e Ag! Rz 0, 
H" - AH - 0. 
由 齐 次 边界 条 件 uu ,9.2) =0 得 六 (Co)=0, 从 而 构成 本 征 值 问题 
QR" + pR' + Ap! R - 0, 
IR(O)] < + o, R'(D) -0. 
这 里 方程 是 零 阶 贝 塞 尔 方程 ,其 有 界 解 为 
Ro} = Ahio}. 
由 条 件 R'GCO S018 
4Jofw A1) = 0， 
又 由 递 推 公式 ua) = -hif 
JG AD =0. 
于 是 得 到 本 征 值 
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‘1 
ns (EE) (m-0,1,2,--:), 
其 中 A920 (5 (0) = 00 HM BS E e 
Root o? 三 Ap. 
D 
WRES (me 12,7. 


将 A, RADE H” - AH - 0,8648 
Haz) = Co * Doz, 


{L} "m 
Hz) = C, cosh Est " D, sinh 5. 
从 而 得 基础 解 { 因 500) = 0: 
tig = do + boz, 
üm = Ralp) HAC). 
登 加 得 级 数 形式 的 解 


= (D, NDS 1h 
u(o,z) = to + bor + Si [ a, coh 22 十 sinh IP 22) . 
由 非 齐 次 边界 条 件 , 得 
首 {1} 
glp) = ao+ È ank Eao) ， 


a 


(DR (Dj u 
glp) = ag + b + > ancosh ^5 + b,sinh Eat) yf Eao) ， 


由 系数 公式 位 -33), {2-28) 得 
H 
|: - 2 f 1077 = fw 


2 t 
ao + boh = Z | pes(p)dp = gn: 


及 
2 上 BR lao - 
站 - agale Con fre) o = er， 
{L} q i (1 
Hm h . m h - 2 Hm - 
üm cosh 1 + b, sinh l = rpe A | o) dp = * E 


解 得 系数 值 
tj = Ei: 


bo = nC - ap), 


üm = Bin 

OR 

ba = — Ly (m - oncosh £^) (m = 1,2,^7). 
Hm 


sinh | 


"EEDE $747 - 397 - 


2.4.2 混合 问题 
-- 般 说 来 ,由 发 展 型 方程 的 混合 问题 将 导出 高 防 的 山区 尔 方 程 .为 简单 起 见 ， 
只 讨论 轴 对 称 情 形 : 解 圆 形 膜 的 振动 问题 
tiy = a^ ( us, 十 Tu) (p « bht > 0, (2-46) 


uil t 2 0, Ll u(0O, Otet, (2-47) 


u(Cp,0) = fi(p).u(p,0) = FC). (2-48) 
4 u = RO TODO AOT RO- 46) ,得 本 征 值 问题 
[em + oR + Ap! R = 0, (2-49) 
| RO 1 4 o, R(D 20 (2-50) 
与 方程 
7 了 ”+ oAT = 0. (2-51) 
i5 mui nd £8 45 4E (B 


Àm = (E) i = 2,7). 
其 中 mr 是 jp(x) 的 第 m 个 正 零点 ,相应 的 本 征 隙 数 
Re(p) = AK (En). 
将 A, 的 值 代 人 方程 (2-51) ,得 解 


LO = C, cos Pt + D, sin ^ Te. 
从 而 得 基础 解 
uy (p.t) = RP) Talt), 
释 加 得 级 数 形式 的 解 


u(tp,t) = Nm + basin 22) 1( Eno) ， 


由 初始 条 件 (2-48) RAE an, ba: 
pe = X anb Ée) » 
A) = Do) (Po) 
由 系数 公式 (2-38), (2-33) 得 
- aphan 9) a 
| 7 PÉEQq V DE ON P 
2 ] En. 
544 ” 解 热传导 问题 
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iby = Hop 


+ Tie (0 « o « l,t » 0, 
ult, 20, | u(O. D Le 9, 
u(p,0) z 1—- p. 


f ”全 前 而 混合 问题 的 求解 得 级 数 形式 的 解 
u(p,t) = >; c exp 一 nou ope, p. 


HH? pen 为 Jtx) 的 第 m HERS 
Hr) fi AT ,得 
ut po, Q) = |- p = Y enblat). 
义 由 例 1 的 计算 得 | 
nA AJl pem) 
"0 Gus 
pF AS oa feros 
u(p.t) = 25 i oxp(— pt sa p). 
Bs R&A, mn up, t) 满足 
ug = p + gte = Et 
vul AAR FE 上 ,使 得 其 中 一 个 基础 振动 + 简 谐 振动 (PER PO E co Có I 
ATA EE. 
解 up. = ROP)TIUND, 代 大 方程 得 
QR" + eR + (ig! - A)R « 0, 
了 ”+ AT = 昌 ， 
第 - -个 方程 是 二 和 阶 帆 塞 多 方程 ,其 有 界 解 为 
R(p) = AL(/ ap). 


贞 齐 次 边界 条 件 RU) = 0 得 
aai 
àn = (EE) Qv une». 
Hp pP 为 LOO 的 第 m TERR. 
将 aL, 的 植 代 人 第 二 个 方程 ,得 通 解 
(2 


TD = Ancos{ Fa DE 
ey (2) 
可 见 振动 角 频率 为 4 eus s LE a LL PIT yup up SG) 的 第 一 个 正夫 


点 ,af = .136, 困 此 半径 应 取 ! 
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3 IEZE£ IW, 


3.1. WESMA 


3.1.1 dití& 2 "5 AX EX 
HEELE FIRE Legende) 7j ff 


P"(8) + eadpP (a) tntn+ DPR 20 (3-1) 
或 ( 令 x= 8 Hid yl) = PC), — 1 xD 
(1— x3) y" x) -2xy (x) € nC n c D yCx) 20 (3-2) 


的 多 项 式 解 . 
助 让 德 方程 来 源 上 用 分 离 变 量 法 把 球面 坐标 下 的 拉 普 拉 斯 方程 Au =0 分 解 
为 3 个 党 微分 方程 ,在 铀 对 称 情 形 下 ,其 纬度 方程 就 是 勒 让 沥 方程 (3- 1D 或 (3-2). 
可 用 级 数 解 法 求解 方程 (3-2) ,由 富 克 斯 (Fuchs) 定 理 可 若 存 在 寒 级 数 解 , 即 中 
令 解 


yix) = SE 
将 上 式 代入 (3-2) X, 得 系数 癌 的 递 推 关系 
(n— k)nskeD, (3-3) 
04277 (ke2OR 0D E 


因此 方程 (3-2) HATAREE EREN 
nla) = "E B EC 4 L} 2 „aln 一 at "o 3) 4 …| ， (3-4) 


【中 一 oa 2a + (n - Dn - 3G € 2n £4 x5 - …| 
3! 5! 


(3-5) 


yix) = el *- 


从 而 得 到 方程 (3-2) 的 通 解 
y(x) = Ayx) + By; x), 
其 中 ALB 为 任意 常数 ， 

由 系数 间 的 关系 式 (3-3) 中 的 分 子 的 组 成 结构 可 知 . “i 时 仪 当 a AERE 
ED SE PSEUD, v fx) Hn KEO- a — D IEEE TH v(x ) 仍 为 无 穷 级 数 ， 
HIY a 为 下 奇数 或 负 偶 数 时 ,yo(x) 为 n 次 或 (- n 一 1) 次 多 项 式 ,ytx) EEN 
级 数 . 

通常 把 勒 让 德 方程 (3-2) 的 多 项 式 形式 的 解 叫做 第 .类 勒 让 德 函 数 ( 记 人 
Pa. 它 在 闭 区 间 [ - 1,0] AR: 而 把 级 数 形式 的 解 川 做 第 -… PE T p 
GEH Q Ga, EXEPTEXSI[ - 1,1] 上 无 界 . 
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Mi on HAR, P) 是 由 (3-4) 式 得 到 的 偶 次 轨 志 项 式 ; 当 为 奇数 时 ,是 由 
(3-5) 式 得 到 的 奇 次 寡 计 项 式 , 为 了 用 统一 的 式 子 表示 ,把 它们 按 降 大 排列 ,并 把 
一 切 系 数 c, 都 用 ce, 表示 ,这样 取 定 e, 一 个 非 零 的 值 ,就 得 到 一 个 确定 的 第 一 类 革 
让 德 函数 ,在 应 用 上 ,选取 e, 为 
_ 2n)! 
en = 2^(a41y' 
然后 由 (3-3) 式 定 出 其 他 系数 6,，,c，4,…, 得 到 的 n 次 多 项 式 称 为 勒 让 德 多 项 式 ， 
用 P,tx} Xm: 
(2n)! n(n-]1) a- n(n - D) ín - 2»(&n - 3) ,. 
PG) = vs n -Hn D t 2.4Qn - DOn - 3 - =] 
LE] 
oN " (2n — 2m)! -1m . 
B 2,0 Tmn-m)n-2mM* ' (3-6) 
其 中 | 号] Ea 为 偶数 ) 或 者 = O 为 奇数 ). 
特别 地 ,前 几 个 勒 让 德 才 项 式 是 
Po( x) = 1, 
Pilx) x, 


BG) = LG - 1)， 


B) = L2 - 3x)， 
Bx) = 3 6564 _ 30x? 4 3), 
Fír) = i(ee - 70x? + 15x), 


P) = ica - 31535 + 105x? — 5), 


综 上 ,n 次 勒 让 德 多 项 式 是 由 以 下 3 AIRE DU RNC 
D 是 勒 让 德 方 如 (3-2) 的 解 ; 
2 是 次 多 项 式 形式 的 解 ; 
Yd Ro, = IL. 
符合 以 上 3 个 条 件 的 函数 必定 是 PLC. 


3.1.2 勒 让 德 多 项 式 的 性 质 
1. P,(x) 的 微分 表达 式 与 积分 表达 式 
勒 让 德 多 项 式 P,(x) 可 用 函数 v(x) = i- D^ 的 n 阶 导数 来 表示 : 


2^n! 
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PG) = ze dal c DL (3-7) 


这 公式 称 为 罗 德 里 格 (Rodrigue) 公式 , 它 可 以 直接 利用 RERO — 1) HE 
开 后 再 逐 项 微分 n 次 得 到 . 
根据 复 安 函数 中 高 阶 导数 的 积分 公式 ， 微分 表达 式 (3-7) 可 表示 为 复 积 分 : 
P(x) = xj 2^ I$ PER ldz. (3-8) 
其 中 C 为 :平面 上 围绕 : = “点 的 任意 闭 曲 线 , ERARO- 0 IRER AN Scehlafli) 
积分 .(3-8) 式 可 进步 表示 为 定 积分 : 


ba x) = ES x -v il te "| dp. 
回 到 原来 变 基 8;x = co, A 


Pi(cosd) = ES cos + i sinf cosq } do. (3-9) 
这 积分 叫做 拉 普 拉 斯 积分 .由 此 即 得 
I Po [Ig PD =1 及 P(-TD EENI 
2. BR SER EE 


Mec SEI ES US MEUS 
距离 只 的 倒数 天 (牛顿 势 或 库仑 势 ) 的 展开 有 X. 
R-Ir-rlz (a pr? 2r r cost? TESTA 


4 .1- Tox = cos. Mil 


1 - La 一 了 好 + ES 


R 
EE QI mnla xz v x^ ~ 0), 8E PI AEREN : 
G(x,t) = l- 2x + ey E P, OOP, (3-10) 
nal) 
其 中 Pix) 正好 是 2 EEG EHE. EEOG-10) 式 左 方 你 为 勒 让 德 多 项 式 的 母 
a 
特别 ,在 (3-10) 式 中 分 别 令 x = t. — 1,0. BBf8 
PC = l, 


P(-1)-(- D"; 
P,CO) 三 Ü n Ap, 
p0) = (- D? oH Aso. 


13-10) RAAH RF, 然后 比较 两 边 * 的 系数 , 山 得 递 推 公式 (n 也 
(n 4 DP, (x = (2n + DxP,CO - nl (x). * " 


3$ (3-10) 式 两 边 对 x 求 导 ,可 得 微 商 的 递 推 公式 (nm zm Ds 
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Pata) - 2xP (x) à PL (x) = P(x), (3-12) 
JELES- ax '3(-12 XX, 可 得 第 3 个 递 推 公式 tn zs 
(2a DPR) = Fx) — PLLCx). 
a. WEN- SLE S EIC 
Biber P RPEIP CA) 在 区 间 [- 1,1] 上 构成 ZADRE ES 
AAR, E 
1 0 (k x n), 
JP. COP. GO4- - " (bI y (3-13) 
或 
x , _ A) {k T n), 
"P Ceost) PL Cost) sin6d8 - "m (k = n). (3-14) 
站 日 对 满足 Dar AE PERO PROBE FC ap fex PR 3 Re TOS BS - LET A TR SR 
数 , 即 


fix) = V1 p(x) (-lex«l). (3- I5) 

& ace 
f(cosü) = S eP, (cos) (0 « 8 « x). (3-16) 

其 中 系数 


L f(x)P,( x) dx 


(3-17) 
i Pi(x)dx 
(3-13) 式 与 13-14) 式 中 的 IN, 是 p, COMIR. 
Ne = RAET = pl (3-18) 


作为 例子 ,将 函数 (x) = 1x UfEC- LOARA EN- LE REESE IC. h 
F f(x) = ETE TEASE ua E Ed COR F1 =0 Ck z0,1,2,:-). 
按 (3-17D) ,{3-18}) 式 计算 系数 ; 


I 1 
en = Lf foncoa = 3]. Ix i dx = +, 
Cap = Sel MR = (4k. DJ ee es 


- Ax: Rr SL G2 - 1)**] - v [Ce - ved 


Akal d? (2k)! m u 
7 zan! dx”*- Saal > m!(2k - mi” (- DY | = 站 


E L^! (Ak 十 1)(2k - 2)! 
2*(k - MORE e DU 


因此 所 求 的 撒 开 式 为 


1 D2 
/7 - 3+ X(R.DUeD)E (0 Cie xe 


3.1.3 连带 勒 让 德 画 数 


把 拉 普 拉 斯 方程 Au=9 分 解 为 3 个 常 微分 方程 时 , 硅 - 般 情形 下 .纬度 方程 
为 连带 勒 让 德 方 程 


q g(s EO), [raan -本 |] ec) =0, — Ga» 
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sind dà d8 
或 ( 令 x = cost, y( x) = PCarccosx) ) 
{1 -= xy" ry [ntn so - E] y = 0. (3-29) 
为 求解 方程 (3-20) ,对 勒 让 德 方程 (3-2) 微 分 m OX LB PRR (n) 8 PU (x) 
32 P ETE 


(1- x)w' -2xCém* lw e[nCa D - mim * D ]w 29. 


作 变 换 vla) = CL- x2)2 o, | E 5X 4E Ho EPDE AA (0-200 ,其 中 vi 
vi x). iX UG UH ERE 


P^(x) = (1- (-1xxxl) (3-21) 


是 连带 勒 让 德 方程 (3-20) 的 解 , 通 常 把 这 个 函数 Prtx) 称 为 连带 勒 让 德 硝 数 . 
前 几 个 连带 勒 让 德 耳 数 是 { 当 m» #8 时 ,Pr*(x)=0): 
D(x)= P(x), 


Pl(x)zV 1- x, 

Pi x) -3x€10- x» ， 
Ix)-23(0- x^), 

PG) S 3 6 - 00-351, 


FiCx)-215x(1- x7), 
Px)-15(1- x, 
把 P,(x) 的 微分 表达 式 代 大 (3-21) 式 得 罗 德 理 格 公式 : 


Pe) = Qnm zb TG? - p] (3-22) 
如 果 把 方程 (3-20) 中 的 m R — m EN DAT. 四 此 函数 
(x) = (l-a)? T ies Sice- Dn] (3-23) 
11527) TR 20) BRE 0t GR CU Bj Or dc BOTE TR ER X. 


gl)" d"P,C) 
dx" 
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比较 PT ( x) RII P; "(x) 两 函数 最 高 次 帘 的 系数 ,可 得 
Pr"{x) = (- D” Cnamh pona), (3-24) 


ZUIQ T4 T4 ,可 展 为 傅 里 叶 -连带 勒 计 德 函数 项 级 数 , 即 ( 取 
固定 m) 


Ka = Pops), (3.25) 
或 - 
fKCeos8) = Se P” (cos), (3-26) 
其 中 系数 a 
.OunrD (e= mft S Pal dda, (3-27) 
或 
li dor pom ficos ) P ( cos0 ) sinBdd . (3-28) 


3.1.4 勒 让 德 多 项 式 的 应 用 
(1) 求解 球 域内 轴 对 称 的 第 一 边 值 问 题 


1 29( 32394, 1. 393f.,90u rzh 24 3-29 


u(rg,0,9) - g(0). (r< rn Os Os). (3-30) 
因为 区 域 是 对 称 的 球体 ,边界 笨 件 中 的 函数 R 0B XELBTULTÉ IDEAE: 
uz u(r,0). 


4€ u(r,0) = RG) PARAD EE (3-29), GENES 2 = 站 ) 径 向 方程 


ER" 4 uR -nine DR = o (3-31) 
与 纬度 方程 
P" + cold P 4 n(n e ID) P - 6. (3-32) 
方程 {3-2} 满足 自然 边界 条 件 
| PO I œ, | PO Ix 9, (3-33) 
它们 构成 的 本 征 值 问题 的 解 是 ;本 征 信 为 
À,2 nín* 1) (n20,1,2,77), (3-34) 
对 应 的 本 征 函 数 为 
P, = B P ,(cosĝ), (3-35) 


其 中 Pino 5 KERETA. 
方程 (3-31) 是 欧 拉 方程 ,其 通 解 为 
R= Ar 4 Br oU, (3-36) 
国 为 是 球 内 问题 ,在 有 界 性 条 人 忻 1uf0,8)1< + o T ER RI0) 有 界 , 所 以 8 -0, 4. 


r— 
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Lm 
Ra = A. (3-37) 
因此 基础 解 为 
u,(r,8) = a,r"P,(cosB). (3-38) 
将 上 式 秋 加 得 级 数 形 式 的 解 
ulr.ü) = Da," P, (cost). (3-30) 
nag 


把 边界 茶 件 (3-30) 式 代 人 上 式 ,得 
ulr) = g0) = 2 Cau) P, eost). 
nzü 
这 说 明 anri 是 eC OO TRIP (cos) | 展开 的 系数 ,根据 公式 (3-17),(3- 18) 得 


a = 213-1" e(0)P, (cosd)sin0d. (3-40) 
Q 
PE, H (3-30) 3, 5j (3- 400 ATE T AÉ 3-29) 14 (3-30) RAIE E C 
解 : 
u(r,8) = > ‘gp, eos0)singd0) (5) P, Cost) (r « rg). 


(3-41) 
LR E PEE BR HH BR A ARE aAA ERFT u—0(r— a 0), ajA 
Ré G- 310 TRE 2 


— -(neti 
R, = Caf E 


这 时 基础 解 为 
wr g) = bar tt P (cod ), (3-42) 
同样 可 得 级 数 形 式 的 解 为 
u(r.8) = Sr (Pa Pec, Gosnsineao) (2) ms cos) (r » rg). 
(3-43j 


如 果 区 域 是 由 两 个 同心 球面 所 围 成 的 球 套 区 域 ,那么 方程 (3-31) 的 通 解 为 (3- 
36) 式 ,这 时 有 油 个 不 同形 式 的 基础 解 (3-38) 式 与 (3- 近 ) 式 ,得 加 后 得 级 数 形式 的 
解 


u(r,8) = X lan" + bur 101 )P, eos). (3-44) 
n-ü 


再 由 内 外 边界 条 性 
u(r,8) 2 giui rn d) = gu (0) 
可 确定 出 系数 a, Lb... 
DUI 在 均匀 静电 场 E 中 , 放 信 均匀 介质 球 ( 设 半径 为 1 fr tB ON e) aik 
介质 球 内 外 的 电场 强度 ， 
WES ”未 用 球面 坐标 , 取 球 心 在 原点 ,EE 7r 8E 29 Oz MEn, TEH s [0] ABE AE lE 


* 406 - 第 8 篇 TEM 


称 问题 . 
在 球 内 .电势 占 满 足 拉 普 拉 斯 方程 
Aujz0 (rgi), 
并 用 在 妹 面 上 满足 连续 性 条 件 
uj... = i! si 6697 
其 中 ej 为 介 虽 系数 比 , 按 前 面 的 分 析 , 可 得 
u(r,B) = S a, P, cost). 


在 球 外 ,电势 四 满足 拉 普 拉 斯 方程 
Aug = 0 {r > D. 


旧 在 无 穷 远 处 ,电势 的 大 小 应 保持 均匀 值 , 即 由 E = - gradas = (0,0, - 2) a 


= ep 一 人 ， 
=1 3r rl 


2 - _ 得 在 无 穷 远 处 的 条 件 
wo la,» ~- Ez = Ercosd. 
按 前 面 的 说 明 ,可 得 
- Dar + car (1)P. (cosd). 
由 无 穷 远 处 条 件 , 得 源 近 式 ” 
Sr (cosg) ~ - Ercosd, 
Mi 5, =- E,b; = b 2 c - 0. ABH us PERROS 
wo = bo — ErP{(cosd) + S er Pp, (eos). 
再 由 连续 性 条 件 , 得 U 
[oem = bo - EP(cod) + > 4 CaPa (c08), 


nm 
LJ 


e 2; na,P, (cosü) =- EP((cos8) 一 2 (n + l)e P leod). 
比较 恒等式 两 边 P.(cos8) 的 系数 ,得 
f7 bo t cos 
c = Ô; 
[^7 TERT 
ea, = — ÈE- 2e; 


[oro 
ena,  —-(nl)e, (nz2). 


由 此 解 得 


因此 内 外 电势 分 别 为 


M — 
Ey -g-í— 5 
(2) 求解 球 域内 边 值 问题 
上 (r£ rg,Üsz Om Os p « 2x), (3-43) 
u(rg,0,q) z glp) (3-46) 


的 基础 解 . 
令 uCr,0,9) = RCOPCO)O(g) ,代入 方程 (3-45), 开 注意 到 自然 边界 条 件 . 则 
经 度 本 征 值 问题 为 
M + pb 6, 
oo *2x)- Pip). 
解 得 本 征 值 Hm = m^( m 2 0,1.2, 7) HAREE eR fr 


eo [9]. 


2 


纬度 本 征 什 问题 为 

Mid * | n(n+1) - E] P" -0, 

IP(O)I « + S, Pinle e e. 
解 得 本 征 值 1. = nn D (n20,1,2, 7) XERZ ISP IE ER EC 
P, S (8) = P? (cos), 
其 中 PCx) 汶 连带 勒 让 德 函 数 ， 
径 向 方程 
PR" +2rR -nin DR-0 

AARC RO) < + o) R Cr) = r, AEAT R SERE 7 


- 408 - 第 8 篇 特殊 函数 


r= mp 
it, mL e) PE eb) [ore]. 
其 中 mz20.1,2,77,2; n-0,05,2, 7. 
E SP BRBCRCER EARRA, AEEA n Er eR E BS 
同样 ,可 求 得 球体 外 的 边 什 问题 的 基础 解 为 n 院 球 谱 商 数 , 即 
wars dg) = r7 C DB Cons) co N, 


sinmp 
HBmz0,1,,2,77.5: n20,1,2,^7 


3.2 埃 尔 米 特 多 项 式 


3.2.1 埃 东 米 特 多 项 式 的 定 头 


埃 尔 米 特 多 项 式 是 下 列 埃 尔 米 特 ( Hermite) 方 程 的 多 项 式 形式 的 解 , 即 
y"- 2xy' +2ny = Q, (3-47) 
其 中 2 为 给 定 实数 . 
用 笑 级 数 解 法 解 这 个 方程 . 设 


y= bjos, 
并 代入 方程 (3-47) ,得 系数 间 的 递 推 关 系 式 


_ 2 k - n) 
Ce 7 (KL2 ka 1) (3-48) 


M kz2L-2HB[ cy T9 RT RE ey 表示 : 
l -I .a- "T —- - 
n 2'(2] 2 2 - n)(21 OmU? (2 - n)l 22 (3-49) 


CETPIBSEIMESAECEREEME TT 


_ YOL- 1- al- 3- n - 0 - 5), 
Cael = Gl «D! (3-50) 


TE 7E TR O- A) ERUBOE SLBUARE 
y= cof 1- n? 4 Sa 2 zt- | 1 


上 式 中 两 级 数 的 收敛 半径 均 为 + m Hof So OO vu GO ya): 
niz 2) 4. m4- 2) aa - 2)-(in-21- 2) at, 


yx}=1- n+ 


(2/1)! 
(3-51) 
一 (n-1D(n-3)::(n-21- +: 
y x)-2x- 7 34.4 (-2) n-l KOPA 21-1) x M 
(3-52) 


于 是 方程 (3-47} 的 通 解 为 
y= Ay Cx) + Byar), 
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其 中 4, 呈 为 任意 常数 . 

由 (3-51) 式 与 (3- 人 2) 式 可 若 , 当 且 仅 当 8 ARAH EE), y (x09 n XE 
Hi (ot B] s Ca 45 28 R EO 当 和 且 仅 当 n HAR, lOH a IX E GE I 
yi(x) 仍 为 级 数 ) ,因此 要 求 方 程 (3-49} 具 有 多项式 的 解 {实际 问题 提出 这 个 条 什 )， 
那么 方程 (3-47) 中 的 参数 n 应 取 非 并 整数 ,这 时 方程 的 解 为 

y= cH,(Cx), 
其 中 = 为 枉 意 常数 ,H,(x) 为 如 下 的 n KEMA: 
EE. Fi 2(0,2,4,:,2m 时 ， 
Jm 
H,(x) = cofl- a? 4 RED a |], (3-53) 


Er n21,3,5,*7,2m« L Bf, 
Hla) = o| e- S34 n yee + fms ami] ， (3-54) 


其 中 系数 come Coma T G-49)935 G- 500 3 GE. 
为 把 (3-53) 式 与 143- 于) 式 用 统一 式 子 表示 EUR p e m JH 
(kx 2) ke 1) 


Ck m — 2(n- k) Ck. 25 
这 时 所 有 的 系数 eL CE «e mn) 都 可 用 e. 表示 为 
n(n— 1) 
C827 7 3:2 Caa 
pa (- 1 BUDGi -2(o 3, 3. 
22.2.4 
cust po sinc Xon - 2062-3 M6n-4(n-5 ) 
#67 e246 


RER 为 非 负 整数 , 则 取 定 e 的 一 个 值 ,就 得 到 一 个 次 多 项 式 
BH, (x). 24 020,2,4,2 时 ， 


H, = o e - D nues + | + 


Exi nz Lt,3,77,24 € LB], 
r2 n(n - 1) n-2 "e t1 
B= e| v- 2-2 * Zu 


x 


在 应 用 上 , 取 e, 2 2^ ,这 时 系数 的 一 般 表 达 式 为 


Gu UU SERA s 
PASECESIE AGE DS EMIDE aux Maro po Haix) ): 
LE 
H,Cx) = Mc D” ger. (3-55) 


由 (3- 55) 式 定义 的 多 项 式 H, (x) 称 为 rn 次 埃 尔 米 特 多 项 式 . 它 是 满足 下 剂 3 
Ar SRTE B ERR : 
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I? 是 方程 (3-47) 当 n 为 韭 负 整数 时 的 解 ; 
r 是 nn 次 多 项 式 形式 的 解 ; 
Tn PB 的 系数 局 =2". 
前 几 个 Hz) 的 具体 表达 式 是 
Hat xj = 1, 
Hi x) 22x, 
Hx) 24x? -2, 
Hy x) 84? — 12x, 
Hal x) = 16x* - 48x? + 12, 
Hs( x) = 323? - 160x? + 120x. 


3.2.2 埃 尔 米 特 多 项 式 的 性 质 

1. 微分 表达 式 

埃 尔 米 特 多 项 式 的 微分 表达 式 为 

A e d" xs 
Hu) = (~ Dre d (eh). (3-56) 
事实 上 ,函数 s(x) = e-* 是 方程 
vorZuw-D 

的 解 ,将 上 式 再 求 (n+ 1) 阶 导数 ,并 记 y(x) 2 (- D^ e bw: JU. y(x) 满 足 埃 尔 米 


特 方 程 (3-47), 又 {3-56) 式 的 右边 显然 是 一 个 nm KZ A. H x^ Bp 
c, 2(-1)(-2)^ 22^, AEE E n 次 埃 尔 米 特 多 项 式 HO. 
2. EZH 


埃 尔 米 特 多 项 式 |H,(x) 是 在 (~ ©, +w) EPR p) = e7* 正 交 的 函数 系 ， 
即 
J Len, GOB. Gods - m Md (3-57) 
事实 上 , 当 men P m « n) 时 ,由 微分 表达 式 {3-56) 有 


[4n Con Gods = | et- ore? E o muc)as 
= C 1") 8,00 E cona, 


上 式 右边 进行 m 次 分 部 积分 ,得 积分 值 为 0. 
当 m= rn 时, 可 得 H,(x) 的 模 为 


=a | Le?mooes 


(-?.25- at[ eas = VEL nl * fn. (3-58) 
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3.2.3 ERRI P A9 RET 


1. REIS d 
在 20 世纪 30 5E 4C, fr PRSE CE] AES E Rr TRO DOLUS POET. Bor ROBORE 
IRT LET IEJHXTIO ETI TREES ERE DH Schrodingeo JP E 
a o on? 
1 Je 7T 2n 
这 里 ;= = 是 虚数 单位 ,让 = 六 = 1.0545 x 107-8 ACHETER TE BRE RE Planck) # 
Tra 是 粒子 的 质 莽 . 己 知 函数 U 为 粒子 在 力 场 中 的 执 能 尊 数 ,未 知 明 数 - 
Vx, yz. t)DH A UE PREX, CERES LEE UD 是 在 时 间 c (xy ,处 粒子 的 概率 
qr RE pa Xt 
姐 果 势 函 数 U 与 时 间 上 无 关 , 则 可 令 
= pix, a fÉM), 
使 得 方程 (3-59) 简 化 为 分 离 变 量 的 等 价 方 程 


EET -Haw üw), 


AY + UV, (3-59) 


y 
记 上 式 等 于 常数 E( 粒 子 的 质量 ), 从 而 得 到 时 间 方 程 与 涪 间 方程 ; 
itf'-E=0 (3-60) 
与 
B^ A + U(x,y.z) FF = 0. (3-61) 


E» 
方程 (3- 的 ) 的 解 为 


于 是 方程 (3-59) 的 解 革 以 下 形式 

y = VG. y D epl - zu ， (3-62) 
其 中 Wr yz) Hio s OR ER ER O- o1) n fg d DU PEE PR ERR ARER 
(Hamilo) EF A = - Eas 已 , 则 方程 (3-60) 化 为 EY 5. 根据 密度 函数 的 性 
FE eI? TEES RIBUS 1: 


i L3 dr =l, (3-63) 
BUS iP - TYexp| - ED I? = 时, 所 以 (3-63) 式 化 为 
fff wear = 1. (3-64) 


FAG- 5 G-64) t T 7] rp Pm HORT 6G E. 
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由 于 在 无 穷 远 处 粒子 出 现 的 概率 为 零 ,因此 波 末 数 还 有 如 下 性 质 ， 
W(P)-0 (A P— o), (3-65) 
2. 线性 谐振 子 


线性 谐振 子 是 指 如 下 的 运动 体系 :势能 为 二 juu2x2(w 是 常数 ) 的 粒子 运动 .这 
BEAR IDEE IET RS 


— 2 
pod (Ey co. (3-66) 
引信 新 变量 与 记号 :E =A/ P x= or,a = E aE WARGHA 
n pt H 
"i + {A )V - 0, (3-67) 


FESLA MERC (0 = exp( S) CO , 则 方程 (3.67) 化 为 如 下 的 埃 尔 米 特 方程 
y" -26y +(A~ ID)y 20. (3-68) 
这 时 2n = A - 1. 由 目前 的 交换 得 波 函 数 


vio = exp{ - $) yc. 
18 38 (3-65) 3] y OMR ERI 
expl - E) ye) -0 (+ 2). (3-69) 


+ EI 


£)-:i-$ e one 
要 满足 条 件 (3_69),y(&) 不 能 为 无 穷 级 数 ,而 应 取 为 多 项 式 , 即 应 求解 本 征 什 
问题 : 
y"—2xy' + (A- 1D)y = 0, i 
Uc HER- e ex ca m). (3-70) 
问题 (3.70) 的 解 为 :本 征 值 A — 15 2n, B A, 2n e 1(n=0,1,…), 相 应 的 本 值 
函数 为 (£) = HL(6) , 回 到 原 变 量 与 记号 ,得 波 函 数 


2 
Nx) = A,expl - e x) H,Cax), 
其 中 待定 系数 A, Bl — (o TEG-64) E : 
| | wx) Idz = e|" et Y B )di 


= As ote de = 1. 


据 HS) 模 的 公 \ 式 (3-58), 有 < Anp. n! yxr=1,B A, NE 


~E 
z 


ua! fi 


4 超 几 何 阔 数 与 合流 超 几 何 浅 数 - 413 ， 
而 所 求 流 画 数 为 


H 
u a - ix T _ 
Vx) = "Pr E "nen 3*5 ) nao. (3-71) 


其 中 H, Aa 次 埃 尔 米 特 才 项 式 . 
另 一 方面 ,由 (3-70) 式 的 本 征 值得 


战 而 得 到 线性 谐振 子 的 能 级 为 
,jo net) (aso, 


这 说 明 该 体系 的 能 级 是 离散 分 布 的 ,两 相 令 能 级 之 差 都 是 ESL — E T no. DUST 
论 与 普 朗 克 假 设 完全 一 致 . 


4 超 几何 函数 与 合流 超 几 何 函 数 


4.1. 超 几 何 级 数 与 超 几 何 明 数 


4.1.1 38 JL T2 LEE 75 38 JU fp C OE XC 


超 几 何 级 数 是 下 面 超 几 何 微分 方程 的 级 数 解 , 即 
z(1 - zji” e[y - Ca e B Dz]w' -opo = 0, (4-0) 
其 中 z 是 复 变 数 ,a py ES. 
方程 (4-1} 具 有 3 个 正则 奇 点 0,1, 0 .用 级 数 解 法 ., 设 


wlz) = Ba (eo 4 0). 
得 在 奇 点 z =0 处 的 两 个 指标 BU OG 1- yb SORGE DE fepe FE 
(pr k-le*afpek-i4, (4-2) 
(p kX ptk- il+ Y) ir 
Bt y 零 或 负 整 数 , 由 此 得 指标 为 0 的 解 
-1 + 区 a(a xr 1) SCS o 10) 
+ 
g(atlik:-(atn-l) clybe(Bxn-l) u . 
n! y(Cycl)bcs(y*n-1) zc (4-3) 
这 级 数 的 收 策 半 径 是 1, 而 在 1z1< AAR ARE E a. DER CA- 30 FON 
几何 级 数 ,常用 下 面 的 符号 表达 : 


F(a,B,yY,z) = > ee ee Ózl1« l), (4.4) 
PE . Ft 
其 中 引用 简 等 记号 


Lu = 


于 十 二 
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(ahl, 


(A9, — ACÀ xis o6a-1) = 了 (azl). 


当 ye RA, E xz=0 处 (指标 是 1 - 7) 的 第 二 个 线性 无 关 解 也 可 以 用 超 几 
UE EE An 
w= À]F(a-ycelB-yrl2-y,.i). (4-5) 
根据 微分 方程 的 理论 ,只 有 方程 的 奇 点 本 可 能 是 解 的 背 点 ,因此 级 数 (4-3) 在 
单位 圆 1z1 < 1 内 所 表示 的 函数 可 以 解析 开拓 到 全 z 平面 ( 除 点 奇 点 z=1 和 == 名 
岗 点 ), 这 样 开拓 的 函数 称 为 越 几 何 务 数 , 仍 用 Flo,P,7Y,:) 走 达 .有 队 非 a 或 者 是 
fa dX zo | 和 := = 这 两 点 一 般 是 超 几何 岁数 F(o ,8,y.z) 的 分 交点 ;而 在 a{ 或 
有 ) 是 鱼 整 数 时 ,级 数 (4-3) 蚌 一 个 志 项 式 , 因 此 FC a8, y o HEC. 138 oo DT 
的 z 平面 上 的 一 个 单 值 解析 函数 ;而 级 数 (4-3) 是 这 函数 的 “个 单 值 支 ( 当 :=0 时 
消 数 值 为 | 的 那个 分 支 ) 在 1zt < 1 时 的 知 级 数 表 示 . 
许多 初等 隐 数 可 以 用 超 几 何 冰 数 表达 ,例如 : 
(1 z)°=F{ -a,p,8,-2), 
amcsinz = SL E 25), 
1 3 
amanz = zF( 7, E m, - z*), 
Inti + 2) 2 zFCI, 5,2, — z). 


4.1.2. 超凡 何 函 数 的 性 质 


1. 项 本 关系 式 
由 定 兴 有 下 列 基 本 关系 式 
F(a,B,Y,0) =1, 
F(c,B,y,z) = FÉ B, a, Y). 
2. 积分 表达 式 


超 几何 函数 的 积分 表达 式 有 商 种 ,一 种 是 从 赵 几 何方 程 的 积分 解 得 到 的 ; 另 一 
种 积分 表示 则 是 从 级 数 解 导出 的 . 
如 果 Rely) > RelA) >0, 则 超 几 何方 程 的 一 个 积分 解 是 


wiz} = A| ea — 1)'- € €1.- a) di, (4-6) 
其 中 A 是 任意 常数 .把 (1 - 2) -展开 为 一 致 收 伍 级 数 
a-a D(C a = D Syre, 
并 代 人 (4-6)} 式 ,得 


wíz) 2 À DUDICE- B) jg, y, 1). 


由 此 担 到 超 刀 何 函 数 的 积分 表达 式 
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rt ! g- g- -a 
F(a,B,y,z) = OREP p -— O77 — a*dt, (4-T) 


其 中 Rely) > ReC 8) » 0, larg(1 — z)| <n BUG z — Efiloo — RETE F(a, B, y, zË 
Ar XGA. 
EILH A FERIER RAET HIR ALLT ERIR EUR AT Benes) Pp dii 
Margy = Ds zio PEE e DED s, 
, Fle) B) xi. Dy + 5) , 
(4-3) 
其 中 1arg( - 21«0,850, 1, -2 积分 路 线 须 使 - ;) 的 极点 在 其 右 , [la + 
s)TCB e 的 极点 在 其 左 ( 巴 轧 斯 围 道 ) 
3. Fla,p, ”1 之 值 
超 几 何 男 数 在 z= 工 时 的 值 可 以 从 它 的 积分 表达 式 (4-7 得 到 , 即 
Fa B y. M) = jan sl _ Drop-ig 
ODCOPX Y - 2 - 8) 
= MY- aNXv - 8) 
(He(yY —- a - B) > O,ReC y) > Reif) » 0). (4-9) 
4. MRAR BEA S 
设 1, m,n 是 任意 整数 , 则 称 函 数 
Fia + LB m,y 9 n.z) 
23 FCa B, y , 22 B SERERE. E FE RE 31 SIC PREX Pb o 之 间 存 在 如 下 的 关系 : 
AFi + A;F; + A,E, = O, (4-10) 
其 中 Ad 4, 是 z AARAA. 1 — RE B RT UURLRRE EB JL ROTER PB ERRE 
BÀ. 


5, REX 

用 下 何 函数 的 积分 表示 可 以 导出 下 列 两 个 递 推 关 条 : 
(x- DF Y-1)-aF(e-*D-(y-a-LDF-0, (4-11) 
yF- &F(B 1, y À 1) - YF(a - 1) - 0, (4-12) 


其 中 了 代表 F(a,B, y, 2iF(a & D, 代表 Eap 2] 4f; 
F(a XD 2F(atl,B,y,z), 
F(BX I) -F(a,B21,Y.z), 
F(yxzbzF(.8g,yxl.z), 
F(Brl,y-3-2F(a,Bel,y-1.z), 


利用 基本 递 推 关系 式 (4- 11) ,74-12) 可 导出 所 有 的 其 他 递 推 关 系 . 合 如 ,把 (4- 
11) 式 中 的 a 和 上 户 对 调 后 再 与 {4-11) 式 相 减 得 


aF(a € 12 - BF( B 1) - (a — AF=0. (4-13) 
另外 一 种 重要 的 着 推 关 系 是 
S (ag, y c) e E 知 F(a n B4 n.Y* n,.z), (4-14) 
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这 可 由 F(te ,8,7Y,z) 的 级 数 逐 项 求 微 商 得 到 . 
4.2 TESHA 


4.2.1 雅 可 比 多 项 式 的 定义 


超 几 何 函 数 Fa, f, yn) H a REFTER -n E An 次 多 项 式 , 称 为 
n TX SEE RT H ( Jacobi) S Tit :; 
一 A) Bes 


at 
F- n.B.Y.z) - » klCy), 
z Don (7 MI (4-15) 


YF 2 GE 3c 39 x , TUI LE ETC, MEERE RA TEE EE 
特殊 情况 . 


4.2.2 雅 可 上 比 多 项 式 的 性 质 


1. 求 和 公式 

在 {4-15} 式 中 令 z= 1, 并 用 (4.9) 式 , 即 得 

V n (9 IC) IX y - Bn) - 8), 

2; C o; (y, 7 K- me = Try 及 = EC 
(4-16) 

2. 积分 表达 式 


由 于 超 几 何方 程 对 a 和 8 是 对 称 的 ,在 (4-6) 式 中 把 a。 和 8 对 调 一 下 , 仍 得 一 
个 积分 解 式 
wla) = | ea - orta - a) a, (4-17) 
4 a7 -n, 取 为 正 向 绕 :=0 点 一 周 的 围 道 ,t= 1 和 := 一 在 C 外 , 则 只 要 1z1 尾 
h (E C El MUN 
-ayte SP) ar 
并 代入 (4-19) 式 的 右边 ,可 得 
[DD de 
-]1? I | 
CUT Pg ,8,7,2), 
从 而 得 积分 表达 式 
F( - n B. Y,z) 三 t 


(- DI(at[9?) a jn - 
GOLD IL- p 0 t) de, 
(4-18) 


4 WIRED ESEESESECE WIRE EE 447 ， 


(Rcs -在 围 道 之 外 ,lag(1- Dem 20 LCE- 2) e 100, - 1. 
-2,-*,-n4l. 


3. BERI 
U z 
在 {4- IDAPA 上 一 G-p 


{D+} - B-I - - 
(Y), FC- aro = EU Q2 -i Lr ERI, (4-19) 


因此 有 
O- pf O- ao]-8 = > LOFO ndhYG) (4-20) 


Exi i E) pg RE E RTI EE AE 9 SES RE e A. 
4. RARER 


在 (4-19) 式 中 把 v fd ,得 
(yjnF(- n, By s) = spo x)? x U - vro 


(v 一 zy™l 
由 此 得 雅 可 比 多 项 式 的 微 商 表达 式 : 
Fí- n,B,y.z) = ean B iyu d up zt - 2-1]. 
(4-210) 
5. 正 交 性 


把 写作 p+ rn 或 p+ m WER ESDA w= Fi- npn, yY,z), ws = 
F( - m.p + mm,7,7), 利 用 (4-21) 式 直接 计算 可 证 明 趴 可 比 才 项 式 具有 正 交 性 


(m y n), 
| al 一 zj)n Ydz = fi P+ n? Fipra- y+ Da! (m n). 
0 (y), D(p «2n + 1) 
(4-22) 


根据 正 交 多 项 式 的 理论 , 雅 可 比 铸 项 式 Fi- ni pt n.y,z)(n 20,1.2, 2t 
区 间 [0, 避 上 榴 成 一 完备 正 交 函数 系 , 权 为 六 11- zj) Rely) 20, Re(p- y+ 
1) 20) HfEfI— T-3EL0, 1! 中 平方 可 积 的 少数 CAO RT LA fee Pr LEUR REI 
Fí -npn y RRRS 


fG) = S nF- nip ny). (4-23) 
naf 
其 中 
o ESSOR apt ny ol ides (429) 


而 模 mn = | wirl(]-z)^""dz. 
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雅 可 比 多 项 式 另 外 常用 的 一 种 定 疼 是 
PAH z) = (" + , - kc n.p n.Y,.zr), 
PEP (3) (n=0,1,2,…) 是 一 个 完备 的 正 交 十 数 系 ,区 间 为 [ - 1,1j, 权 为 (1 
— x)*C1- x). 


4.3 切 比 雪夫 多 项 式 


4.3.1. 切 比 雪 去 多 项 式 的 定义 
切 比 雪夫 (Chebyshev} 多 项 式 T, ( x) 第 一 类 ) 的 定义 是 


T, (x) = cos( n arccosx). (4-25) 
显然 TIz)=1, 当 m=1,2… 时 ,可 以 证 明 DEDE UE P Er: 
ES 
Tals) = 5 2; rz Den, (4-26) 
注意 其 中 u^ HRA? BLA: T, CAO BUE iR GS T 
TY = x, 


Tix)z222-1, 
Ti(x) 2 Ax? — 3x, 
T4í(x)28x'-8x^ 4 1, 
Ts(x} = 16x? - Mri + 5x. 
4 x - cos, M y =T. (x) = cosn? WIE op Jr 


£r. n’y =Ù. 
问 到 变量 x ,得 T, (x) 满足 切 比 雪夫 微分 方程 
(1- a)y" - xy + ny = 0. (4-27) 
A Lo 对 3 对, 则 (4-27) 式 化 为 超凡 何方 各 
a(l- ayrti( 二 -可 y rmy=0. (4-28) 


FEM a= - n Bo ay= 二 ,由 (4-4),(4-5) 式 得 方程 (4-28) 的 两 个 线性 无 关 解 ， 


F( - a.a.o iR z;"?F( - ned, nrt, UN EE OT 


1 1-x 
Tala) = AF( - n,n, t, z ). 
4 x21,18 T, (1) 2 cos loo 2 1- A, 
1 i-x 
TG) =F( - n,n, |, 154), (4-29) 


4 超 几 何 函数 5j 5 Bos JURE PRORA * 419 * 


Ics RD HORS e SORGE GT HERO Azn y= ,z= Oo itg. 
4.3.2. 切 比 雪夫 多 项 式 的 性 质 


1. WARA 
由 (4-29) 式 及 (4-21) 式 得 
T.) = CL 1)” CPI - any Ea - xy, (4-30) 
2. 正 变性 和 归 一 因子 
由 (4-22) 式 得 
ü (n x m), 
| AGO CC - x?) Idx = E (n= m» 0), (4-31) 
1T (Án cz m= 0). 
3， 母 函数 
利用 当 * = 6080 if] T, (x) = cosn? A 
DT = hoes = TR (te ')^ à Cte 95^] 


= 心 
,A[— — 
2 TT ZI 

l- icat  ——  l-s 


"]l-2tew0 +: 1-2xt i 
BRR 39r, Gf SER 
— Ati +t 
4. 递 推 基 系 
M xxl 时 ,由 了 (zy=eosm 很 容易 推出 下 列 递 推 关系 
T, iC x) — 2xT Cx) € T, (x) 20, (4-33) 


(1— x2) T. Cx) = 3[T, -1(x) -T ax] n[T4 16 - xT, (x)]. (4-34) 


H cosl n. 8 + cost n — 1) 8 = 2eosOcosn? , M VÀ T PA, E RR EEA, OSEE RE x 
fe Eur. 


; On «D. (4-32) 


4.4 合流 超 几 何 图 数 


4.4.1 合流 超 几 何 函 数 的 定义 
在 超 几 何方 程 
201- 9 和 +[y - (a+ Be 0:18 7 By =0 


中 ,把 z 换 成 二 ,然后 除 以 5 ,得 
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d£ d 
(1-4) roo] d.a Ey = 0， 
这 方程 的 奇 点 是 六, 省 , 呈 , 且 都 是 正则 奇 点 . 现 令 5= 有 一 oo ,得 
SY. 0 (4-35) 


这 新 方程 只 有 两 个 奇 点 , 即 9 和 mw ;前 者 仍 是 正则 奇 点 ,后 者 是 原来 两 正则 奇 点 b 
( = 中 和 2 的 合流 ,从 而 成 为 非 正 虽 奇 点 .方程 (4-35) 称 为 合流 超 几 何方 程 ,或 库 软 
iR (Kummer) 7; f. 
JG 35 EIE BIA; A z=0 Abg dE PE 
pke- 1) * Yo 70, 
其 根 为 p=0 和 1- 7, 当 ]- z= 整数 时 ,用 级 数 解法 得 方程 (4-35) 的 两 个 钱 性 无 关 
解 
yi= F(a, yox), voz Fle- y c1,2- ,2), 
其 中 
Fay. a D AOA Ou dh) (4-36) 
称 为 合流 超 几 何 函 数 ， 又 称 为 库 黑 尔 函数 ， F(a,y,228 53 2 ViCas Y sz). 
m ER A WILEB Ufa RS Fa, y, c) EEA E RE VOR EID EUL IT ISTE Fe, 8. y, 


z)} 中 的 = : 换 成 8， 然后 令 B- ee 而 得 到 .利用 这 一 形式 的 极限 过 程 ,可 以 欠 有 关 超 
几何 冰 数 的 许多 公式 时 出 相应 的 合流 超 几 何 函 数 公式 . 

4.4.2  & 3X JU T A c8 RS 

1. MELA AAT ERRAN 

无 论 是 从 油分 方程 的 理论 还 是 从 级 数 表 达 式 14-36) 本 身 都 容易 得 知 F(a ,y， 
ike zx 平面 上 的 单 值 解析 稍 数 .对 干 固定 的 z 和 xY(yY 关 0, -1 ,ECay y, z) 


F a 的 整 函 数 .除去 y 为 零 或 负 整 数 ,Fla,y,z) 也 是 y ARTAR. ET y=- 
(m=0,1,…) 则 是 一 阶 极点 ,因为 {4- 乱 ) 式 可 写 为 


_ roy) Pie + n) 
Fay) = i+ 232 TOY + n) (4-37) 


Y=- m 是 了 (Y) 的 一 阶 极点 ,除去 因 于 屿 从 ,级 数 在 Y= ~ m 时 等 于 


à -二 jw， 而 这 级 数 是 收 化 的 . 综 上 , 蛤 基 的 于 是 ,7,z i ER 


o2 BERGEMS 
由 于 


e Fla. y,z) = » up > n? 
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7 eS, Cu "m 
- 240 "2. iR (n 一 D! CY» 
Fa), a , 
= 2, "IE {oz « FKiy-a,y.- az). 
因此 得 到 库 默 尔 变 换 公 式 
F(ía.y,z)-eF(y-a.y,.-z). (4-38) 
3. 积分 表达 式 
库 默 尔 方 程 (4-35} 的 积分 解 是 
ylz) = A| eena - orar, (4-39) 


其 中 4 是 任意 常数 ,积分 路 线 C 的 选取 应 满足 leae(1- "ie = 0. 只 要 选择 党 
f 4= MOPY S) ,选取 c 为 从 0 到 1 的 直线 段 ,(4-39) 式 的 有 边 就 等 子 Fa, 
y,2). 因 此 F(a,y,z) 的 积分 表达 式 是 

FUa,y,z) = Ras ema td, (4-49) 


其 中 Rely) > Rele) » 0. argi = agil- £) =0. 
把 (4-40) 式 中 的 上 换 成 1- 6680) FU AO 


Nye —l. fmpgü-8-6(] ] [ili 


Fear) ROY a) (4-41) 
(Rely) > Rela) > O,argt = argf1 一 1) = 0). 
此 外 ,与 (4-8) 式 村 对 应 , Gr JLA ES Aue n] AACE ARRA : 
、 _ [OD Lf =” TG on ; 
Fay = IX a) 2xi Uy s) (- 2)'ds 
(4-42) 


(a #0, -1l;, 一 Larg(- :) I « 3) 


PORRER a + s) 的 极点 在 积分 踏 线 的 左边 ,1 - s) 的 极点 在 其 右边 . 
4. 分 次 函数 间 的 关系 
设 l,m 是 任意 整数 , 则 Fiati, y+ moz) PROS Fie. yr DAIR eR EX EJL 
fe] ES 3 — FE ,在 任意 ARKAN FL LESE, 之 间 存 在 关系 式 


AFi + AF € Aio = 0, (4-43) 
其 中 Á| VIT 是 2 BTE PR ERA 
5. 递 推 关 系 
用 合流 超 几何 函数 的 积分 表示 可 以 导出 下 列 两 个 递 排头 系 : 
(y- DF(y- D- aF(a «D (y-a- DF - 0, (4-44) 
yF- Fiy + D - yF(a - 1) = 0, (4-45) 


其 中 下 代表 Fa, y i)iF(o +1), Fiy € DIE FCo, y, 2 的 + 个 紧邻 的 简写 符号 LED 
F(coxl)-F(íasl,y,z), 
F(yxtl)-F(a.Y &1.z). 
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F 和 它 的 4 个 紧邻 之 间 的 { 2) =6 个 关系 式 都 可 从 以 两 个 基本 递 椎 关系 式 
时 出， 
此 外 ,还 有 一 个 与 超 几 和 何 渗 数 相仿 的 递 推 公式 


S FG y uz) - TII + m+ m,.z). (4-46) 


6. 渐 近 展开 

由 于 Fa, y, 22 REESE YE AP bu eRBT Ho T az HEHA BR 
E, ox E PC RC yi o E] FAR c ETE , BT 

N 
nen ss ot rien 
Clarg( 3) | &x - 8,0 20). (4-47) 

dial iyi] 23 o , f 1 y — o Uf PE, MAAE RR ER s (4-38) RT El 

从 人 4- 季 ) 趟 中 把 o 换 成 7- o, AE -a PESE E 人 ,可 得 到 这 时 的 亲近 展开 式 . 


4.5 BRA 


4.5.] d É&q PHASE 


二 阶 线性 微分 方程 
zy" &(pel-z)y e ny - 0 (n2 0,1.2,77) (4-48) 
称 为 拉 盖 尔 (Laguerre) 方 程 , 它 是 库 默 尔 方 程 当 参数 a = — 时 的 特殊 情况 , 故 它 有 
一 个 多 项 式 解 :F( - n.n dz). P n REMA 


ui) = DE nyt 1,2) (4-49) 


为 广 兴 拉 藉 尔 多 项 式 . 其 中 上 是 不 等 于 负 整 数 的 任意 实数 明 复 数 ,LA 3 的 特殊 情 
E Iii) = LIz) 称 为 拉 盖 尔 和 多 项 式 ， 


4.5.2 拉 盖 尔 多 项 式 的 性 质 


1. 积分 表示 
根据 定义 式 (4-49) 及 合流 超 几何 冰 数 的 积分 表示 ,可 得 拉 盖 尔 多 项 式 LC) 
的 积分 表达 式 
LE( z) = GY ed — t+ 

(r2 1 在 围 道 外 ,1arg(1- O0). (4-50) 
2. 微 商 类 示 
在 (450) 式 中 令 := 1-48 

1 (o Y} eV) 


L W.B li. ELM 
Le{ z) = ez 3 lo Qu 


dv, (4-51) 


4 LÍ eS We ee vL ABL o t * 423 : 
TIO ez L Ghent). (4-52) 


ži u= mOESEBOBE, (4-50) 35 BT ES y 
L7(z) - {— 1)7 TU açi - p)otn omg, 


wi dz" 
4 Izl- 十 ar 
a a d" e (nad e "p?** 
(- D^ ap xi (v = prd” 
利 由 (4-510 式 , 令 其 中 的 jy =0, 并 把 n PRU m + n, BIE L O RARR 
m — 四 d" 
L = (- 1) CE (4-53) 


3. Bi 
将 14- 和 0) 式 改 等 成 
-| 


(04 7 P 


g- = 使 积分 中 只 有 v HEREA n, 44 


| fee 


于 是 有 
expl - zt ) a 
"- NE - 24 GOn (Isle D, (4-54) 
EXAGXDEPRHRSSTÉEEEON M D MEAM. 
4. BERA 


把 (4-54) 式 两 边 对 1 求 微 商 ,身上 上 {1-1)?., 再 用 (4-54) 式 展开 左边 ,并 比较 两 
边 ?的 系数 ,得 
int Li + iz- -2 - DUE e Co e n)IZ 20 (n zm D. (4-55) 
A, A 


du 0 (xU. (4-56) 
一 般 地 有 
d IR) -(- DL) Gros n). (4-57) 


T] FIER vb EXE 38 (4-55), (4-56) RR nT SB. FP 91 E dE UX 
(n DOZ, V + zon -nt DIZ, a (p 2n 2-7 z202 20 (nz0), 
(4-58) 
>) = ng (p t n)UZ i (nz). (4-59) 
在 (4-54) 式 中 把 e BR, ee E EL c, SUR dU UI BEEF CA- 54) S JF , 3E HE 
较 两 边 的 系数 得 
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LCa) = L>! z) - De*l(z). (4-60) 
5. 正 变 归 一 性 
两 个 广 闵 拉 盖 尔 儿 项 栋 腾 积 移 积分 公式 是 


[E AeL de = C- DTO + D» i-o mngei. 


(4-61) 
其 中 RelA) > - 1, ELEUETR AT TE T PUDE, 
MA-2ucoBLQHEI S DrusR deIh iE 3H — EA 
[eeu GM = Go DÈ” $") amn 
LU "n 
RE + + 1 ， (4-62) 


51 
其 中 和 人 

m-n). 
利用 (4-61) (4-62) 3 RT 48 SL PI REJT 5, 


tele) = PaL). (4-63) 
r = 性 


其 中 系数 
al 一 【 Irt nts- rnis tyto] x 


int+ts+rn+p-r+l) 
飞人 从 


其 中 * 是 任意 非 负 整 数 ,p 是 任意 的 实数 或 复数 . 
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7.4 Z 变换 存在 定理 


BUE een 
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CES "LEGES EX EJ 
LESSE ICI: 
LE SES E E 


*TrbtTRATAG 


Z CWRS oe 


中 


RAàkbdRidd 


CEE EE 


(481) 
(481) 
(482) 
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(487) 
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UU (495) 
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(504) 
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vv (523) 


(520) 
(521) 


(523) 
(524) 


T (525) 


s 高 


变换 ,形象 邮 说 是 -一 种 对 应 . 它 把 一 事物 按照 某 种 规 很 生男 -事物 对 应 起 来 ， 
数学 中 有 许 儿 变换 .例如 , 消 数 就 是 一 -种 变 措 , 它 把 日 变 广 二 变换 为 因 变 域 y; 线 性 
代数 中 的 线性 变换 也 是 -种 变换 , 它 把 列 向 量 x = (x ,x ,6) 变换 为 到 回放 y 
Syp yr ya) .积分 变换 与 级 数 变 换 是 通过 积分 运 秆 得 级 数 运算 ,把 -个 户 数 
JOOSKTESILAGOTE3 0] — P ERR Fts) 或 序列 和) 构成 “一 -对 应 .积分 变换 
级 数 变 换 的 意义 ,一 - 般 而 言 ,是 招 时 域 : 中 关于 (的 求解 辣 题 ,通过 积分 变换 成 
级 数 变换 ,转化 为 频 域 ; 中 关于 F(s) 的 求解 问题 ,而 后 省 信和 住 简便 得 多 .在 频 域 s 
中 求 出 FC s) 后 ,可 通过 反 变 换 来 得 到 潭 来 所 要 求 的 解 . 

积分 变换 与 级 数 变 换 , 在 现代 科技 与 工程 技术 中 有 阁 广 活 的 应 用 . 它 涉足 于 线 
性 系统 .控制 理论 .振动 .天 线 .光学 .热学 .流体 力学 .和 量 了 上 物理. 原 于 与 原子 核 物 
理 ,. 随 机 过 程 和 概 窑 论 等 领域 . 


1 基本 概念 


1.1 积分 变换 


积分 变换 就 是 将 原 函 数 太 *) 素 以 某 种 二 元 函数 Ks ,x) 后 ,由 对 x 积分 ,变换 
为 另 一 个 函数 F(3) ,一般 程序 ,可 用 符号 表示 如 下 : 


TULGO] = | AKC, edx = FC). 


其 中 a,b EAR o Kis, x) RE s Rr HEARR, GABER; a) 
REL f; F ORBARA. 如 果 积 分 限 a,5 都 是 有 限 数 , 则 称 F(s) 是 f(x) 的 有 限 
积分 变换 . 显然 TRR Ke, x) 或 不 厨 的 积分 域 是 不 症 的 变换 ,常见 的 积分 变 
HE: 
|^ 傅 里 叶 ( Fourer) 变 换 ( 简 称 傅 氏 变 换 》 
Fís) = [ Aerieds, 
其 中 Kis,xr)=e-*,i=w -1. 
r prae du HE ( Laplace) E468 (BIER DL EC ERO 
Fís) = E fixe * dx, 


其 中 KOs,x)-e *. 
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3 (B BE IE SÉ TERR 
F(s) = | fGnsinG onde, 


其 中 K(s,x) = sin( sx). 
和 de gn AE dep 


Fils) = FTA aeol sejd, 


其 中 Kis, x) = cos( sx). 
5» 梅林 {Mellin) 变换 


F(s) = [T Ras, 


其 中 KGo.x)- t, 
6 X FER Hankel) 4E45 


Fí(s) = [ros Gods, 


其 中 Kis.) = aj Cox) ,而 机 (wm 是 第 一 类 n. Bp BUSEZR i TA 
T iht (Legendre) €p 


Fn) = | P, GOfGOds, 
Mot Pia) = Pu(s),Ps(z) 是 “次 勒 让 德 多 项 式 ,n WEER. 


1.2 级 数 变 换 


级 数 变换 是 将 床 果 数 序列 1IK n) F On RARA. AAR K, n), BEDS 
n OEC A S — TEREI FU). 一 般 程 序 可 表示 如 下 : 


FLAn)] = > (ok n) = F(k), 


其 中 N 是 某 个 正 整 数 或 + * .常见 的 级 数 变 换 有 离散 傅 电 省 变换 和 Zo 变换 . 
l Be fcf EHAE i 


Fik) = y» nje-( S) nk 


其 中 KG) 2e 4 X, 
zum 


FZ) = ÙK)", 
nre 
其 中 Kit2Z,n)= Z^". 


本 篇 将 逐一 介绍 以 上 各 种 变换 及 其 性 质 和 主要 应 用 
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2 傅 里 时 变换 


2.1 MEHAK TH 


2.1.1 RETAK 
-AA T HAMKAREE O CFAR p ÆR FUOD BEL BB |RSO HET 
|- 六 ,地 ] 上 满足 狄 利克 需 (Dirichlet) 条 件 , 则 六 (可 以 展开 成 博 里 叶 争 数 ,并 在 
AORERE b UR 
f = E + Sla cosl mer) + b sinl mot ) ja (2-1) 
在 间断 点 处 ,有 U 


Gy 
2 


f- 0) + Nr+o) 


+ S "[a,cos( not) + b,sin( not)] = 


其 中 
工 
ao = zp at, 
EE 


T 
2 j2 
aE 元 ( t)cos( mot )dt, 
a T ph 


I 
b = F sint not jdt, 


这 里 ,7 为 周期 ,w= 7 -2xf,w 称 为 基 波 角 频 率 ， RISE GENS EE T I A 
E. 

2.1.2 和 情 里 叶 级 数 的 其 他 表示 形式 

D) EG 
Ei + Da cos( mot — en). 


2) 


FG = 
(2) 正弦 表示 式 
f) = ST Csin nob + Pa). 
(3) 复 系数 的 指数 表示 式 
f = 2 Den, 
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其 中 系数 
D, = stem (n 20,$1, 22,7) (2-2) 
博 里 叶 级 数 诸 表示 式 中 各 系数 间 的 关系 如 下 : 
C, - ai M, pa = arotan =E , 
a, = Geop, = D, € D , = Csing,, 
5, = C,sing, = (D, — D...) x C,cosd,, 


b, [A 
anga = ， and, = y, (n=l), 
D, = Can- ibn) (nz), 
D., 2 (2, tiba) (nz), 


C = ab BL ADD, (nzl). 
2.1.3. 傅 里 叶 级 数 变 接 
在 情 里 叶 级 数 的 指数 形式 中 , 若 记 系数 D A Fi no) WA 


h(t) = 5 F( n )e^*, (2-3) 
而 (nw) if D (2-4) 
F = n mm 2-4 

mw T FL fje 


(2-3):& 5 2- A)GC FE FB 8] pr i69. CERAM A60 58. F w) m IRIBS AE. BR 
(2-4) 式 所 定义 的 Fino A FC) mHBE BHAR E, TU FR (3) 35 D EB t R 
TRIS EAUX NORS FRE np RER 


2.2 ppm den 


2.2.1 傅 黑 时 积分 


在 生产 实践 和 科学 实验 中 ,所 过 到 的 信号 ,有 时 是 非 同 其 性 的 .对 于 非 周 期 性 
信号 ,可 以 把 它 当做 周期 了 趋 于 无 穷 大 的 周期 性 信号 的 极限 来 处 理 .这 样 , 从 傅 里 
叶 级 数 表 示 式 中 可 导出 情 里 时 积分 . 

1. 博 里 叶 积分 的 复数 形式 

Ub f( 1) 为 定义 在 全 t 轴 上 的 非 周 期 函数 ,在 任意 有 限 区 间 [ - ŽE] EME 
AER, BDA, AORTAE TF : 

KD = dmfG) = lim 2, Fw), 


2 情 里 时 变换 * 43l > 


其 中 F( no) = ifi jf Denm 
du PE EPEPENER PEL SE: 了 一 加 时 ,有 aco 一 0, 于 是 有 


fi = ]im ES pe mde] un 
Bx PU gue X, EX» 


KG) = zz 二 | UT fire dr | edo 


- i ae] Loma (2-5) 


(2-5) 式 右边 就 是 非 周期 函数 fj) 的 传 里 叶 积 分 公式 (复数 形式 ) EC O0 
在 什么 条 件 下 订 用 傅 里 叶 积 分 公式 表达 , 则 有 下 面 的 存在 定理 . 

2. 情 星 叶 积 分 存在 定理 

ERARA OEO- w, + %m) 上 满足 犹 利 克 雷 条 件 , 且 各 分 


| LG 1 di 
KROER ADEL- œ, + %w) 上 第 对 收 钱 ), 则 有 


"E f) (在 连续 点 上 处 )， 
xj do fiéc)e dr = | ft 4 0) + f- 0) 
d -7 2 (在 间断 点 上 处 )， 


3. 情 里 时 积分 的 三 角形 式 
利用 欧 拉 公式 ,把 (2-5) 式 中 的 eo - ?的 实 部 与 开 部 分 开 , 根 据 复数 相 等 必 有 
实 部 与 虚 部 分 别 相 等 的 原理 ,可 得 


| 549] 7 feine: - r)dr = Ü. (2.6) 
fKu0- | a [ 7 Reo - r)dr. (2-7) 

因为 (2-7} 式 中 的 被 积 函 数 关 于 o HAAN , 故 它 可 以 写成 
Ko0- Lj ae [ 7 Oeo - eMe, (2-8) 


上 式 右边 的 积分 称 为 f(1} 的 傅 里 时 积分 的 三 角形 式 ,因为 
cose (t r) 2 cos wt )cos( ur) + sinCet Jsint eur ), 


&r(2-8)xX X upT'& X9 
fé) = NÜCOTO + bw)sin( wi) | dw, (2.9) 
其 中 
alw) = L [77 & cyeosCor)de 
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bo) = 二 | fr)sin(wr)der, 
它们 与 博 里 叶 级 熬 极 为 相信， 
(OD REREH AA) DABIS H 
biw) 20, alw) = 2 [7 Ke)eos(or)dr， 


Jt) = 2 [7 cosCoD dol" Fr)eoster)dr， (2-10) 
LE BHRA ERA FO 的 博 里 叶 余 弦 积 分 . 
(2) 情 里 叶 正 弦 积 分 FAD DERE, T 
awl 20, blw) = 全 | ponsin wr )dr, 


JD = D. [7 inlade fCr)sint adr. (2-11) 


上 式 右边 的 积分 称 为 所 2) 的 储 星 叶 正 纺 积 分 . 
4. 单 边 议 数 的 傅 里 叶 余 芯 积分 与 傅 里 时 正弦 积分 
Ti fCORE XECO, + 四 e) 上 (这 种 函数 简称 为 单 边 函数 ,如 同 傅 里 叶 级 数 展 开 
- 样 ,可 以 把 它 延 拓 到 区 间 { — % ,0) 上 ,成 为 { - m ,+ 9? 上 的 偶 函 数 或 奇 函 数 .这 
祥 ,对 于 只 定义 在 4t0, +w) EAER FCOO BETA BEI EAR GELS , tr íT EX 
用 情 里 叶 正 弦 积 分 表示 ,它们 依次 是 


(D M0) 20. ale) = 全 | fr)oos wr)de, 


fé) = 二 | woot) dw) Gr eosl we)dr (C > 0). 
(D) alw) 20, bu) = 二 | fcosinGude, 


Kao) = 2 [^ sinodul “Kar)sinterjdr (t > 0). 
-M 
例 1 RaDio CZO 的 傅 里 叶 积分 表示 式 ， 
M alwe LJ hes wt) dt - rhy 


biw) = 二 | erint on) = l 3 "1 


w + 


故 


hlt) = E c - gal eos t) + wsinl ax? ]do, 


"M 1=0 时 ,上 式 右边 应 为 


hh-0) 1 
2 02^ 


2 lgigmn ag ^ 433 ， 


2.2.2 人 情 里 时 积分 变换 


侠 里 叶 积分 变换 简称 排 里 叶 变 换 . 
1. 情 里 叶 变 换 的 定 尽 
Te f8 B n] ER 0933 UE SS (2-5) 3X B9 Z5 8 V rp ERU ES c iOS cL Hit 


FG) = | foem, (2-12) 
则 
l +% joa 
AD = 二 | Fondo. (2-13) 
出 (2-12) 式 所 确定 的 函数 F(w), 称 为 COUR BRE UR A) 3E SCR ERO M 
iud. z LAG | 
FURO] = FG) = | &0ear. 
并 称 (2-13) 式 为 三 里 叶 变换 的 反 注 公式 , 且 CORE Fio AIH E Be ejr (uy (9 
BREAD Lib. [rou]. Bp 
FG] - 二 | Fwd. 
EA [- 18 E EAE n n5 dc TOP TEE SE. 
82 o os T Ct s Us aan E. 


Ó ilzl>l) 
M HEX 
+5 ， | . l _ 1 
Fit) = F Fite "di = N e "dr. wt 
= le" -e ^). inw 


2. 博 里 时 变换 的 其 他 形式 
因 使 用 者 的 要 状 不 同 , 在 不 同 场 台 , 傅 星 时 变换 有 不 辣 的 表示 形式 ,如 ， 
类 型 I: 


Hla) = l[' ace var, 
"m MET 
类 型 用， 


A |+” - jant 
E(m) = Az| ewe di, 
L [** iet 
e = -i Elwe dw. 
类 型 用 ; 
Gf) = | etoe?tar, 
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gi) = | ecoertr. 
(2-12) 与 (2-13) 式 及 类 型 ,类 型 和 可 以 写成 如 下 统一 此 式 : 
R(w) = "MEOS 


r(1) = aj] 7 Ge do. 
显然 ,这 里 要 求 ios = 小 ,但 使 用 者 在 不 同 场合 ,将 aa 进行 了 不 同 的 分 离 .但 对 


于 类 型 于 ,由 于 其 积分 对 /了 进行 ,故此 时 比例 系数 元 就 不 再 出 现 .本 篇 的 传 里 时 变 
换 采用 典型 形式 ， 

3. 傅 里 叶 余 弦 变 换 

在 {2-10) 式 中 , 记 


Fiw) = | &oestoodt, (2-14) 


Ko- 2- [7 rGoyeesCorYdo. (2-15) 


rH Q-14) 5 BrzE SZ B9 PRÉC Fe) KAAR FL) HB DE SESER m (2-15) RP 
为 余 蓝 变换 的 反 演 公 式 . 

#4. 情 里 叶 正 弦 变 摘 

在 (2-11) 式 中 , 记 


F(o) = | “At)sin( wt) dt, (2-16) 


Lom 2 [7 Fe)sin( or) do. (2-17) 


由 (2-16) 式 所 确定 的 函数 PC EROS PRA. FCOO BTE EB PEE SE SERE Lili (2-17 ) XR 
为 傅 里 叶 正 弦 变 换 的 反 演 公式 ， 
H3 BAe b» 0,rm0) AR FG tnb dese 6855 BE EH HE IE 9 
变换 ， 
SN ”余弦 变换 
Fo) = | e`" cosl wt )dt 一 


b 
a^. bU 
正弦 变换 
FG) = | ersin(w)de = s. 
注 : 若 Fi) 为 定 文 站 (0, + o) EE p RT ES EE SE Fh Ar TE SER. Bb m m. 
( — œ, + c») E. IHR ER cog BUR LIE BERT 48. 沁 提 的 余弦 变换 或 正 绽 变换 .但 变 域 
TE(O, + xA. 
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2 WEE 


2.3 G6 HR HEB ape 


2.3.1. S dH AE SUE OUR E ACO' (x) 


8 p om AE SU 3 PER. 
(1) 由 德 形 脉冲 函数 序列 的 极限 定义 3 RR. 


HERRIARI A RE 2-1) 


8,0) = 
ü (11932. E 


HO ACi COR ST alde = 1. 

eS T PERDERE RO ERES COR 
数 序列 并 不 是 叭 - -的 .例如 ,下 列 函 数 序列 的 每 

一 个 都 可 以 作为 Dlt): E 2-1 

(1)= fe) Te 

Doy 


SLL) = glt, e) = e 
I r 
È 


PD 


— eltl { -的 二 人 十 的 ， 


《一 有 六 上 


I i 
dob fT (Citize,e»0), 
jos i © (lel>e,e>0). 
等 等 ,图 形 分 别 见 图 2-2~ 1 2-4. 


à) 


i 2-2 
(2) B FARETE 8 BN. 
ES tx0 时 ,8(0 20,8 ^ oco -SPPIEIE PU Wr 
IRHECR ES EÉDUEHES] HISP o, Ams RRETH 
0 Ct 44 0), re 
(x) = M e 20 H ls = l. 
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AR MK S fE:- v. 6 函数 表示 为 
0 (t s c), em 
Slt- r) = Ü soil OB NETS -di = 1. 
(3) 由 下 烈性 质 定 闵 5 函数 . 
[ec )a = f), 


其 中 fO OSEE TE 5=@ 的 某 邻 域内 连续 的 函数 .注意 上 趟 下 能 解释 为 “人 (与 
FÉOO BIET CST RKE- ©, + %m) 内 积分 得 出 孙 数 值 /C0)”. 而 是 表示 “任意 在 : 
=0 处 连续 的 男 数 1) ,在 1=0 处 的 函数 值 A{0) 可 由 广义 函数 811) 用 积分 


] CDJCDgqr = AO 来 规定 ". 即 3( 6) 是 作为 确定 函数 /(4) 的 一 个 函数 值 KO) 
的 一 种 数学 过 程 . 一般 可 表示 为 
MEC - Ofí di = fir). 


应 当 指 出 ,只 有 把 3 RREA SCORRUME, UCBOREE XC EBLLAE RU 
fin. 


2.3.2 3 函数 的 导数 
LRR g(4) 的 导数 g COSI SERE X 
[wpa s- | gf Cd, 


其 中 fj 是 在 :=0 Akie AA. 
由 此 知 8(D 的 导数 h FAH 


[ed = - £0, 
SCOR a 阶 导数 5 下 0) 由 下 式 纺 出 
V Ascona - C Def (0). 


2.3.3. 信函 数 的 性 质 


ê ARA rms: 
(1) BEE 
( - x) 2 6(x). 
(2) r(x) 具 奇 性 性 质 
öl- xr)=-8 (x). 
(3) 时 间 尺 度 变换 性 质 


aw- a) - risl- E), 
其 中 a,b MEEL, H b0. 25$ a - ORT A 


shi ei 


2 (imn pam 431 ， 


(50 = He). 


(4) & PRICE Hor or EK PRI Si C. BI 
u'(t- t9) 2 Ct ~ 19). 
特别 有 w(i) 2 6C 
(5) 线性 性 质 ” 对 任意 实数 ea, 才 及 复数 e,8 有 


JL tagt 8G - a) + BADEU - 8)]dt 
= af DEG - adi « p[ ^ gC - bar, 
(6) 分 段 性 质 Et et en erc titsma (k=l. deen) WA 
[^ etos - a)d: = WOLE - a)d: + 


[^ eos - ajdt + "+ MR ~ a)dt. 


rj nb X. n] fie H 
f. B pla) (t x gx I3) . 
Jietosa - adt = i (4 € f£; « a 3X o « t, «€ t6). 
(7) 卷 积 性 质 


MET - b- r)ó(r -adr = ĝt- b — a). 


(8) 乘 以 时 间 函 数 的 性 质 . 即 
plrôlt-a}= g(a)8(t- a), 
此 处 a 为 党 实数 , pt) 是 在 a REXEERBU EXE ERI. 
(9) VE GO. '(*) 在 区 间 [a,5] 上 除 有 有 腿 个 第 一 类 间断 点 外 ,都 是 连续 的 ， 
则 有 如 下 等 式 成 立 ; 


b b 
re ['yG03t _ £)dx = IKOLE _ e)dz. 


b 1 È 
» | f(08(80de = [| fG06G0ds. 


f? -f(0 (astgh), 
» roi Gy = n (o ela 1. 


2.3.4 dX 8 Wee EY xA 
(D fios éCOmftgap aix. 
Fiw) = Flir] = [lamera = e zl, 
8() = F7 FG] = 去 | 71 etd. 
并 由 此 可 知 
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| edw -2r8( 4), (2-18) 


Ax 8COm 1 LIS Hr] de BR XJ , 即 86r). 
(2) fCG1) S 8C1— EHE E Up E 


Flo) = Fêl - to)] = MEC - tg)e dt = e", 
it - tg) = SI [FO] 三 + eeeieda， 


故 Slt- to) P e7 "构成 捕 里 时 变换 对 , 即 
ó(t- io)< >e I. (2-19) 
(3) f(1) = ev jii rp RR EROR. 
Flw) = Sie] = [eve z NEL 


由 (2- 18}) 式 知 
Flw) =2rx6{ 一 四 = mål o — wo). 


iR em%! 和 2n6(w - wo) 构 成 情 里 叶 变 挽 对 , 即 
ey —2n8(w - up). (2-20) 
2.3.5 通 数 [wt1)] 
(D [p(t)] 的 定义 为 
lgie] -f 


(2) 8[ oO] 的 表示 式 
如 果 e(0 =0 RAPA nS 1,2, ), m 


KR 1,2,: 
s[e(D]= [o (tob t e), 


十 的 (t-uü,k2lh2,-). 
E e GOTFIEB, v Cn) 0, HI 


0 (plr) 90), 
+% (g(1)20). 


(t — n) 
slp] = 2, | "ZEE 
例如 [ar] = 2U) 


lal’ 
这 与 8 函数 的 性 质 (3) 一 至 ,此 外 有 
lÊ- a] = S(t a) + ôU- a). [e] = le) 


2]:1 EN 
某 些 函 数 的 博 里 叶 变 换 举 例如 下 ， 
例 4 N= »8- aT) ,这 是 一 个 以 为 周期 的 周期 性 8 Bc EAE C ALES 
2.5), 它 可 以 表示 成 傅 里 叶 级 数 ; 


2 人 情 里 叶 变换 ，439 ， 


fux > Det, 


k---m 


T a 
D, = lh. ` lt - nT)e ede 
dI — 
1 (3 | 
a. -akes — — - r.. 
= eo des È (k=0, +1, 62,7), 
EP w = 每, 故 


FUO) = FG) = TE M Bo - ko), 
k--u- 
如 图 2-6 Fr. 


nan 
1 


-AT-2T-T |0 T 2T 3T : 


图 2-5 
2.4 ”周期 信号 和 非 周期 信号 的 频谱 


2.4.1 周期 信号 的 频谱 
周期 信号 0) 可 用 情 里 叶 级 数 表 示 为 
A = E * D> Csin not t4), 9 — ar = nf, 


其 中 各 次 谐 波 的 振幅 C, MHH gp 分 别 表示 为 
C, =y ah. b 2 F(ns)12 21 D, d, 


1 
ns t )cos( rot )dt 


d = amtan," = (n ml. 


n 


Fi 
上 pA osin not) 


称 F( no) 为 周期 信号 AO) EWES. PK FO) | 为 CO 的 振幅 频谱 或 简称 频 
WAF mo 只 能 取 离 散 值 ,因而 频谱 | F( nw) | 的 图 形 相 全 连续 曲线 . 故 称 高 散 频 
WE. yt nw) 即 y, 称 为 相 角 频谱 . 
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2.4.2 离散 频谱 的 性 质 
(D A F(no) = Fi- me), 故 频谱 图 关于 直线 mw = O 对 称 . 


(2) A | im) 1x z.l -2 2) 


17 G) AIR, | FG) 1 (因而 6, 2 MOI 
(3) 相 角 频谱 pino) 是 o HAAR. A 
dm) =- p- nu. 


2.4.3 ” 非 周 斯 信号 的 频谱 
B GO 是 非 周 期 性 信号 ,在 (4) 满足 健 里 叶 积 分 定理 的 条 件 下 ,有 有 
fios L[' FG edo. 


a. ax 当 


其 中 Flw) = | 全 moDered 

称 为 fO 的 频谱 函数 . | FCw) 1 称 为 f(1) 的 振幅 频谱 或 简称 为 频谱 , 因 w 是 连续 
变量 ,此 时 的 频谱 图 形 , 一 般 是 连续 曲线 , 故 称 为 连续 频谱 . f(t} 是 -ww 到 整个 
频带 内 无 限 多 个 具有 无 限 小 幅度 Fejde 的 谐 疲 的 总 和 .因为 


Flw) = [^ 0ea - [7x t)cos( et) dt — MEOS 


& 0 a FG ea [[ Oeo] e [[ rosis]. 20 


| AO sin odi 
相 骨 频谱 . plow) = artan =- (2-22) 
" for) eor) dt. 
m (2-21) X, (2-22) 式 知 , 非 周 期 信号 的 频谱 有 如 下 性 质 : 
I? 0 FG) | Æ o HRA, BPI FC) 1-2 1 所- 92 I. 
2 (o) È «o ATAR, B pi- 0) = - phaw). 
FI Fie) BB o SUCKS I FG) | 


BS 求 周 期 fi 时 ( 见 图 2-7) 


解 FG mo) = ifi fite gi 
2E 


H 


1 T 
i Ee 4g, 


2E . mor | E . nnr 


rol 2 "aU T (r æ 0), 


li 
Ei 
5 


FU) = -= Edt = EF. 


若 取 EPEN LIII 
Fi nw) = p E gj (n z 0), 
F(Q) = £. 


Ft no) 的 部 分 离散 值 如 表 2-1 所 示 , | Fw) ! agp Sp 2-8 所 示 . 


0 w 2w 3o de Sw 60 Tw Bw 9» lde llo llw no 
Fg 2-8 
在 图 2-8 中 用 直线 条 构成 的 图 形 就 是 信号 CO 的 壬 谱 图 ， ETRAS 会 出 信和 号 的 各 
次 谐 波 振幅 随 频 率 变化 的 分 布 情况 .由 图 可 以 看 出 ,在 3 = 3 条 = ?nj/ T Ln 


Ab EROS o KORR SICER h, MIENAS e CADAT AOI 
谱 带 宽度 .因此 波 宽 为 + Ir OB HR OUR S77 


$46 求 非 周期 信号 ( 见 图 2-9) 


l (ts l), 、 
f) = lo (1 11> p 的 频谱 


ram: AOM PUDERGSEEMR 0 


-ån -3n -207 -T7 Ü T Mr 34r ám ur 


E] 2-9 图 2-19 
W FG) =- | Roe = | i- etde 2309 RADARE- 10 8. 


2.5 情 里 叶 变 杭 的 性 质 
假设 被 变换 的 函数 f(t) 或 其 导数 在 相应 场合 下 满足 情 里 叶 积 分 存在 的 条 件 ， 
则 并 外 的 答 里 叶 变 换 具 有 以 下 性 村 ， 
2.5.1 线性 性 质 
Bab AMLA, H FLAO = Fil FLAD] s FG), Wl 
lof + = FA] + b [RG)) = aF w) + bFf). 
AE AEDES AET ACER AEI 
2.5.2 对 称 性 质 
A w€LprD])s Fie) WA 
Sr [ FG)» 222 - 9. 


; l {ltlel), - _ 2sinar - 
$7 ERO asp eREUGOIS Fle) = Pb a 


0, Hx F(0) = lim 25) gg gr |]. 
Eo 由 对 称 性 质 ,有 
g [2t] -2xf(-w)z2mxf(e) (EA AORAR), 
再 由 线性 性 质 , 有 


x (lælsgl), 


? [|= wy) = (1w1 » 0). 


2.5.3 相似 性 质 
说 .多 [RS]= FO. B. 5 0, BERT 


2 ign dM * 443 ， 


2.5.4 位 物性 质 
ü& .*[f(0]2 Fie) AE 
F{f(trito)) =e [f=e: |). 

ERR: FOE WEDA FE o AFA POOR) rur ed. Fu kA 
子 e Mofi OB à OS DE I SER SL WAT F EUNE eto, 

2.5.5 像 函 教 的 位 移 

若 到 [关口 ] = FG) Bl 

FIU FC t wg) l= eTA). 

它 表 明 :频谱 函数 沿 o 轴 正 向 位 移 os, JH 24 TARER E OR C A ORUA F 
e'o* LITE EA ACH w 轴 到 向 位 移 uoo, 相 当 于 对 AORE F e, 


PER JE Osisr) en : 
Pls 求 第 形 脉 串 函 数 A) = ig (其 他 ) 的 情 里 时 变换 ， 


解 em «(o «| (-15'93) oeny 
0 其 他 
Filo) = Eain, 
MORR AGE «8e 8. PER, T13 
FG) e Los ga -5 )] e wire) 


E E ain ir 

2.5.6 4 45 

I? I c) tt, 1) 一 0, 则 有 下 式 成 立 : 
FUO] = iezghpu o]. 

2 如 果 | fU) ide <+ m EF CO 存在 , 且 

IOUE iD] 2- i KD. 


E EHA PES ER ESSEUUE X 


推论 
ls #4 rpm om ELE CO 0 (& 2 0,1, 7. (n -1)), 则 下 式 成 立 ; 


APO) = Ges Df). 
p 如 果 | ^ reno idees oo I FG) ERG 
de FO al = C iC. 
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问 样 ,在 应 用 中 经 常 使 用 上 式 的 等 价 形式 
SIC] = FFY w). (2-23) 


2.5.7 积分 性 质 
若 当 :一 + wm 时 ,有 | foa 一 0, 则 有 下 式 成 立 ; 
su Aad = Leti. 


此 性 质 表明 , 求 积分 运算 产生 的 信号 g0) = | _/(4)di 的 频 湾 是 原 信号/(1) 的 频 
谱 与 iw 之 商 . 
AI 求 积分 - 微分 方程 


af '(6 + BAN + ef iod = rit) 


满足 条 件 | Adi = 0 的 解 ,其 中 a,b,c 是 常数 


解 FG) - SIG RGo) 2 S rG)] 29 I8 7g EPA ZLCBEIB PESE RENI 
用 给 定 的 条 件 , 得 


iwaF (mw) + bF(o) + EF(w) = ROG), 
解 上 述 代 数 方程 得 
Fla) s-z Re). 


— ihe 
对 Fio PAE E, ia 


ADP o) r | Re] = -if '|- -| 


2.5.8 SEd&GE E 5 A EE, EA 

(1) 乘积 定理 

i FG) = FULA), Flw) = FDL RIT LAG) Pit <+ œ, 
PTRO Pa < + o, MATERE: 


[AOA = ip Fi o) Fal ow de = 二 | Flw) Fal wide, 


(2) 帕 骞 瓦尔 (Parseval}) 等 式 


FUO = FO [7 (I Pde <+ m MIRRORS: 
PAO pa = E| Fo Pdo = 去 so)do 


2 情 里 叶 变 换 * 445 > 


{其 中 (Sf) = HFGO I?) 
此 等 式 称 为 帕 塞 瓦尔 等 式 ,又 称 为 能 量 积 分 . SC EE BE MC BE GS ACC ERU BERE 
AER) CREAR 大 总 的 能 量 分 布 规律 . 53(w) 是 o HARA. 

例 10 求 信 号 fit} = e sdfa> 作 的 能 量 谱 密度 ， 


, Ü , +% , 
M Fía)- | a = | ere dr + | ee qr 


-ry l N > 
= | ed 十 | {ot iM, - E I 
&k GO BU BERE EHE 
4 2 
S(m)z FG) sra 


2.6 ”着 积 与 相关 函数 


两 个 函数 的 卷 积 和 相关 函数 是 分 析 系 统 的 有 力 工具 . 

2.6.1 JA bum 

(1) 卷 积 的 定义 SACO. COE SUEESCBUS. F9 3c (8 98 OR N. 8 
NETT - zjdr 存在 , 则 称 它 为 fiU) 5 AORA i79 COO CODI 


AGO * GO) = J'^AGORG - eode. 


{2) 眷 积 的 运算 规则 
1* 交换 律 nOD ADT AeQ0 ORO). 
r ARE Aora AO])SDACXO * AGO * RAO). 
5B [AG €5KG0] AG) - AGD 8 ACO  RGO * ACD. 
pH da 为 常数 , 则 

a[fii o * ACGCO)sSIDaG C O9 S AGO S AGO * La6G ]. 


3 求 导 规则 FAOD A(OJI- GO IO» S AO) * FO. 


2.6.2 FER 
兵 里 叶 变换 的 一 个 重要 意义 是 ,把 原 空间 两 消 数 的 状 积 运算 转 比 为 像 空 间 中 
EXEAT SE $c 


EREE iR FIAD] = Fla), Flg] GGo) Ul 
IL fO) gll = Flw) Clw), 

2346 F(e)6G(e)]sfiD*g(D. 

P FIDEO 23: FG) * 60). 

推论 dX[LAGO]S FO (Ck2 1.2.… 0), M 
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17 S£ [ fo CI) * fat) » c * fL] = Filen Fn) Fla), 
2 9 FO) FG) FGGDl0S AO * ROO e GODS, 


P £AAGRG ROT c FG) * Fiw)*-:- * Fio. 
oin EFRA EA: 
_Je™ Gzm0,a20). 
Kos (1 «0); 


[e GmO,820.H Ba), 
«(lo (1 «0). 


SP 当 :*z0 时 ， 
JO eo [026 - 08 S (P 4 nee ne 
- P Q * edr + fere Pear + NE * Ode 
-a o 4 


: 1 
= | efe tP tdr = e P Leu), 
le e rz = 了 rj 


当 «<0 时 ， 
Dx g(t)= (| J STAD — r)dr 
= NC e Par ge «fo - dc je *Üdr = Ô. 
综合 以 上 两 种 情况 ,得 


1 - a 
—-—s3le?-e^"Jiz0), 
KO ato» [27 (£«0). 
£612 E KG) uCOsin Ges) BOR FTA) ]. 
解 ”由 郑 积 定理 有 
S LG) 9 S CuG)sinCuo] 9 zE9 (a) ] FEsin( ot)] 
ai Flut) 2 d- x80) 
F [sinCeg2) 1 = inl lw + wo) - 8C - ox] 
应 用 5 哺 数 的 卷 积 性 质 , 得 


sutoled | [E + rae] Gri + oo 7) ~ iG - e - e) de 
-l [etico +a — 7) - Stw— wg- t) ]dt + 


E ['* st» ag r) - OC — o- r)]dr 


M zu € S Bu wo) - 8Co - an)] 


1、 一 . 


2 iig uri * 447 > 


— ag 
2 


w? ~ w 
2.6.5 AKHA 
RAO )HBIT RESI SC BS CL MR 
J LAXORG + nd 
XAOS AORERE, iOS. Role). BK c 为 时 间 的 迟延 . 即 


Roir) = ] iscoRG + ride, 


+ [E(w + an) - Go wo) ]. 


g^ Ral} = [Tra + Oft. 

HAD SALO = 了 和 时 , 称 积分 

[oe + r)dt 
JI EC 六 中 的 自 相关 阔 数 {简称 相关 函数 ), 记 为 R), BI 
R(r) = non + rid’. 

BAXARAM A HKR AE, EIA i EE: 

1° Rar) = Rol- 7), 

2 R(- r) z Rír). 

2.6.4 WX AH 5 sb Eb uEISeX A 

(0 互 能 量 谱 密 度 的 定义 iinaioi-FOD.FL65(00]s FG), Fk 
Fio) Fi(o29 fi( 05 ACOBMPREBEBEIBEE IS. Bie Soo) Bp 

Spl) 2 Fw Pot w). 


TA, Sela A A P TEN. 
Sakwa) 2 Sylw) (2-24) 
(2) f RS B THOSE RC R{z) 和 能 量 谱 密 度 SCoDFJRE— P ILE TARDAR Xj ; 


Sim) = r Rirye "dr. 


Rír) = | Siw dw. 


只 要 在 乘积 定理 中 , 令 AG) =f) f) fI D, Bid F(e) - 9TIGP., 
再 利用 位 移 性 质 , 上 述 结论 便 可 得 到 证 实 . 

(DAH ,p(t) 的 互相 关 函 数 Rar S E dL] SHE EE ETIR. Sulo- 
R PERI: 


Reír) = Ł Splw)e dw, 
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Sao) = | Ra Cede. 


Eb3xB5* RBENTE,IBIEÉOI h THE ES RE ERE PERI (CER PE BRIT EA ub 
3E. 
例 13 求 能 量 信 和 号 
je? {0,8>0), 
f)» [o (t«0) 
BH XE eR CPU BE Bat REVUES RE 3E uE T 15 1- PLU PER 3 
解 ” 由 相关 函数 的 定义 ,有 


Ri) = MOE + r)dt. 
ip [ora + oa ,要 注意 到 
- BÉ rr (tmr. 


At+r]z= [e oan 


有 分 段 点 5= -而 不 口 有 分 段 点 5=0, 故 积分 要 分 rz0 和 <0 计 算 : 
当 r=0 f}, 


Rír}= [^ soy + dt = Po -flt +r)dt+ [iT ete Adda 
= ed - Y d 
" ee0Rmj, 
(AOA 4 vc)dt = IC -Qde + i e Pr ec PUn, 
-e E eut z^. 
综合 以 上 两 种 情形 ， 得 +) 的 相关 本 数 为 


MEN Bri 
因 FUON Fiia = Elw), 
故 OHER E ， 
Sla) =l Fle) = s "Xi 


Iz rl ,28 
dil io su Ple 97]- 525 uniti [75] 29 77 
= SCw). 因 而 R(T) 与 S(w) 构 成 一 个 傅 里 叶 变 换 对 . 


P + j 
2.7 很 里 叶 变换 在 求解 得 分 方程 中 的 应 用 
用 情 里 叶 变 接 求 解 常 微分 方程 ,其 优点 在 于 它 能 将 求解 常 微分 方程 转化 为 求 


2 MEMEH * 449 ， 


解 代 数 方程 ,其 步骤 如 下 ， 

I* 对 原 常 微分 方程 两 边 取 和 傅 里 时 变换 ,并 代 和 初始 条 件 { 车 已 答 定 ) ,使 之 变 
为 像 函 数 的 代数 方程 . 

2 求解 代数 方程 , 求 出 未 知 函数 CORR ERR. Fiw). 

3 对 像 阔 数 天 (w) 取 反 傅 里 叶 变 换 , 即 得 所 求 的 像 原 明 数 C1). 

ij 14. 图 2-11 所 示 的 系统 ,其 迷信 为 etC1)(1 宇 0) .假设 系统 的 初始 值 为 零 
(x(0) 2 0). 试 求 系统 的 输出 r) GRH LEO BEL AC = elt) 20). 

解 ” 联 系 系统 输 人 输出 的 微分 方程 
是 


RO (O + x(t) = elt), : 
初始 条 件 是 «(0) =0. "TENE | ENT 
l* 对 方程 两 边 取 传 里 时 变换 , 且 记 | cL 7 


-= 


[g(t) ] Xle) [|e(t)] 2 E(w), 得 o T 


RC ioX()] + X(o) = Elw). laaa i 
对 上 述 代数 方程 求解 ,得 


(lw) = 
P X] XCo) Bu IB n EIER L8 
x(r) 2 I |=. [ 


.1 
Li RO EO) 


rria] 


| x ,他 [有 Co 


TRG) 
l+ RC» 
z el — Au) * ett). 

Hi fd EB D-20543: t4 (2 7 PUES DC £x Rc 1 5 8 P EI e EE T3 EREE 
函数 的 偏 微分 方程 转化 为 求 像 函数 的 常 徽 分 方程 . 求 出 像 函 数 后 , 取 闭 变换 即 得 原 
方程 的 解 ， 

例 15 求解 下 列 振 动 问题 的 柯 西 (Cauchy) 问 题 ; 

uy = atu, (t»0,- o c x« c0), 
u( x, = plax), u(x,0) 20, H.E 
im ux, 1) = lim u(x,t) -0. 
解 ” 对 方程 中 的 各 式 关 于 “* APXIBSUB ETER CHE RHF EN Bit 
S[s(x,12]2 Ule, t), S [u(x,O]2.*lg(x)] 2 Co). 
由 情 里 叶 变换 性 质 得 


S uo D - da UC. D, 
U(Co,0) = (o), 
3 UCo 0) - 0. 

这 是 一 个 带 参数 o 的 常 微分 方程 的 柯 西 问题 ,其 解 是 
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UCo, t) = Diw cosl aet). 
对 上 式 取 博 里 叶 道 变换 . 便 得 厚 偏 微分 方程 的 定 解 问 题 的 解 为 
u(x, i) 2 F I [UCo,0 12. l Diabel aat]. 
因 为 Iw) ] = 9(x), 


3 [cosC ant] = ECSC + a) + Sla- aD], 
而 $7 [Go)coC at) = p(x) x ALAC ar) + (x — at)] 
= [7 Metas + at r) (x at - e) de 
-X eG at) * plx- at)], 


故 uls) e [p(t at) & ple- ar]. 


2.8 离散 铺 里 叶 变换 


计算 机 使 科技 计算 变 得 异常 快速 方便 .为 便于 上 机 计算 ,常常 要 对 连续 信和 号 进 
行 采 样 ,得 到 一 系列 离散 信号 .一 般 工程 或 科技 实践 中 ,采样 是 等 间隔 的 , 邑 = 
nT 了,T 是 各 相 邻 采样 时 间 之 间 的 时 间 间 隔 . 这 样 ,离散 时 间 信 号 ,一 般 可 用 一 个 序 
列 {Anjj 来 表示 .其 中 每 个 值 OD BOXEO 


2.8.1 序列 


下 面 是 一 些 常 风 序 列 及 其 运算 : 
(1) 双边 序列 ” 自 变 量 取 全 体 整数 的 序列 称 为 双边 序列 ,一 般 表示 为 
ndl {a=z0, żl, +2,1). 
(2) 单 边 序列 ” 自 变量 只 取 非 负 整 数 的 序列 称 鸭 单 边 序列 ,也 称 为 有 始 序 烈 . 
一 般 表示 为 
lfmn| (n20,1,2,77-). 
(3) 有 限 长 序列 ”车 序列 的 长 度 有 限 , 称 为 有 限 长 序列 .一 般 表示 为 
(nd. Meana N, MoM 为 两 整数 ). 
(4) 长 度 为 N 的 有 限 序列 一 个 长 度 为 六 的 有 限 序列 , 常 表示 为 
Anh OsraN-1, 为 正 整数 ). 
(5) 周期 性 序列 ”一 个 采样 时 间 间 隔 为 了 ,周期 为 NT 的 周期 性 康 列 fn)( 下 
标 p 表示 周期 ) 是 具有 如 下 周期 特征 的 序列 
fo 2f nerN) (OxnaN-1l,rocs,-2,— 1,0,1,2, 7). 
它 的 取 值 是 长 度 为 N 的 有 限 序 列 
G0]. (One N- 1) 
8335 f D CERE ELDER. 
(6) EEA NW 的 有 限 序列 与 周期 性 序列 的 关系 ”车 一 个 长 度 为 N BARF 
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列 放 nn 儿 以 后 简 记 和 | 为 太 n)) ,其 对 应 的 周期 性 序列 为 


JKn) = PLC + rN). 
BUT On) BHEBE SS NW, 因 此 不 同 的 + i, 对 应 的 f(a + rh) 的 各 项 值 ,相互 之 间 并 
LI JE 
nzmN*«n, (OÜscn,zN- 1), 
则 周期 性 序列 还 可 以 用 下 式 表 达 , 即 
m= y) fa) COxni N - 1), 
其 中 (mn) ERM n PERN 的 整数 们 后 , 留 下 的 小 于 N RR n. 
反之 ,给 定 一 个 周期 性 序列 fCn), 若 在 其 中 抽出 一 嘻 来 ,就 得 到 一 个 相应 的 
有 限 长 序列 (Cn), EN 
fn) (OxnaN-0U. 
fn) = f (其 他 n (8). 
C 序列 的 相 如 ”两 个 序列 相 如 定 习 为 两 个 序列 中 对 应 的 各 样本 值 的 相 加 . 
即 
x y2ix(n)4 y(Cn)l. 
(8) 序列 的 相 乘 ”两 个 序列 相 乘 定 广 为 两 个 序列 中 对 应 的 香 样 床 值 的 相 乘 . 
Bp 
x'yz x(n)* y GO]. 
(9) HARFI -EA a 乘 序列 定义 为 用 a ETT Si] nh i] 8$ — RE (GL. ED 
a'r- i arí n) | + 
(10) 序列 的 时 移 ” ”车 序列 y 是 序列 x HREF, HE EA mm, 则 序列 7 可 
由 下 式 表 达 : 
y(n)2x(n-nj) (n, 为 整数 ). 


2.8.2 离散 傅 里 叶 级 数 
一 个 周期 性 连续 信号 的 健 里 叶 级 数 表示 式 是 
ACO = DD) Den, 


Nri | 7n 
其 中 D, = Lp gede, w= o 


一 个 周期 性 离散 时 间 序 列 f aT) = 户 (a); 它 的 采样 时 间 间 隔 为 了， 周期 为 
AT. 即 具有 如 下 的 周期 性 特征 :六 (my = Cnt HN) AP One Nolte- TS 

,出 它 也 是 由 无 限 儿 个 谐 流 组 成 ,其 其 波 的 角 频 主 为 站 = 2 ,其 博 里 叶 级 数 
dust 


DROPS 
kz-u- 
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为 简写 上 式 , 令 罗 = e- 沉 ,得 


fo = SCA) WA, 
且 局 期 性 的 离散 时 间 序 列 对 应 周期 性 的 离散 频 详 序 烈 , 即 
fy n) 2 f n rN) = FLUE € mN). 
BERATARRA N RBM, BD. A7 .频谱 序列 的 间 期 是 WY dRLTE EX TRIS, 
Bp AD = 7. rum 都 是 有 理 整数 .而 0< nec - 1.0 反 下 过 让- 1 从 访 (m) 的 博 里 叶 


级 数 展开 式 来 看 , 它 包含 了 无 穷 多 根 谱 线 .但 由 于 频谱 序列 也 是 周期 性 的 ,实际 上 
能 反映 频谱 分 布 ,有 代表 性 的 谱 线 只 需 IN 根 : 即 
Fk) (OgkeN-1) 


其 余 的 都 是 这 点 根 谱 线 的 反复 出 现 .因此 ,六 (am) 的 博 里 时 绕 数 展开 式 , 可 用 只 有 
N 根 谱 线 的 组 台 来 表达 : 即 


fin) = SEN ELS 
LETH 
为 处 理 上 的 方便 ,把 上 式 右边 乘 以 常 系数 二 ,并 不 会 引起 任何 实质 性 的 变化 . 
IE S Ain) S 
mox Fe -l y FCD W- ^ (2-25) 
这 样 可 以 推出 用 fun) 表示 上 式 中 FE) MES 
Fk) = 2 (dee = 2 fy on) (0ckeN-D, (2-26) 
FR(2-25) 式 和 (2- 26) XANH utat 再 集中 表示 如 下 : 
F ík) = DA = OLA 
ik = 0,1,2, N- t), 
fo) = wget = ROW 
kat k=È 
in = 0,1,2," - 1). 
利用 上 两 式 求 得 频谱 序列 中 的 N 李江 统 或 时 隔 序列 中 的 个 样本 值 ,就 可 以 根据 
局 期 性 分 别 求 得 任意 上 值 的 谱 线 的 精 里 叶 系 数 或 任意 =” 值 时 的 样本 值 来 . 
例如 , 若 一 个 周期 性 离散 时 间 序 列 为 
fna (OxnzN-l1l, 


fna N) 2 fn) (rz0, +i, 2,77), 
p X SOROR Fk) 为 


N-1 as AT " 
F (k) = atem = 2al ae |n 
n 20 n= 


2 fign up ， 453 * 
1-[ ae 4] 5 E 


| ae- (Eh 
(0s Ks N- I). 
2.8.3 BRAR TERHES 


由 于 有 限 长 度 为 站 的 序列 ,可 以 视 为 一 个 周期 为 N 的 周期 性 序列 在 … 周 内 的 
样本 序列 . 它 可 以 唯一 地 确定 以 NW 为 周期 的 周期 性 序列 的 博 里 叶 缓 数 表 达 形 式 ， 
也 可 以 用 它 来 确定 有 限 长 度 为 N 的 时 间 序 列 所 对 应 的 伴 握 叶 频 谱 序 列 的 表达 夫 
忒 .由 此 可 以 导出 离散 博 里 叶 变换 的 概念 . 

TEREA N BHERIESU ÁO n) n 2 0 02 下 -1 的 博时 时 表达 方式 叫做 博 
里 叶 变 换 .具体 定义 如 下 : 


SK Je GP (Ox kx V-t), 
roo | 


= 
0 (Hik kiii. 
fo) [aaro (0x nz N- D, 
H? = 和 = 内 
0 {其 他 s D. 


这 一 对 变 摘 称 为 离散 情 里 叶 变 换 对 . 其 中 ECL B9 35d SUC PROS IEEBR DET), An) 
Ér] E B SS BRA sd PP CLDFT) .为 书写 方便 ,不 妨 仍 用 . 产 卡 小 离 散 傅 里 叶 变 搁 ,. 产 1 
ERRARE EE, AA] = Fk LFO = fin). 

SH X€mpgE Tis HH BE RICE ETERA, PARRI (y RE T a s A 
序列 的 -个 周期 . 

£j16 HETANA n) = AO AADA = 115,0,0,11 iA SR EURO 
谱 序 列 | FORT. 

M o dili, mms 


总 
F(k) = SOA ne E (k = 0.2, N 1) 
[ES 
ixHN-A4,ER-0,L2.3,n [148 


EN US 
F(Q) = S Ge Dao -bau)2t-04r04122, 
n-(ü n 2d 
EN l 3 x 
F(D - LK ie CD - > fn)e a 
n-zü azl 


LE. E . 
-e2 94.0.0462 -124i, 


i Ea 

FO) = DAD = D fne 
= hzi 
] + 0 十 ü + { 一 1? 一 Ü, 


E 3 

^ m Ve ir 
b" fine Van? 一 ^ fí n)e ^ 2^ 
nzü r=0 


F(3) 
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-1«0404e7 21-1. 
故 离散 铺 蜂 叶 变 摘 为 
if n)i | FC, 
Bp 11,0,0,114—712,1 &1,0,1 - il. 


2.8.4 离散 侍 里 叶 变 搁 的 性 质 


(D 线性 性 质 BERA ,ftn) 的 长 度 同 为 N, 且 [Cn)] = FfiGO. 

Fifin] = Faik), WA 
SLACA)  f(n)] = Fik) + Falk). 

(2) 时 移 性 质 IITA ls Fk, AES Am 在 时 间 上 移 一 个 整数 位， 
则 对 应 的 离散 傅 里 时 变换 具有 如 下 形式 ; 

Sifin- D]12e OD). 

fih 361 8)1 = 11,0,0,0] ——11,1,1, 11 , Bl 

ifin - 1 210,1,0,0]—-|1,(- 0, (702, - PE 2 it, 2i, - Lil, 

(fin -2)1 = 10,0,1,01 11, C- 0*,(- 05, C- 1 2H, - 0,1, - 10, 

Ia -3)1 = 10,0,0, 11 —— i1, C C iP, C- 05, C PL = Hus 71, il. 

还 可 以 用 定义 直接 计算 ,检验 上 述 结 果 的 正确 性 . 

(3) 圆 两 位移” 用 以 直观 点 考察 (2) 的 时 移 情 况 :将 Ana) 看 成 局 期 性 序列 
(nn) 中 其 长 度 为 一 个 周期 的 一 段 .将 天 (mn) 时 称 118 (n - D. BIA f(n - DP 
取出 一 周 构 成 序列 FL Cn). Tin 

J(n-D), (OxnezN-D,. 


Ao D TUN 
其 过 程 如 图 2-12 所 示 . 由 图 看 出 ,简单 地 把 有 限 长 度 序 列 /(n) 作 线性 时 移 ! = 2, 
并 不 能 得 到 A(n). 而 要 把 Pa) 中 的 w 个 样本 等 间隔 地 刻 在 一 个 圆柱 面 上 ,使 /0) 


Jin} AEn) 


Ain) 


Q n o n 


A 2-12 
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SSON- DEEH. BEBE a 的 增长 ,在 加 柱 面 上 得 山 局 期 性 的 六 (n) ,再 把 
tn} 作 时 移 ( 相 当 于 旋转 图 柱 体 ), 才 能 得 天 对 应 于 站 (ai 的 周期 性 床 列 , 即 
fi,(n). 因 此 ,这 种 位 移 称 为 因 周 位 移 . 

(4) 频 称 定理 ELIGO] = Fk) WA 

FINNE] FO - D. 
(5) 对 称 性 质 车. 到 大 = FC) WA 
FIEF] = fC- &). 
(6) 反 转 定理 — Z5 LV JOn)] = Fik), Bu 


FIFE- 2)] 8 FC - k). 
(D "EP GR KHU N BI pSIERSU /(Coompe Hé EERBARE p. FC nof 
离散 博 里 叶 变 搞 式 FOI TE E -0 AEBSHL. BT 
Wn) = F) ín 
(8) EPIRA EFU n) = Fik), bt] 


LSF) = f(0). 


2.9 ”快速 情 里 叶 变 换 


快速 傅 里 叶 变换 (简称 FET) 是 在 离散 情 里 叶 变 挽 的 运算 过 程 中 ,使 在 计算 机 
上 的 运算 次 数 辣 少 , 从 而 提高 数字 处 理 速 度 的 -种 方法 . 
设 给 定时 间 序 列 FC). ICD ,FN - 1), 计 算 
Fik) = D fG0 We. 
其 中 Wy, = es 
上 式 显示 ,计算 每 一 个 FOR) ma alb UN ER. A-I IKE. E LR RE 
Fk) Hike E Eb fg. NT 次 乘法 ,次 加 法 ,如 果 使 用 FFT 方法 ,可 以 大 大 
减少 计算 量 ,特别 当 mw = 2 时 ,效果 更 为 显著 . 
2.9.1 TFT 计算 过 程 
以 由 =2,4 来 说 明 FFT 的 具体 计算 过 程 ， 


(D 34 N=2B}, W, 2 eT = -1, 此 时 
FO) = f(0) + fCI), FCD = (0) - ft). 
写成 矩阵 形式 ,有 
[ 409] - $ [49 
F(1) 1 -UAH 
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(2) 34 N 2 4 时 , W, - ed — i, d. FO), F(D, F2), FODMHER F(OD, 
F(2), F(1)), FC0,2E 2E | P; - (0-1, Fi = (i) - 1, W= Wi, F$ = Wi, Wij = 
Wi.Wi- Wi RA 

F(0) = f(0) + /(D + /(2 + FG), 

F(2) = f(0) + AD Wi + A) + f Ws, 
F(1) = f(0) e FG) Wl e f(2) Wi e f/(3) Wi, 
FD = f(0) 4 DW; + f(2 + fW. 

REATI F), EEIT 8 KEA, 12 UOI ,车 写 成 矩阵 形式 ,有 


FMT [! ! E LTA% 
F2)| | 1 是 | 2) 
FO |1 WWiiw; BIOT 
F(04 li 网 :网 dto) 


WERP 4x4 PEXBERIE RELATA RR 4 72x 2 EFT TBEE.R Eda Pi T-4R PASE 
全 相同 ,左下 角子 矩阵 可 写 为 


1 W] pi 11r1 0 
, M EIE "IF n 
再 注意 到 Fl =i, Fi- -1.5 BÉRGTOBBERPEÓ 


? 3 mi E 
-wl -ml wll l 


于 是 
Dod: 1 1 1 : 10. 1 0 
(n i ow [ioi ooi ooi 
Lm oR AI w e or 
| 及 本 Wi (|j FW2-0 wii 0 -mT 
id 
A (O) 1 0.1 0 Ko fO) + FC2) 
AQ) n 0 1, || KD | RD + K3) | 2n 
A4GQ['|1 0: -1 0 | | K0-/0 
4(3 to wi, 0 一 网 JL (3) [FD - 73)] 而 


F(Q) 1 1: A,CO) 
F2. (ap ALCQ) 
FD [0] jd ] ACD) 


:] wi Aí(3) 
及 注意 到 9"i-mi--1.8 
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F(0) l J: A,C0)1 
E | aiU pao 
FD Dd IEEE, 


F(3) (0) :] —14L AG) 

$ [40 

1 - ACD 

1 l A, CZ) 

| - Ho 

A,CO) 9 ACD 

A (D) - ACD 

AQ)  A,CO V 

A,Q) - AC) 

MA (2-2 ,(02-28) SED EIE mr XD xx FÉ Hom 2 COPIES DUBIE BD RT. 
2.9.2 F(k)5 ACE) V3 EX f 


(D) 当 和 N=2 时 ,=0,1, 


(2-28) 


FC jo) = Ai jo). 
其 中 心 取 0 或 1， 
[400] [49 «£0 
AC HUESTES 
(2) 4 Nadit, k 20,1,2, 3,8 CERERA k M k= A2 js jijo UP 
hKOR 1. FCR) 5j 4 起 的 对 应 关系 为 
FG) = AG. 
(3) 一 般 情 况 , 当 N =2" 时 , 先 令 


ALCO) DOR ES 
A(À - 1) Aa) sinn 
4$) £o - (4) 
A si) [ «o -/( S «1)| m 


AUO- DÀ. [D a) zoe] ni^ 
把 Ay 1 分 成 两 段 ,每 段 都 按照 N=2"-! 的 情况 进行 ,即今 
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42(0) AQ) « (2) 
A E -1) AR -1) «(IR - 1) 
AA) A0) - A (E) 
M4) [|o [uo-a(1-)] n 
AS -1) [a(g 1) - CT] và" 
"ES A(S) «(T 4) 
A3. e ei) AX «A L1) e (C -D 
sem |o ae 
"ESLES [4 1) -a A UP Via) ws 
AKN- 1 [4( 3442-1) - cnn] i? 
再 把 (6) 分 成 4 段 , 每 段 按照 2 2 的 情况 进行 ,如 此 继续 m 次 后 ,得 
4 (0) 4 (CO + Ata CD 
ASCLT) Ag 10) — A, CO 
ACA) Ag 23 + Au O3 
Am 


AC) |= _1(2)— Aa 


A(N-2) | | An i( N 2 6 A,LON - 1) 
ASCN - 1) A, 1((N 72) - A, (CN - 1) 
FUOM Aa ORARE: S Emu asco jo DU 
FR abs -2 Jo) = An ojt a-i) 
这 样 计算 只 需要 二 (m -2) + LIEGE o 次 加法, 比 原来 的 NUR, NON 
- Duis ak TAB yp TUE, m 越 大 ,快速 算法 战 省 . 


3 拉 普 拉 斯 变换 。 459 - 


HW, N =F =8 的 FFT 计算 过 程 如 下 : 
F(O) A40) AO} & AC 
F(4) All) Ax 0) - dil} 
F(2) A302) AY(2) + A(3) 
F(6) A&(3) A4(2) - A5(3) 


F1) A4(4) Aj(4) + A5) |. 
F(S) A4(5) A;(4) - A,050 
F(3) A406) AG) + A,0D 
ETH Land LAG - 4,00 


其 中 
A (0) A (0) + A2) 
A; C1) ACT) * A,C3) 
A;02) A,(0) - A,(2) 
AG)| | fA D- A0] m] 
AD | |. AD € ALCO 
A C5) A65) + A,CT) 
Aj(6) Atd) — ALCO) 


Ax(7) [4:60 - 4,00] wi 
这 种 计算 方法 ,只 要 5 次 乘法 ,4 次 加 法 .计算 过 程 是 旧 f(rn) 计 算 ACID ,再 
求 Alk), A (k) ,把 df 人 适当 重 排 , 就 可 以 计算 出 FOR). 


3 拉 普 拉 斯 变换 


3.1 WERI ERIRE FEX 


3.1.1 扩 善 拉 斯 变换 的 来 由 


BEMERKE- w, oo) AEX HOT: 

MESIEN T E 

r El- æ, + 0) EARR. 

但 在 工程 上 届 到 的 不 少 函 数 难以 满足 这 些 条 件 . 例 如 ,正弦 函 孝 、 余 弦 函 数 . 单 
边 函 教 等 都 不 满足 上 述 条 件 . 因 此 ,有 必要 对 笨 里 时 变 狂 进行 某 些 改进 ,改进 的 方 
法 是 :对 任意 函数 p ORPA u CO) ER DIS ERES e (062 0). 
PMA RE DEL DX apr (— ,+ 多) 换 成 [0, + m BERE LE 选择 合适 ,可 
使 tt): eCOez "绝对 可 积 . 因而 使 得 情 里 叶 变 换 存 在 . XI ER TE COREL uft) 
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er> 人 再 取 傅 里 时 变换 .就 引出 了 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 . 
HAH pluie 7 Ce» 0) RUPEE IB IE IER , 且 记 
天 日 = 人 et CHR t<06f, COO 20), 
于 是 有 


fine? = ML eet- ur. 


fG) - "i fire tenta. e - iaht de, 
会 3=r+iw; 则 dod. HWA 


XE ud 


Ks NM f(r)e^ far] e "ds. 
id Fís) = N Kaede, 
1 erm a 
则 AO = ak rear, 
3.1.2 dB E JE ARE XL 


设 函数 (OE :>0 时 有 定义 ,如 果 对 于 复 参量 = ctio RY |T Aed 
在 ,为 某 一 区 域内 存在 , 则 由 此 积分 所 确定 的 函数 
FG) = [URDE de (3-1) 


称 为 函数 A AR Br HE E HR E A. G- OARA 乒 虽 的 拉 蘑 拉 斯 变换 式 ， 
常 简 记 为 
F(Gs) 2 Lf). 
Bj 
Fs) = LAK] = | fine *di. 
称 
fa) = zl. F( s)e*ds (3-2) 
为 FGOBSI NE LER IO FG ) 的 拉 普 拉 斯 递 变 换 , 记 为 L-'[ F(s)}], Ep 
AD =L F()]. 
由 (3-1) 式 可 以 看 出 fOnCGzombrithpiu d ash Aule AE 
TH, 


Bii ub aC CZy DERRER. 


0 (t< 
WS FI5y= Eeeb]= i Ó*e*dt =- Les u - 二 (Res > 0). 
类 拟 地 ， 
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1 (tza), 


s(t- as fa (1c a) 


的 科普 拉 斯 变 搞 为 
F(s) = L[u(t— a)] = NE * e^? dr s- bet Mi 
例 2 RERE) = e> OHREN ER. 


二 一 ( Res > 0. 


解 Fí s)}= Llet] = NETT = [retas 
-se | = (Res > k), 

例 3 Ko mbH. 

角 FCs) = LL) J= sen eet = 


Wa RAR RAES ER. 
m 设 DD) = 了 (t+ nT) (T HAH, n =0,1,2 77), 


(n IT 


则 HADI | Adea - zj Aaye dt. 
在 上 式 右 边 , 令 上 = u+ nT, 则 
L[fCO] = Jeu + nT)e "du 
n-lü 


= T 
= Se"! f(u)e^ "du 
用 一心 0 
l Tou 
T o* "f( 1)dt. 


Zle“ 
3.1.3 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 
著 f(4) 满 足下 列 条 件 : 
L DELO, + œ) ETE— HPRIXIR] EAT ERES ; 
2ÓÓZEIEBHEMP0,:20J& T0, HF i TH—H BEI) < Me? , Bn] 
AOAR BERE RA 
FCs) = dI» [fed (Res > o) 


存在 ,并 且 F(s) 是 羊 平面 Res > e 内 的 解析 函数 . 
满足 本 定理 条 件 了 的 函数 所 1), 称 它 的 增 大 是 指数 级 的 ,< MS IOS TI TS 


$r. 
3.2 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 
以 下 性 质 , 凡 涉及 明 数 或 导数 的 拉 普 拉 斯 变换 ,都 假定 它们 看 在 ， 
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3.2.1 线性 性 质 
Ra ,B 为 常数 , 且 
L[ CO] = Fils), 
LL 5GO]):2 Fals), 
则 LUofi O tr f O1 S aCCACGOÓl ARATAT 
3.2.2 微分 性 质 


(D BRAR i LLAGO] = FG), BI 
Lf C] = sFG) - f(0). 
车 六 站 在 1 =0 处 不 连 综 ,上 式 中 六 中 应 理解 为 /(0 € 0). 
推论 X LL/GO) = Fi3), 则 
LHO] = PFC) - $7!f(0) sf (0) - - - f^-9 0). 
同样 ,车 CO XE :=0 处 不 连续 ,上 式 中 的 /00), 7 (0, 7m CO) EIE PEE 
为 相应 的 右 极 限 值 . 
特别 , 当 0) 2 /'(0) =…=f*-000) = 时 ,有 
LAM = PF). l 
利用 微分 性 质 , 可 将 大 日 的 微分 方程 经 拉 普 拉 斯 变换 转化 为 Fis) 的 代数 方 
RB. 
例 5 GR Ai) = cos WARR E. 
E d T/AO-L/'((0-20,f/"()2 - Kcos( I) ,利用 线性 性 质 和 微分 性 质 ， 


有 
LI- keot k) ] = LA" = S'LLÉCO] - s - /' (0, 
Bl - K L[cos( ktt] = s? L[cos( &)] - 5, 
故 L[cosCk)] = 5 — ui 
(2) 像 函 数 的 微分 设 L[/CO]- Fis), m 

L''[Fis]s - fin. 

一 般 有 
L'[F?(s)]|zC- 0*f(0., 

与 之 等 价 的 形式 是 


LKO] =- DEG). 
HAt, nETR T 91 eS ER ER S 


r BLD E, ereh, 


n! 


ymai? 


2 B Len] - 一 一 ,得 L[ ^et] = —— 7 — 
s-a {s-a 


=- í DON 
3 h LL eosox ] ^2. 二 :得 L| teoswt ] = (s? uy 
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(3) 参数 的 微分 E LL x) = F(s, x) PEP x y ER, m 


7 Zaa] - AF .x). 


Bo È [ml 


o A L[sim(as)] = 273, 
bk L| $690 ] - 一 一 
üt 5 + ay 
d 1 E ingat) 上 ( wr ) sinh ax ) 
im LU E z) UI )- e - » 
d 1 -2 
x aru) = uy 
， -2w _ £cos(cot ) anlar) 
所 以 L (cxi) = 
B Lo! te sinia) — tcos( orf 
(5?  w*) — 2w* Dey 
3.2.3 积分 性 质 
(1) 像 原 函 数 的 积分 设 LL 了 (2)] = Fts), 则 
28. «)d« | -E 
E "ul aes]. _ FG) 
般 有 zc [J aef ar Joa] = 
n IX 


(2) 像 函数 的 积分 BOI F), | Fid licit Rl 
Zu ES 
其 等 价 表 示 式 为 
,[&9] = |" rcoas. 
io D cc 0 处 有 无 穷 型 间断 点 ,此 时 |” ER etd 不 可 积 , 则 此 积分 
性 质 失效 .车 定义 lsef( 1) =0, 则 此 积分 性 质 仍 成 立 ， 
例 7 RO = nini. 


解 A L[s* -e"] = Lle] - £[e*] - ] (QJ — 
LE 68 AR R EE AY SE DIETE 


r cle 


一 e“ 
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s-b|^ . N-b 3 一 由 
m. i = 各 | 和 -ms 
= ln 二 


(3) 参数 的 积分 i L[CGL X] = FÉ, 
x), 其 中 x 为 参数 , 则 


d] room] z 7 F(s,x)dx. 


3.2.4 AREJA 


(1) I] GE $E (X RR REJR ZE BO. i 
LIADO] = FG, XIESESSEB t > 0,8 
L[f(ét - 49] = e FC). 
注 : 应 用 中 常 使 用 等 价 形 式 
L[e"f( i) ] = Fis - a). 
$68 求 如 图 3-r 所 示 的 阶梯 函数 的 拉 普 


拉 斯 变换 . 
BR Hat) = Alul) + ult- a) e u(t—2a) + e ult- na)], 
由 线性 性 质 和 延迟 定理 ,有 
Lla, ] = ALLw(tt} + ult- a) + ult- 2a) 4 + ult- na)] 
= al + + lee + less Rc Les] 


= 4[i £677 4 erm ao yu eom] 


-4[——| (Res > 9 
(2) 向 左 平 移 WE LAO)]= FG), SER 如 >0. 有 
LUE 1] = e| rc) - [fesas]. 
£19 求 (0 = cos tO HIERHER MA 
解法 一 BEH L(cost) = 
由 向 在 平 称 性 质 得 


Leos(t + 四] = en| 34 - MES] 


5 
geld 


1 7 1 Jr _,. 
一 eja A 17 (-4 — e "eost o 一 二 | *sincd: ) | 
B "| s _ gi od 
=e [241 lcs 
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解法 二 [H cos(1 + x) = - coeli), $i 
L[cos( t & x)] = — L(cost) 2 一 一 一 
两 种 解法 的 结果 至 | 
3.2.5. 相似 定理 
设 LEGS Fs), 则 对 任意 上 >0, 有 
a 
或 LU LFOSO] tAk). 
例如 ,由 LL] = 25,8 


i Oo LETS - e k »0), 
4[1(£y]- üben: 


3.2.6 初 值 定理 与 终 值 定理 
(CD 初 值 定理 E; LAD)]= FOOD, Him sFCsYÉE f . Wh) 
lim A t) = lim sF(s), 
(0 i-e 
或 写 为 KO) = limsF(s). 
(2) 北 值 定理 i fi1)]= F(s), B. lim fC E) FEA 30) 
lim fit) = limsF(s) , 
i 5H) 
就 
fí* e) = limsFCs). 
i 


初 值 定理 与 终 值 定理 建立 了 函数 COTES I ER OCUT IH PEERS sf( 3) 在 
无 穷 远 点 或 原点 的 极限 值 之 间 的 联系 ,从 而 有 助 于 直接 从 像 阔 数 得 到 像 原 函 数 的 
初 值 或 终 值 . 


例 10 设 已 知人]= Fs) = QR AO) f x). 


saita 


[7d f(0) = 1. 
X limsF( 5) = lim 一 
了 一 性 +g H 

{+ 9)20. 
G) SRAKA 设 1:>0 时 ,f OERA S O+ DFE, MWA 


BE A lim sFis)= lim — = 1, 
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/' (0 0) — lim sl sFC S) - - fK(04 0) |. 
只 要 各 阶 导数 连续 , 且 在 上 = 0 处 的 右 极限 存在 ， 以 二 公式 可 以 重复 使 用 直到 
高 阶 导数 ， 
例如 f" (0*0) 2 lims[ à F(s) - (00) - /'(0«0)]. 
3.2.7 来 法 定理 


设 LEAO] = Fis), Ligte GCs), w 
I £LfCO * gCO = FG 6) 

或 LI [F(s)6CGO]z JG) * git). 
PADE 25 [77 FGD G(s = 5048. 


ZA oic rid 所 2) e OREKA, W ERP c> e, H Res > e+e 
Bi 11 seo asl 


解困 一 一 一 一 3 = XC 


(s? ITE 5541 stl 


L[ cost] 2 ;— Em p Lsint] = zu yy 


t 
A LU = ¢osi * sint = | cosusin( s 一 u)du 
-4 ['sinidn 十 A sinc - uddu 


i , 
= 2 tant. 


3.3 ” 近 普 控 斯 逆 变 换 


3.3.1 KEA 
BAREH FCs) RRE AC) 可 用 如 下 反 演 公式 
fa) = xl F(s)e"ds (t » Oc > co). 


式 中 右边 的 积分 ， GERUS BULL RI T fS 
条 直线 Bes = 6, c9 HR ERE. FO) B RBS AE Bn 

EBEN REA BUE EE BIA. TE— 
定 的 条 件 下 ,可 用 留 数 来 计算 : 

ÉL sess 为 FG) WRA, EGS 
Fipe FOG 的 所 下 极点 的 闭路 全 = 二 + 
RR (WA 3-2), 其中! 是 以 c 为 中 心 ,适当 大 的 中 
为 半径 的 半 加 局 ,由 约 当 引 理 , 有 
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fi = aj Fi sje"ds = Snes! Fes! ]. 
它 把 由 反 演 公式 求 Ae), 转化 为 计算 Fs je 在 Fts) 的 极点 星 的 留 数 . 
3.3.2 YAH 
设 FG) = 202 是 有 理 函数 ,其 中 AGO BG) 是 没有 公共 因 式 的 多 项 式 . 且 


B( s) 
ACs) 的 次 数 低 于 BC) 的 次 数 . 
(D 车 Bis) = 0 只 有 单 根 $1.52." 45. 时 ， Du 
> Resl F(s,)e] = 2; ien. 
Bj fü)» CIP = 2 ge. 


x XUI E PETER (Heaviside) RFR. 
HE s 中 有 一 个 为 只 ,例如 设 s = 0, 


- AD N^ Alal a 
L [F{s)] = B.C) + 2 nE GO 


B(s) = Z8, 


其 中 


-d _. 
An Ra) 5) EUR ERR 
R H B(O0-s(secal(se b) 20BB s2-2a.s-2- b,s-0. 
Bis)s(seolseb), B'(s)z2staw*b, 
ACO) = 1, necat 


ae " - be” 
故 HOLEN [z56:5hl*4 ab * win" 
(2) 车 BUG) =0 有 重 根 , 设 5 WM EIR S 1,2, c n) BU 


^ N. -I 
fa) = L'LF{s)] = PUMCDI lim Hale 一 s)" A e] . 


Diis 求 一 2+2 TE RRAN. 

解 BS AG) = 542. Bí(s)- g(s - IP, Hh, Ri) 20 BUIRUB 520 9 — 
根 ,s = ! 为 二 重 概 , 而 
GAD r| oc 8)e'. 


lim mi 
LX 2) 
i 21 ds gane | eese, 
页 fis LUE FG) /7 88e € P 5t, 
(3) 若 BG) =0 有 复数 根 ,而 AQ, BOOR EEE RETA, 8] 
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- ACs) NC ACs} nr o AX id 
L | aen - 之 B's + 2Re2>, Br) , 


其 中 ,前 一 个 和 是 对 BG) = 0 的 所 有 实 根 取 的 ;后 -个 和 起 对 BC) = 0 的 一 切 具 
有 正 虚数 部 分 的 复 根 取 的 . ANAE E A LEEA ATA AEE. 


P 14 Æ Fís) = (s? 4 CECINA HERAA. 


ME BB) =i 7-0, EAMT TORNE E o = + ai, 其 中 具有 正 虚 数 
部 分 的 复 根 是 有 = a. 


ResF(ai)e?* = lim dy i[G 一 ai)? Td 


| ) 一 # . 
- MES TUN | - $e (i a. 
2Re PR; A(- i 一 a)j-; alsin( ar) - atcos( at) ]. 
yd Ka) = L'[F(s)] = joa sin( ar) — atcos( ar) ]. 


BRI BUBCR br 8E br 9 0 18 9b, 还 有 其 他 一 些 方法 . AU T RE GY X BA ( Laurent) 
级 数 法 .分 项 分 式 法 等 . 


3.3.3 MAAE 
d FG) 在 无 穷 远 点 处 解析 且 在 它 的 邻 域 内 有 洛 朗 展 式 ， 
Fls) = Die, + 


-| _ ~ fn _ rn-l 
则 有 L'(FG)] = re 
Bs cR [Le]. 
5 
1.1 1[, L, 1 1! …] 
* 因 PES t7 Lhi 3 METIC att 
21 1,0 1 
$5 g^ Ug Ms 
NE ENG D JE 1 1 | 
i L | e AED $ ERETI 3154 * | 
2 p | eg 
NC = + Ea- d 


3.3.4. 分 项 分 式 法 


i FG) DERLLLDETIS A7 HSEXUNUIS LL T CERCA S 


aw, M 
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UR. 若 
Bs) = BC s) Bs) BC s). 
则 可 把 Eiir 
AG) | AG | Gs s). 20 AG) 
Bis) BG)" Es) BUS. 
SEXUEL tp IUS Spp A A G)GLS L,2, 7 ORRAK TERNARY. 
下 面 分 4 种 情况 ,介绍 确定 A ;) 的 系数 的 方法 ， 
(1) i B( 52789 a X ERES EL n ARRIR s rotear M Fts) 可 分 解 


为 
(aU AG), Ai A; "ECT 
Fg F-n nt PLn’ 
iu P6 S = B) (kz21,2,*,n). 
则 系数 A,(k 2 1,2,:,n)H] FAE: 
ACn? " AC r) 
KTE Pin) 或 A= “Rini 
» ACH), 
此 时 有 | COIRP? X 
3 AC rg) e. 
或 b [565] - 22 FX 


25*- 
9h16 cR LO [ee 
B 因 Bi)J=fs+ls-20s-3) 有 3 了 个 不 同 的 实 相 mm = - 1,0522, 0423, 
El AC 222-4. hik 
2 
(s*1(s5-2)(3-3). sel ss-2 sey 
其 中 
254-4 
-(s- 2-31l.24 
2:24 
MUN 
-4 
avere 


A, = 


4 
- 25-4 ab 6 7 一 全 
ex L [c5á-263 =L , + -2 15 
d -4 4. "E E ar 
=- ge 73€ t8 
注 : 本 题 也 可 用 微 积 分 学 中 的 有 理 真 分 式 化 为 部 分 分 忒 的 待定 系数 法 求 得 
Aj Az, Aas 
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(2} 分 母 有 重 实 根 . 设 BCs)=0 有 上 重 实 根 ", 邯 BG = (s~ r) Bals), ER 
FCU] 0 REOS 


ELE ) AC) AY) 
Fls) = Bís) 7(s- rc. RG)’ 


其 中 多项式 41(3) 的 次 数 不 大 于 (一 1). 记 
Afs} = Dy Di(s-r) 4 Dils- rY ec € Dils- r)* 5, 
Aila) D D, D. 
于 是 G-Ni Gt it tr 
式 中 的 系数 Do, Di, Doro, D, 由 以 下 方法 确定 : 
Afr) i d Als) _ u 
Dy = =p, (r) dsl BC ] (121,2,**, k- 1). 
(3) 分 母 RO TR EHOR IBN 设 8(s) 有 单 复数 根 rzatib,rza-ib.i 
Q(s) (s-r)(s- r)2(s-aY +, 
EET Ps 可 以 分 解 为 


A(s) . GiD. Als) 
Fls) = gt 7 O00) * BG) 


Estip Cut P a. pcs) cod BoBUR RR A ES e 8(s) =0 有 实数 根 的 部 分 . 关 


Q(s) "BG 
pyri Aks) . d 6xD . 
Pao [SES | mo inmane co Ro etm Rae cn [ A57 ] mas 
5B. 

设 GrD E(s-a)tàF 
O(s) {s-a +b 

h TETEE E.P: 
- _ A(a-*ib) 
ic F= B(aib)' 
则 E= TimW, F--pReW. 
故 i | | = S (Im WoosC bt) + Re Wsin( &)]. 
Fiw W- Me, 
yI LU [AA] = ersin( bt + p). 


tk: HEJGFHGR US mf ,并 不 需要 求 出 CHILD. . 
(4) 分 母 8B(s) 有 重复 数 根 的 情况 . 设 BG =0 有 上 重复 数 根 r=atib,r=e 
-ib id 
Q(s) 2 (s- r)(s-r)2(s-a) 48, 
3l B(s) = QG) B(s), 
EDEN 
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AG) Al) ALs) 
Fls) = BESO + B) 


Als) 


上 式 中 A,GOREORUR CT QU — OB OR B; GOTR TCR BUR Hg E 
. ap A608) 
oce Tum Ls 的 求法 
A, E F 
把 (ji 分 解 为 
A5) _ Cos t Do, Gis t Di Cis + D. , 0e iSt Dia 
QGY ^ (QUOD EoGO [GC 162 QC) 
记 Cs + D= E(s-ab*bF {l= d k-01), 
yi Eo= FimWo, Fo= -ReWo, 
. ala+ib). 
其 中 Wo 7 Bax ibY 
E, = 一 zp Rew, - Egl. F= pm., 
_d[ AG) 
其 中 VIT ds Bis) szarib 
E= - zi (mW; 6bE1), F, = SL ReW, - 25F1}, 
Ais) 
其 中 W, = ds? ps rza+ib 


其 他 系数 En ,用 类 似 方法 逐次 微分 (对 ORPA EIZE HE s= atib 


IRA EITRI. 
确定 E.FK(I04,-,&-1) BORA PE 
E(s-a)*bF Q2 E 

TEN (120,1,2,--, k- 1) 

Bre po nC. 为 此 定义 

l 

BM s? 4 bY 
记 “人 人] = VARIE 
" GGG) TR s ORIS TERRE R: 


6, Ge gis n 06) e 16) (n21,2,-9, 
e aO = zl (2n - l)g it) 10] (nz1,2,). 


l 
B GG)- ge 
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所 以 aC sor EI] = Tsinie. 
由 p COR EERRERRGR, 可 得 

gu) = Arsin br) - zya cosl bt), 


. H . 
glt) = sinl be) 一 spiol br) -gpi nhe). 


1 


1 
oT Te orb 6-0. 


- 1 at 

aiico ee), 
- Sa -lL - 
[poco] 9167 6 Go ee) 


-i Es- a) * bF, 
20 [QC]! 


| -e| E, MO + bFg, C0] 


(120,1, , k— 1}. 


4 5S LAU 
-中 二 和 一 23 +4s.+14s+25 
BU kL | s[ Cs 1) e 4T | 


解 因 BGs)= ss[(s+ 1 六 +4] 上 =0 有 单 实 根 :=0, -重复 根 s= -1+ 五 ,故居 
=2,a= -1,5=?2. 邻 


Ai , Eo s t D € 2Fo E (s + D) 4 2F, 


FUP tU EDe4P ^ Giaa ， 

4 O La paslas -3_1 

a [Ge 0? «4p | Bt 
p.246 =- 9 | , 9*85 


97 By(s) NNNM 5 


y, - 3 AGI] | mu 


5 Bt s) 


所 以 NEM 
l a SaO 
E,- Lane. Eg] - -iim-a4i- -2, 
F -Limp = L--0-0. 
ao ' 8 


Fis jl. LAXE). ——2 1). 
[Cs 1)? « 4]? * UG Di +4) 


而 r|] =a, 


3 fib d «473 ， 


gi) 2 L un(21), 


glt) = Tesin(24) - lox. 


- -2 1 - 
L [EASE] =e :| -2i5(0]| -ze7'[-2ecw(20] (kz2,I- 1) 


[ras] ee] 
-4e | Æ sinf21) | = esin(20) (kz2,I 20). 


所 以 FO = L| FGG)])- 1 x e Lisin(21) 一 2oosf2t)]. 
3.4 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 


3.4.1 拉 普 拉 斯 变 摘 在 求解 开 分 方程 中 的 应 用 
拉 普 拉 斯 变换 的 重要 应 用 之 一 是 求解 线性 微分 方程 . 此 主要 步骤 如 下 : 
”对 微分 方程 (连同 初始 条 件 ) 进 行 拉 普 拉 斯 变换 ,得 剂 像 函 数 所 满足 的 汶 程 
( 称 为 像 方程 ); 
求解 像 方程 得 像 晴 数 ; 
3 对 像 函 数 作 拉 普 拉 斯 道 变换 , 则 得 不 方程 的 解 . 
Hi ( 常 系 数 徽 分 方程 式 ) 试 求解 微分 方程 初 值 问题 : 
LA +3y 一 了 = lef, 
y(0) 21,5 (0) 20, y (0) = -2, 
B IAUTRBRAOH DH AEEA RIZEPETEB i 
LEYO -3LCP) * 3LC y L(y)= Le), 

利用 微分 性 质 并 代 人 初始 条 件 ,得 

[5 Fis) - s»(00 - sy CO - ,' 00] -3[? FC - 8 - y' (0] +* 

3 sFG) - (01 - FG) rs 


Bp (à -35«3s- D FG) -$e35-lo 0 "nns. 


s$-3s541 2 
mE ”= ay + Te 


对 下 2 进行 分 硕 分 式 , 得 
(d l 1 — 2 . 
FG)- —- (s-1? ís- IP G- b 
对 FOODRDEE SUE BR ,得 
F) =e- te- ies 60" 


E 
E 
r 
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例 19 《〈 常 系数 微分 方程 组 ) 试 求解 微分 方程 组 
人 人 0 一 人， 
y(D02y(0-2x(0, y(0 =3, 
解 ” 取 拉 普 拉 斯 变换 , 记 L:GlsFGNLxG]1-6G)d8 
人 
sG(s) -3= GC s) ~ 2F(s), 
(s-2) Fs) - 3C( s) 28, 
2F(s) +t (s—-1)6(5)2 23. 
联 立 求解 Fis), 66G).18 


Bp 


o gs-17 8-17 _5 3 
FCS) os-d4 (s+1)(s - 4) s41^ s-4d 
:-22 3s-22 25. 2 


对 FG) CCOBGIAEROBIOSIR 18 
x(t) 25e^' & 3g" 
y(1) 2 5e7* - 26", 
88620 ( 变 系 数 微 分 方程 式 } 试 求解 微分 方程 初 值 问题 ; 
[7 +y rÀty 20, 
y(0) 23,5' (0) - 0. 
AD ” 取 拉 普 拉 斯 变换 ,有 
L[g') - L[y'] e AL[ 1v] 0, 
BI - EEG) - sy(0) - y CO ] e [sF (G5) - y(00) - 4 ii F(s)] 20, 
[tf fa XT Fis) 的 微分 方程 起 
(s? ratte + sF(S) - 0. 


用 分 离 变量 法 解 上 述 方 程 ,得 


c 
Fis) = ， 
t AA 
Bcc BENE AE A L1. 


Kos L| 72; = GOD. 
由 y(0) = C400) 23,18 C 3,86 
ND 2 395021). 
Ha (ln olt E E COR ARR] RR 


uy = 0 (t»0,x 20,270), 
nm uL (x ,0) 2 0, 
u(0, t) = Asinox , tux, le M. (H x2). 


解 ” 将 方程 及 定 解 条 件 对 : 取 近 普 拉 斯 变换 , 且 记 


3 位 普 拉 斯 变换 


L| u(x, 019] 9 F(x,s), 
| Fix,s) — su( x,0) — u(x,0) — a* E Fr, 53], 
TODE 
" [inre inert (Res > 0), 


F(0, 5) - 1 2C 
$c ur 
求解 以 上 常 微分 方程 ,得 


Fíx,s)- z 
[EPA EDE EEE R E 


uzi = L^ [348 3. UE 


LE MEC VES ERES EZ 
y C) S [eost - u)y(u)du = 10, y(0) = 2. 


解 ” 原 方程 式 可 写成 
y' Ct) + Scos( 2t) * y{t) 210, 
对 上 式 取 拉 普 拉 斯 变换 ,得 


Asin( t- 7) ( p»), 


LI E 
0 (< 


sF(s) - y(0) + 5.5 FO) = 时. 
代入 初始 条 件 得 
sF(s)-24 v4 z 
了 + 10s? £854 40 8 Jos 50 
解 出 FG) 2t ss? 49) dis. $ 6349 ;l ' 
Efra E ig 


JG) = 25 [24 + 1201 + 30009 (3t) + 50sin(31)] 


例 妈 微分 差分 方程 式 ) 试 求解 方程 
y (Ov y(i-1)2 8,35 (0 Bj, y(t) = 0. 
解 ” 对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ,得 


Ly! CO] + e yCc- 0124 
H Liy GO) À9? SFG) - y0) = sFGD, 
Myu- D]= f eya- Dd (PERS e= x+ 
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= | La yCulda 


= eT e^" v( udu + e| eyl udu 
-| Q 
=e 0+e Fis) zx ec Fis). 


战 原 变换 式 海 
SFs) + e^ *F(s) = 三 ， 
2 2 
解 出 F(s)-2—4— —u- e 
siste 5) sat) 
把 FORFAR, 1 
2 -t -i -33 
Fis) - 二 |- 和 
2 2 2 
"s gx. * AR" + 
= 2 (- 1)" 
n sl 
- (f - n)" (tmn) 
P | = | (n 4 3)! 
5 (t c n), 
2 t- (t — m 
“i yit) = ion GRT : 


3.4.2 拉 普 拉 斯 变换 在 线性 系统 中 的 应 用 


(1) 待 递 函数 概念 ” 设 有 一 线性 系统 ,其 输 人 量 x( 1) (又 称 为 激励 函数 ) 与 输 
HE YE 各 称 为 响应 亢 数 ?所 满足 的 关系 ,可 用 微分 方 种 表示 为 
人 (十 本 (本 二 
(3-3) 
其 中 aq 24,2, , 2,509. 54,7, bn BELHA, man. 
假设 初始 植 都 是 零 , 即 
x(0) = a! (0) =" = xí^7 (0) =0, 
y(0) = y (0) === yfn7 (0) «0, 
对 上 上 述 微分 方程 (3-3) 西 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ,得 
(ags" + a5 i e e a D YCs) e Chos" e bis" en t bu) XC) 
从 而 
Fls) 5957 bs a. b, 
XG) atas sta 


EA MECE UULUEIDPESUM p y ot EAER GEA 


3 拉 普 科斯 变换 - 437 > 


Eont ER XCGO SIE LOL BOUE ESI BE. 一般 记 为 Cs) 


Xí s) 

Bj 
X) 

GG) yy 

由 此 便 有 Ys) 2 G( s) XC s). 
A EARR 4 DEBIT 6E G-3)S B WU pr e EHE ,其 结果 为 
DGCs) YC s) - My(Cs) = M(s) XC s) - Mi Cs), 
_ Mis) MC) - Miaka) 

HI Yis) = pipa X6 * Ds) 
其 中 


Ds) = ags” + aata! 


tn 
M(s) = bos"? + bas" + + dw as bs 
Myka) 2ay(0) s e [ay (0 + a,  y(O 177 
€ Lay DO e e ay CO) + a, y(0)]. 
Mus) = BxtO 77 (box (0) + 5, a x(0) ) 3 7 
pex Bux mU (0) ro bx (CO) + bU x (0) ]. 
记 CCD -= 和 COL Pe C gag 


F(s)2 GCs) XC) + GS). 
(2) Rahia — Ut —$EE TE REIS fiie p UU 
cts) = Hn 或 Y(s)m Gls) XC). 


dE gG0den GAR EH, HI 
g(D0s LI I6G)o]. 
HARE, À 


y(0 = glt) * x(QO = laco - rr. 


EET A0, — MERHER ERAS DR de EAE ET UREE BRUCH o 
g(t} 来 描述 . 称 e COD SEE RC BC hPa hy PRÉ KETILA F: 

车 激励 是 一 单位 脉冲 函数 , 即 (0 = 660 REI RIEN ,有 

L[8(1:)] 2 XC) - 1, 

此 时 FUsy= GG)X(G) = GG), 
从 而 yCi)b z glt). 

这 就 是 说 , 脉 串 响应 函数 g0), BER e E i AIT ONUS CO ER 
yir), SBEH 3-3 Bron. 

(3) 频率 响应 “在 系统 的 传递 函数 中 , 令 o d uu LOU 
s= iw, Ul 45. 


Hm 3-3 
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Ghiw) = PHa) _ Soi) + biliw)" + EE t a. aie) + bm 
X fiw} agliw)” + aliw) Tl e aliw) t a C 
称 上 式 为 系统 的 频率 特性 函数 ,简称 为 频率 响应 . 
当 激 励 函 数 (0) = et BT SEES vC = Wiaj. 
NNNM $24 如 图 3-4 所 示 的 RC 串联 电路 ,把 电源 电 


| : 势 e COEUR or BEA ROS, WA uc C 53. ele) 
clu 所 满足 的 微分 方程 为 
` |: RC dueli) + ucl) = ela), 


MEME 对 方程 式 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 , 且 记 L[ wc(1)] = 
图 3-4 UcCs), Llet] = EGO, ME 
RCÍ sUcCs) — uc(0) + UcÉC s) = ECx), 


Els) , RCuc(0) 
解 出 Ucel) = Ri RCs+1 


故 传递 函数 FC) = aa^ 


1 
RCCS 4 RE) 
电路 的 脉冲 响应 函数 


go - LC)» | 一 一 一 |] -去 。- 记 ， 
RC(s + BE) 


频率 响应 为 Wliw) = X 


4 梅林 变换 
4.1 梅林 变换 的 定妆 


设 对 某 正 数 4, 积 分 | ”1 A(x) 1 ds 有 界 , 且 记 
py(s)= | Gd (s= e+ iw), {4-1} 


则 fo dh [7 Fu ds Go 9 (4-2) 
HH- OARA Fals) H Aa ) 的 竹林 {Mellin} 变 换 , 并 简 记 为 MIs], BI 
Mf 5s] = FQ )- MEDIAS 


称 (4-2) 式 为 梅林 变换 的 反 演 公式 . 
例 1 k/G)-2e (a> 人 0) 的 梅林 变换 及 /GOIBUrSORX. 


4 梅林 变换 " 479 > 


N Fals) — | etwas - Tea {Res > 0), 
由 梅林 变换 的 反 演 公式 得 
= nj Ea (e= Res > 0). 


£= į% 


[EROS DOG) 的 极点 为 s =- 1， ~ "m ,所 以 由 留 数 定型 得 
s ol $ Geo. 


82 of Go- 一 一 的 梅林 变换 ， 


解 Fals) -| n x ldx = NM e fx D9 eds 
o e*-] ü 


= > 小 e Or hesige (Rp a nja = u) 


- Da (a y etui! du 


- Cr Js 
1 1. 
其 二 t) = > al 
4.2 梅林 变换 的 性 质 
4.2.1 微分 和 性质 
i MI fis] 5 Fyts), 
D Mif'is]l- -- DFPFuEGs- 0D. 


但 函数 的 高 阶 导数 的 梅林 变换 ， 就 没有 这 么 简单 . de e 的 梅林 变换 : 
d^ acm d^ ] f d +% "E - 
Mi dfe ldx = E x -ís-1)- | df o- 7? dx 


dx^^ 1 dx"^ l 
只 有 当 六 x) 能 使 上 式 右边 的 方 括 号 为 0 时 ， A 
m| 22,5] = G-Du| EA di fs- |]. 


重复 这 种 运算 和 条件 ,得 


dz l= e Ps) pr, 
M| Eiss] =( ~ 0* EE puts - n). 


4.2.2 EEF 
A MIC s] = Fat sy, 
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则 Maf xis] = FuCs + p). 
4.2.3 拉 普 拉 斯 算 子 
ig vito SE Mo LEE, 
则 Mile [35€ G -2] ra 2.07. 
4.2.4 ERER 
a MI f(x)isl1 2 FyCs2, ML gCo ss] Guts). 
又 设 h(x) = | ww) ety)dy, 
出 Hyls) = Mih(G x);s] - UT vemos] -ldz 
= Føl) Galp- s 1). 
类 似 , 若 设 ie | y E )e ar, 
则 Ky s) = Fus) Cula ts +l). 
关于 梅林 变换 有 下 列 几 种 常用 的 关系 : 
P MLfe:s]= |, fenes - 二 | Fu( p) Gu(5 - p)dp. 
» |" fr) gtr) = aul Fws) Gu! - ds. 


d L [7 rao Gwe ‘ds = PAE du 
ei" Fus) G4 (s)ds = NE PILO du, 
s 汉 克 尔 变换 


二 维系 统 在 具有 图 中 心 对 称 的 情 沈 下 ,上 寻 
Hx =fr), rox y 
的 情况 下 ,常用 汉 克 尔 变 换 , 使 求解 变 得 方便 . 


5.1 汉 死 尔 变换 的 定义 


AN n 阶 汉 克 尔 变换 是 
FG)» [7 eins cnr, 
其 反 滨 公式 是 


5 汉 克 尔 变换 DE 


fG) 2 [^ er, CO), Cent. 
EPOE n BUD BEAR 


5.2 函数 的 导数 的 汉 殉 尔 变换 


Wt F(&) 是 函数 /7) 的 n 阶 汉 克 尔 变换 式 , 记 侠 的 w 阶 汉 克 尔 变换 为 (全 )， 
则 有 


£O = | rear = - e RAO -E aaO) cuo 


{ 其 条 件 为 当 90 53 rM e PESE firo). 
ERMA- DA, UE omm E EB vega. 


og" 1 Ë la’ 站 一 
有 (= [rS cenar = - e[ S aco - tz EO]. Gm 
P 在 (5-2) 式 中 代入 (5-D) 式 ,又 有 


2n 


" | lp 
ree) T e| sstz, mG] 
3 "m 5 v 有 m" m "" 

pf df + r af 一 AD] Er)dr 二 一 ËF, (2). (5-3) 


4^ 在 4S- DW n=1 时 ,有 
[Ened = - ero. 
ü r 


其 中 FCE) = | Aar. 
5 在 (5-3) 式 中 当 mn=0 时 ,有 
+t aar =- eno. 


其 中 FE) = | gtogcnér. 


5.3 Waar AH 


LÀ A EDXEPR I Si A PRESE TX. R ER H. 
[EIER PUEROS VR RALEA TARN TARE. EO x = reosg， 
= rsing, 引 人 极 坐标 , 则 位 称 z 只 是 r= v xia y y^ 88 eR Y. JL 613z: 25 75 Ti ad, 2 
ðs oz 1 Jz T 


aet rar aar (= 
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REPERE zr = p(r), z'(r,0)- ġir}. 
试 求解 zr. 
对 方程 两 边 取 汉 克 尔 变换 , 记 


z C.) [^ sc. her)dr, 


因为 [GR S B) edr = - PZE), 


LU 
设 当 170, rs e BER rÈ 52) 一 0, 则 将 s(7,4) 所 满足 的 偏 微 分 方程 化 为 像 函 数 
Z(&,t) 所 满足 的 如 下 常 微分 方程 式 : 
feos c Z(£,1) 20. 


id 

DE - |" Ear, 

vo) - | nc Gar. 
求解 上 述 常 微分 方程 式 , 得 

Z(£,1) = A( £)eos( c&t )  B( £)sin( e&t). 

由 初始 条 件 得 Z(&,0) = AC£&) = D(£), 

2,/(£,0) = «&B(£) = VCE). 
5h ACE) = DCE), BCE) = E CE). 
[739 Z(E, t) = ( £)cos( cà) + EV C£)sin( og). 
DEED PE ALLES 


(r,t)= | eLzce 0 h(a 
= | {B8000t en) + Ewcosinc eo] uCs)dr 
ü 


6 有 限 积分 变换 


前 面 介绍 的 各 种 积分 变换 ,变换 式 的 积分 区 间 都 是 无 良 区 间 ( 有 双边 无 限 或 单 边 
无 限 ), 在 求解 边 值 问 题 时 ,只 对 无 界 物 体 问题 有 效 .为 能 应 用 于 大 小 有 限 的 物体 问 
题 ,必须 研究 其 上 下 限 取 有 限 慎 的 积分 变换 . 即 


F(s)- Js Gs, 
其 中 a,b JARA. 这 种 积分 变换 称 为 有 限 积 分 变换 . 


6 有 限 积分 变换 D" 


6.1 "HBUS'RupIESESEBURUS 92 2608 


6.1.1. f(x) ELE [0,x] E8178 FRE 9 vp GE SE Ea k a 


设 As) 在 区 间 [0,r] 内 满足 多利 克 雷 条 件 , 则 F(x) 的 有 限 体 里 叶 正 弦 变 挤 被 
n3 
F,n)z F Aasin nx)dx, 


EF n AERX. 
Fit n) 的 反 演 公式 为 


fa) = 2 DFCa)sin(n). (6-1) 
在 间断 点 “处 ,上 式 右 边 改 为 方 [A(x - 0) + fc 0)1. 


六 x) TRIB IER RAE E SUN 
Fin) = [Keos nx)dx, 


其 反 演 公式 是 
Kx) HOD + E>) Fn)eos nx), 
其 中 F.(0) = [Aejaz 


6.1.2 Æl0 rj EAAS RARE t RE Rp ad X 

利用 有 限 博 里 叶 正 弦 变 换 和 余 芝 变 换 的 定义 及 分 部 积分 法 ,可 得 以 下 关系 : 
v P3 ginl nx)da = — nF,( n). 

r pg Sf soel nx)dx = (- D^fG n) - A0) + afln). 

a [Zn nz)dz = nlf) - C- DA] - nEn). 

4 [21 scd = cw(st) (HF) - nro. 


"EP dx dx 
5 EAO = fin) = "0 = F" (a) = 0, 则 有 
| H sinl wede = nt Fn). 
e BO =f iaf O= f"G) =0, 则 有 
[e ZE eos me)dx = on Fn). 


lc POR WEM UASEGER 


为 变 摸 更 高 阶 的 导数 ,可 和 作 以 上 类 仍 的 考虑 .得 由 P OUS SI AFTA 
导数 的 变换 ,最 后 一 项 的 变换 式 不 是 同类 变换 .这 点 必须 注意 .由 P eA, ERA 
边 值 问题 时 ,选用 正弦 变换 还 是 余弦 变换 ,取决 于 所 要 消去 的 变数 所 满足 的 边界 条 
件 的 形状 . 若 边 界 条 件 为 已 知 7 在 *=0 及 *=x 处 的 值 , 则 利用 有 限 博 星 叶 正 弦 变 


换 可 以 消去 方程 中 的 2 若 边界 条 件 为 已 知 并 在 t=0 及 * = 处 的 值 , 则 利用 有 
RE Ee EMT CL DH 


6.1.3 f(x) A 3L 4E[0, a] EARE tE Eea 


设 fx) 在 [0,a1 上 满足 犹 利克 圳 条件 , 则 fO RUM U EREE 
Fn) [Rain an, 
其 反 演 公 式 是 
fíx) = 2 5 Pi(n)sin( 25) ( x 为 连续 点 ). 

在 间断 点 * 处 ,上 式 左 边 改 为 地 [Ax + 0) + fG - 0)]. 

Ko 的 有 限 傅 理 时 余弦 变换 定义 为 

Fín) = Jercoes( 255) az, 
其 反 演 公式 是 
Ka) = E ,全 Pen)oos( 和) (x MERA). 

M WEBE REAAL +0)+ A -0)). 

6.1.4 4[0,a].E d c B Pp R A ARE t R XR 


利用 有 限 傅 里 时 正 心 变换 和 余 嘴 变换 的 定义 及 分 部 积分 法 ,可 得 以 下 关系 ， 
[^ Slain PZE) dx = - ZFF (a), 
其 中 PCm 为 H a 
r |" Hoos( 513) dx = (- Da) - A0) + Ep,(n). 


o 9x7? 
其 中 下 IHR 
zj? 2 inl ani) = ET[(- 1)^*!f(a) + A0) - 8E EG. 


e[' DEAN -2(-DY'(la)-f'(0)— ze, ca) 


p Jx? 
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$ FO = fLa)- f" (0) 2 f" Ca) 2 0,RITI 


. 2 sie axx) dx = T ED 
6 Ef'üizf'lajzf' (sf (a)= 0, 山 有 
ss Ff ( LT _ SE y, (n). 


" 9,5005 
6.1.5. 特 丈 这 值 条 件 下 的 有 限 傅 里 叶 余 弦 变 找 
BUR COEUR x) 及 其 导数 竺 在 x=0 和 = a 处 的 亿 满 足 条 件 : 
( of + s) _ -0, 


其 中 天 为 常数 ,此 时 宣 用 下 面 的 有 限 健 里 叶 余弦 变换 
F(s)z MO sydda, 


H+ ; 是 超越 方程 
stan( sa) = (6-2) 
BER. 
Fs 的 反 演 公 式 是 
fix) = 22, at EUM y FED oos xx). (6.35 


式 中 的 和 式 是 按 方 程 (6-2) 的 一- 切 正 根 求 和 的 . 
6.1.6 应 用 举例 
fa 一 无 界 而 截面 为 正方 形 柱 体 的 定常 测度 问题 : 届 方 柱 一 全面 温度 保持 
- 定 ,其 余 汪 侧面 于 温度 为 零 . 试 求 柱 体内 温度 分 布 规律 . 
RO AREH BERERA n.H u 表示 温度 ,以 上 问题 归结 于 求解 目 列 
偏 微 分 方程 的 定 解 问题 : 
[seiten (Q« x «m.Oc y«mn), 
ul oo=0 ul, 0, ul, o S0 ul, = un CBE. 
根据 边界 条 件 , 把 方程 和 后 面 两 个 边界 条 件 对 x RARA ERER EH, 14 


Per) - n? U( n, y) =0, (6-4) 
Y 
E 

UC n. y) |.,79 


E * . E — Hor L "n 
UC n, v) |. Jriosint nde = — i^ - 1]. 
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方程 (6-4) WEHR R uin, y) lao = 0 
U(n,y) = Csinh( ny) CHERT A. 
Fra RIF Uy) L.. “r 1^-1],f8 


当 n AREI, Un, 5. = 0, 


当 a ARAR, UC y) = d inh ny). 
利用 反 演 公式 (6-1) 得 


4u XS 1 . . 
ulx,y) = x 2, Qn a Denbl 2n a prj (2a d y]sin[(2n + 0x]. 


52 考察 介 于 两 个 平行 平面 * = 08 x = xIBIBSTO DPA G9 L8 . A E PLANT 
面 是 绝热 的 ,初始 温度 是 plr) E ux, 0 RR) e HER, AR ust). 
WE 上 述 问题 归结 为 下 列 定 解 问题 
4 = au, (t»0,0« x « n), 
sa = u (n, t) 二 心 ， 
u(x,0) = pfx). 
根据 已 知 的 边界 条 件 , BUCH IR MER GER RER, 记 Un,t) = rues 
Dcosnxdx ,得 


人 =- ain! U Cn, t), 


U.(n,0) = (n) = 2 |" pla )eoal nds. 
3RAR E xETE BUT DERE 1 
UC n, 1) = (ne st 
由 反 演 公式 ,可 得 所 求解 
u(x,t) = 二 | pax + D a "eos nadb( n). 


例 3 试 解 定 解 问题 
u,— 0 uus (120,0« x«l), 
[s0.0- u, CL, £) = kul, t) 20, 
u(x,0) = pix), 其 中 由 为 书 知 正常 数 . 
BE ”由 已 知 和 的 边界 条 忻 ,本 题 应 取 下 列 有 限 博 里 叶 余 弦 变 摘 
Us. = fiul, teos sr) dx ， 


AHP s F stan( sl) = h REH. 
对 方程 和 初始 条 忻 取 上 述 有 限 傅 里 叶 余 弦 变 换 , 得 
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ADD -- as Ust), 
IRENY. -" zo)- [gen da. 


解 之 得 U. si) = d()et 
利用 到 演 公 式 (6-3) ,得 
u(x,:) = 之 e E oos se) p enel an) da. 
特别 , 当 plr) = wo (ORO 时 ， 
U.(s,0) = nof cos sx)dx = w PED, 


COS: COSSXY . " s E 


此 时 u(x,t) = 2 2 A - 5 VR osil 
例 4 ERA RDAS REE A 1, E Hei ERETTE x 20 Sj 
x2iBlXpyo e od y()-0, P - =0, 其 运动 方程 为 
ty a _ CO) 
Jr 422 = HC 
Hp P0 BER DE IK HE EBESE BR E ETHER TEOBHCORES HERES CL 1 是 
惯性 矩 , 试 求 yx L1. 
解 ” 和 由 边界 条 件 知 ,应 对 方程 两 端 取 有 限 情 里 叶 伐 续 宣 挽 并 应 用 6.1.4 节 的 
5 可 得 
d a^n 
-5Yn, j) EEE y (s =$ EP (a, £). 
dt i 
Hrs rst) EY, Cn, DRIEN y, 和 Pi , 则 解 上 述 当 微分 方程 得 
an? lY an? 
Y(n.t) = Mn E), 2 jsin i | eer), 


zi PUn, wsin( S257 二 包 ) du. 


eg 
由 反 演 公式 得 yGst) = Fn, Dsin( 473). 


6.2 有 限 汉 克 尔 变换 


6.2.1 ERER 


Ut 所 x) 在 区 间 (0,a) 内 满足 胜利 克 雷 条 忻 , 它 在 此 光 间 内 徇 有 限 汉 克 尔 变换 
SOUS 


F(s)- J GO Gd 
(其 中 5 PERPE J a) 2 0 的 正 根 } JEFES LEO ] Ar , BB 
UG) = FG) = [o1 Gods, 
其 反 演 公 式 是 


2x Jai x) Ep y 
fa) = ALEC) Fa (x WER), 


和 式 >， 是 关于 方程 Ji(w) = 0 的 一 切 正 根 求 和 . 
当 n = 0 时 的 特殊 情形 更 为 重要 ,此 时 
MG) =- Jiz), 
反 演 合式 为 
2 bis) 
fo) = ELFO) mp 
6.2.2 其 他 类 型 的 汉 克 尔 亦 换 


在 汉 克 和 尔 变换 中 ,* 是 某 种 超越 方程 的 根 . 当 超越 方程 的 形式 不 同时 ,有 不 同 
的 汉 克 尔 变换 . 
(DR (x) 在 (0,a) 内 满 吓 狄 利 克 轩 条件 , 且 


FCs) = [Go Gods, 


其 中 ; 是 超越 方程 
sja Csa) AT, Csa) =0 (6-5) 
HERMES oOPIISIEHURAE, 有 反 演 公式 


_ SF) — LGO 
fix) a2 g.(s- z) hlas) (as) |^ 
a* 


其 中 和 式 > ， 是 关于 方程 (6-5) 的 正 根 求 和 . 
这 种 变换 在 处 理 圆柱 体 侧面 与 周围 介质 有 热 交 换 的 热传导 问题 时 , 颇 有 用 处 . 
特别 , 当 m = O0HT, 
FG) = [fx)l se)d, 
2 53 FC bls) 
Ha AD O TT 
其 中 ; 是 方程 (sa) = sh OBER RARI 茹 正 根 求 各 . 
(2) 设 f(x) 在 0< a xc b. 内 满足 狂 利 克 雷 条 件 , 且 设 f(x) 在 此 区 间 内 的 有 
限 汉 克 尔 变换 为 
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F(s)z | COU Gi Y, Ca) - Y.Csx2J, Cas) ]dx 


其 中 Ytsx) 是 第 二 类 a Bp UESE/R oS ECL 是 超越 方程 
J, Cabo Y,Csa) -J C520 Y,Csb) — O (6-6) 
HER. RHS A/O ] os xx RICE IBI 


H,[f(x)] = Fu = | CDU. Go Y, Ga) — Ya GM Csa) ldx 
其 反 演 公式 是 
fx) = 22, x GE Fa OU, st) Y, Go) - lCsa)Y, x2], (6-7) 


其 中 > ， 是 关于 方程 (6- 6) 的 一 切 正 根 求 各. 


若 遇 到 所 要 消去 的 变数 的 变化 范围 不 含 原点 ,例如 讨论 一 个 空心 管子 的 材料 
的 温度 或 应 力 时 ,选取 上 述 变 换 较 为 方便 . 


6.2.3 AIAT Et HA 


设 汉 克 尔 变换 式 为 。 Fs) =- f A), ds, 
(Ds 是 超越 方程 (se) =0 的 正 根 的 情形 最 常见 .此 时 有 如 下 性 质 ; 
í [S] 2i - Da A) - Gs Dn >0). 


r ah | 2] - 3i A) n abioon. 
"nf. P ba) GT 


P [E idt -|] = - asf Ca), Cas) — iE re)). 
特别 , 当 n= 时 ,有 
r pf] = - o». 


20 x( £4. i 3t) = = asf( a (sa) - s EfCO]. 


若 在 边界 条 件 中 有 Ca) =0 时 ,由 


(2)。 是 方程 Jw Go) + AJ, Ga) 2 0 的 正 根 的 情形 . 此 时 有 
pn $5. TH) -awi $M) -be). 


x dx 


r 如 果 有 边界 条 件 ( d eG) ”=0, 则 有 
nEs Ldi] L AA). 


sig 
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在 讨论 扩散 现象 时 , 常 有 这 样 的 边界 条 人 忻 出 现 . 
(Ds ENTE J, Sb) Y Ca) — Ju (sa) Y, Cb) = 0 的 正 根 的 捕 形 ,此 和 时 有 
[2 2 sa 
run ( $4 L2 - 0) - pA b) - fla) - $ H,CGO). (6-8) 
r 特别 当 f(a) = fO 708 
(+ E =- fxr). 

o wey è- EG o) 

sa (S26) Ehe e 
$45 半径 为 a 的 圆 形 薄 膜 的 对 称 振 动 :假设 振动 是 自由 的 ,此 时 的 运动 方程 


PA 
Pe l 2z — iJ 
Jt ror zog 


其 中 o: = 二 ,了 是 薄膜 受到 的 均匀 张力 ,o 是 注 膜 单位 面积 的 质量 . 且 边 界 和 初始 


REH elast) 0, 2(5,0) = FG SE | 5 g(r), 试 求 位 移 aru). 
解 ” 对 方程 和 条 件 取 零 阶 有 限 汉 克 尔 变换 , 且 记 加 [z(r,t)] = Z(s,4), 得 
É zis.) + tls, = 0, 


Z(s,0) = | wl) ds, 
dCi) | mE [ug COR Gu) du. 
求解 上 述 常 微分 方程 得 
Z(ts,t) = cos eor" ufC Cru) du 十 sin e | s(t su)du, 
由 反 演 公式 得 


2x bor) a 
z(r,t) = x» Ga) P^ 22 ufi uojgCsu)du + 


2yr hr) | sinCest) f° 
ca? " [Jise]? ` & [ug Gnd, 


Ap 是 对 方程 hisa) = 0 的 一 切 正 根 * RA. 
例 6 两 个 同心 期 柱 间 粘 灌流 体 的 运动 : 设 有 丫 请 流体 包含 在 两 个 无 界 同心 
哟 柱 面 之 间 . 它 们 的 半径 分 别 为 a 和 6, 内 柱 面 固定 不 动 ,外 柱 面 以 固定 的 角速度 


a 突 的 开始 旋转 , 求 由 此 下 起 的 流体 的 运动 规律 . 
解 ” 设 v 是 流体 在 瞬间 :的 速度 ,jy 为 运动 粘 谐 系数. 问题 归结 为 下 列 定 解 问 


题 
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y ] Jy v ] dv 

cvy der v _ L ereh t0), 
ap * rðr po = pd (< ) 
9$1,,, 70,21, 5 = cb (20), 
TET) asrab). 


XI AERE n2 10 EIRTCO-6) x CU 02 E Bi , B] 
b 
A [elr ]=¥fs)= | rmi riis) Yisa) -Yifsr) sc]dr， 


则 有 
Fy L Jy 1 dp 
diera rl mlga 
因 v|,.,70 中 ín b 
由 = 上 时 的 (6-8) 式 ,有 
oh BG - sj Vi s Dm eG, 
于 是 得 到 ~-- 阶 线性 微分 方程 
| dV JiCsa? 
| PRECES rest 
yu], s =0 
求解 上 述 一 院 微 分 方程 ,得 
hy Jj sa) -res 
Vut s, t) = g EOS -e " ), 


由 反 演 公式 得 


E IESNES n. 
olrre) 229b 2 Pea) — R7 * Ye GO Yi(so) - ha) Ya Gr?) 


其 中 e REPÉRER GO Yu Ga) ~ YyGsb)h(sa) = 0 的 - 切 正 根 求 和 . 


再 由 n = 1 时 的 (6-7) 式 与 (6-9) 式 ,以 上 结果 可 写 为 


ms r hCsa)JC sb) ent 
v(r,1) = ee 二 ;j- 2«b 2. pn) EG ht sh) ~ 


ch Csr) Yisa? — YiCsr)JiCsa2). 


6.3 UE Lx 


取 勒 让 德 多 项 式 为 积分 核 的 积分 变换 称 为 勒 让 德 变换 . 即 
FCn) = | 9. G0 fGOx. 
其 中 PLOO 79 n 次 勒 让 德 儿 项 式 ,n 为 正 整 数 ， 
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F(n) BS BR 
fo = AD On « DFGÜPB,G). (6-10) 
如 果 变 数 的 变化 区 间 为 (0,1), 则 选取 变换 
Fl2n + 1) = | Panada, (6-11) 
EÉ F(2n) - Je. GOfGOd»., (6-12) 


其 中 (6-11) xm Bib o8 zr E (6-12) 式 叫 勒 让 德 偶 变换 . 它们 各 自 的 肥 演 公式 基 
f(x) = dn + P4, G) Fn + 1), 


F(x) = 7 + Pn (Cx) F(2n). 
6.3.0 勒 让 德 变换 的 用 途 
勒 让 德 变换 可 消去 微分 方程 中 形 如 六 [ (1- a? 21 | nos tm 


"| 2| |a 0) ŽE] p Gods =- n(n + DFC), (6-13) 
2 f zl (1 — x^) ef P, ui x)dx 

-(2n + DP4CO)L/),.o - (2n - D(Gn €2) F(2n € 1), (6-14) 
”| afa- e) SE) Bads = ~ PaO SE] - 2n(2n + 1) F(2a). 


(6-15) 
例 7 带电 盘 产 生 的 电场 : 设 圆 盘 的 半径 为 1,w 表示 平 而 问 盘 引起 的 电位 , 选 
权 回 盘 中 心 为 坐标 原点 ,z 轴 方 向 说 了 略 盘 的 朝方 向 .问题 归结 为 下 列 定 解 问题 : 
Ie a zr "ET 


axi* De + oa” 
,| = WOO «cs <l, (6-16) 
ðv 


Jz =9r> 108 Eg XE HB: -203]ED. 
解 ” 选 取 扁 球面 举 标 (yx,&), 它 和 柱 面 坐标 (7r ,zx) 之 间 的 大 系 为 
二 J 以， r= {1 ga 8). 
在 扁 球 面 举 标 系 中 , 原 定 解 问题 (6-15) 化 为 下 烈 问 题 
i (1 -45$: * 3d (l+ e)5:] = 0, 


2y 
Pleso 7 Pang, | Lco 


对 上 壕 方程 两 边 取 勒 让 德 变 按 
l 
V n) - | XO 
由 {6- 13) 式 得 


- nin D VEn) + (1803: aP Gd =0, 
即 s[asezaco] «seo. (6-17) 
N33 9 AR FE D | 
MEME Pug. (6-18) 


Fan Ld - 1" 得 


NOT = D. 


当 n ER, AH PLC = 


w a-OHT, | pd = 2. 
由 [6-18) 式 知 , 当 有 >0 时 ,Vln) =0; 当 =0 时 , Vin) = 2w, 因 而 知 (6-17) 式 应 是 

a ase] =o. (6-19) 

HA £— e E, V(0)— 0, 8 7r f (6- 19) TS FREIE U A SIE PE PER 
FiO) = areeote. 
由 反 演 公式 16-10) ,并 注意 到 当 m>0 时 ,Ya 20,24 a=0Bf, V( n) = 2v, ERE 
2 vp 
yoQ amcoti. 


关于 在 平面 zx=0 的 一 个 圆 形 区 域内 部 和 外 部 具有 不 同形 式 的 村 空间 :>0 的 
边 值 问 题 ,可 选 勒 让 德育 变换 和 侦 变 换 . 如 染 在 平面 : = 和 上 的 圆 形 域外 部 给 出 节 
未 知 函数 值 , 则 选 奇 变 挽 ;如果 在 圆 形 域 内 给 出 未 知 册 数 的 导数 秆 , 风 选 偶 变换 ， 


7 Z 变换 
在 连续 系统 中 ,常用 微分 方程 描述 系统 的 特性 . 贿 里 叶 变 换 .、 拉 普 拉 斯 变换 等 
是 求解 微分 方程 的 简便 工具 .在 离散 系统 中 ,常用 差分 方程 描述 系统 的 特性 ,而 Z 
变换 是 求解 差分 方程 的 重要 工 其 . 它 在 现代 科技 领域 中 1“ 为 应 用 . 
7.1 BERE JE] ER EX 
所 谓 离散 时 间 函 数 ,在 工程 技术 上 就 是 离散 时 间 信 和 导 . 它 既 可 以 是 计算 机 中 所 
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用 的 纯粹 数字 依 号 ,也 可 以 是 某 些 系统 中 的 连续 信 
Co) 号 经 采样 而 得 的 数字 信和 号. 在 许多 离散 系统 中 ,其 
信号 流程 是 考虑 在 c 的 离散 值 上 ,通常 是 在 nfin 
=0, +1, +a n-0,1,- 2 E, T RAEE. YE 


ESSE 采样 的 数据 系统 中 ,7 一 般 是 采样 周期 .从 理论 上 

| 二 说 ,采样 间隔 可 所 不 相等 .但 实际 处 理 时 ,一 般 假定 

o| f2T3f- 4T ” ”采样 时 刻 是 等 间隔 的 , 且 常 取 T-1. Hm aT) x f 
( n). 

Hd 7-1 在 图 7-1 中, 时间 函 数 CO REESE dE := 


aT 处 采样 所 得 的 函数 值 为 离散 时 间 函 数 f RT) C. = 0,1,…) C aT) ERE RR] ETE 
信 上 都 是 经 过 量化 了 的 信和 号, 且 可 以 用 数值 序列 来 表示 ， 


7.2 Z 变换 的 概念 
B fn) 为 双边 序列 (n=0, £1, +2,00, ARA 
Sort (2 为 复 参量 ) (2-0) 
在 = MAC LRL Bc HD ECT). 所 确定 的 函数 , 记 为 F(z), 即 
F(z) = 2 et. (7-2) 


F(z) Egg f(n) 的 Z 变 挽 ,并 且 记 为 ZLA n) ]. Bp 
Zif(n)) = F(z). 
而 Pa) 称 为 FCD 的 道 变换 , 且 记 为 
Fln) = Z[FG)]. 
由 (7-2) 式 所 定义 的 Z ER BRAGA Z ERR. 
车 fn) 为 单 边 序列 , 即 n = 0,1,2,- lE F( n) b EREA 


La 


F(z) = Dn" QGONNSE,. EDO (7-3) 


且 称 为 fn) 的 单 边 2 变换 .实用 中 , 单 边 2 变换 用 得 较 多 . 
pii 确定 下 列 序列 的 双边 ZER Rue. 
lé(n), 人 3 
其 中 in) 为 单位 脉 串 函数 , 当 上 = 0 时 ,Sai = án R ORT (n) = O. 


解 PF20- S (n) 21 (全 平面 )， 
2 F(z)- S gn Dre = zr ‘|=z1> 0), 


3 Fíz) = S sna Dr*- zd (Izlim0O). 
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例 2 求 下 列 序列 的 Z 变换 . 
POr sel, Pala, HEY, a x 0). 


解 PF) = Or) 
a=l 


n=t 


Ir 


-I 
-i (Ezl2iri). 


P Fiz) = S a"r” = 2G) - p" (E zl» a). 
nal nail 


7.3 Z 变换 的 收 襄 半径 及 其 水 法 
Z 变换 式 是 -一 个 复 变量 函数 项 级 数 ,这 级 数 的 收 黎 作 , 即 z 变换 的 存在 性 依赖 
于 fin) 的 取 值 情 况 和 Z 的 取 值 范围 .为 便于 说 明 级 数 (7-3) 的 收敛 范围 . 作 变 撞 ， 
令 & = 十 ,因而 


FG)» P(E) = SAE. (7-4) 


XE ERAR, BS n) DES 1-229935 a BRSER 
时 ,级 数 (9-4) a H 161 2 et AARM. 


对 :而 言 , 则 是 当 1z 1> $ = 只 时 ,级 数 (7-3) ARM R 


时 ,级 数 (7-3) 发 散 , 即 Z 变换 不 存在 . R 称 为 级 数 (7-3) 的 收敛 半径 . 
HAEE RR 的 求法 : 


L RRRS DA n) E 


MSA n) 的 收 化 半径 为 


i 人 人 < 了 区 十 加) 
R = fo (120, (7-5) 


+% (Pn). 
2 设 级 数 为 这,f(n)z-", 若 
lim "MITES l, 0xliueoc, 


x ch 


WS y): 的 收 伍 半径 为 
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! (0 «c Iz 9), 
R= | (120, (7-6) 
+ = (I = 十 e), 
EA: 07-5), 0-6) 式 只 适用 于 非 缺 项 级 数 . 
例 3 RARD n^ lc OE RR, 


2n*l 


p Artt) 2" 
# R= lim fn) | = aa » = 2. 


ma ETA Z drin iu Sob. 


te ZLK n3] 22 e, Ta.) 


r ZI n)] = > Ct, 


解 CLER BHSHERORRUR. 不 能 直接 用 公式 (7-5) 28 (7-60, Bi RE GAP DT 
T wd TE : 
g ^69 


nl Y. d 
IUe 


2i) 


T lim n 4 LY 
tim (2( n t D 


- li (n 4 l)? | 22 PET 
= -EDET 1 MEE 


Ax 3 ap ute K > 1i, Biz! i> 28],Z HEP (rk, HRA EH R = 2. 


(n " 2)" t D") QUUM 
nel 
ey l?s ell 


elz? l> BE ui 1> e 时 ,2 EB ÉEdE ARAKA et. 
7.4 2Z 变换 存在 定理 及 收 做 域 


7.4.1 过 变换 存在 定理 
若 存 在 数 N > 0, 员 > 0, 对 于 数 M 0,8 
Lf(n) lx MR { 当 n zm NS 
成 立 { 满 足 此 条 忻 的 序列 FC) , 称 为 指数 阶 序列 ), 则 FD = 之 Kajz 在 1z1> 员 


Vase xpi SR , 即 2 变换 存在 . 且 F(z} 在 1z1> 上 内 解析 .上 述 定理 的 条 忻 是 充分 
必要 的 , 即 非 指数 阶 序列 不 存在 Z 变换 . 由 上 述 定 理 知 , 萎 存 在 一 点 ue. 级 数 
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As" ABE. WARD fnnt TELF z dul zo db zy x 0) ARR. TEIL S 
内 没有 ZER. 若 找 出 了 Fs) Hg Er XAR. ARTES FD R A E. 因为 


F(z) = 2G E ER 0B Je DR T i CECI E IRE. 
例 5” 设 序列 fn) 的 Z 变换 为 
Fiz) = 一 于 + 二 +1 | 


G- DG 396 «aV 
uai Z WEM SE. 

解 za =1a2=- 了 ,=32ia=- 当 是 入 2) 的 4 个 奇 点 , 除 此 4 个 奇 点 外 ， 
Fa 在 全 = 平面 于 解析.z = + 证 是 离 原 点 季 远 的 奇 点 LR FOOD 上 只 有 在 1z1> 2 
时 ,才能 表示 Z 变换 . 故 2 变换 的 收 伍 域 为 1z1> Rsg, AAE E., 

7.4.2 ”双边 Z 变 搁 的 存在 性 和 F(z) 的 解析 性 


ru ü x 
因 F(z) = DAD” = 2A + Sfi 


BRB DOS n) ol ROS 1z1> RA% > X n): RAR M | cR. 


n- 一 


EG e RU F(z) BARRY Ri elle Ra tl FG) 在 此 范围 内 解析 . E 
R,» Ra, 则 双边 Z 变换 不 存在 . 


7.5 ”常见 序列 的 Z 变换 


(0 单位 脉冲 序列 — X8] 1 中 的 Ie. 
(2) S& (i EKF D 
| (n5 zx. 


ula) = lo (n < 0) 


lala] = Dala 2 > eL sp it» D 
n = 性 nm 一 心 - m 
(3) hdi RUT 3 
a onzüO.a»0. 
UIS (a < 0 


ZUG] - D (ant - = f (1z1> a) 


i 


特别 ， zle]: {lzl >e). 
{4) 单 边 正弦 序列 
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sin( np) (nz-0), 
rosia (n «0). 
Z(sin( nos)] = Z( eoe m) =+ z -| 
zsina 


z! — 2zeosag + L’ 
ARAFA 


cos( nog) (nz0), 
fo - [5 B (n «0. 
ZUG] = z[ £282] - 3 


MIA 


z-e" z-e "b 


- z( — cowo) 


zcoswn+ 1 
(的 单 边 斜坡 序列 


[5 (»20), 
COLP (n«0). 
Z[f(n)] = Zr -4,2 


一 十 … 十 
z 


z "E . 
因 G- DZE) e (4) + (+) + 
名 ZLfG)] = Fa) = —a 


(z-1X 《1z1 » 1. 


7.6 Z 变换 的 性 质 


7.6.1 线性 性 质 


设 a ,PB 为 常数 , 且 
Zifra) = Fite) (lzi » Ry). 


Z[fÉ(n)]5 Fala) Clzl > R), 
则 


Zlafi( n) + Bn)] = aZLfi (tn)] + Bl a)l 


=aFi{z}+PF(z) (Clzlo» R= max( R, R2) 
Z- [aFAC) + PFa] afiÉ n) + BfoC n2. 
Di6 求 序列 Fn) n- b(b 为 常数 ) 的 Z[ fn]. 


M ZID) D- ba = 2-2," 


b 


z-1l 


T (z-1P7 


7.6.2 LAZE 
(1) pat nmn 设 Zlin] = FG), & NEH. 
ZLf(n + k)] = aro) - goose] (1z1> R). 


当天 = 1 时 ,ZLAn+1)] = dL FG). "o)l. 
H k = 204, 2Z{ fin + 2)] = sr) Af) h. 


a7 Relo lasa: 
解 azl = 之 下 = 216.4 
由 位 移 性 质 知 
acl - ze - AO)] = zlet -1] (izI» 1). 
z| cial = Fz) g(- KO) 


上 
= zer -z-z 【1z1 > lj. 


(2) 向 右 称 { 延 迟 ) 设 ZA] = Fa). k BE SE SS Li 
Zlín ~ k)uln- k}l = z*Fla). 


AB GR Zl(n- 2)u(n-2)]. 
解 ”因为 已 知 Zla] = 全 和 
故 内 延迟 位 物性 质 (7-7) 式 , 知 
Zi(a ~ 2)uln -2)] = 2 Fener 
7.6.3 有限 和 定理 
üt Zifén)] = FC (1z1> R), 
则 ZA = 2) zi» max( R0. 


例 9 eln) = E Zl g(n)1. 
解 ” 因 Zial - 六 -入 ,由 有 限 和 定理 得 


(7-7) 


r 
和 2 
Zlg(n)] = 73 = = Ug qu 
(1zl1» B. 
7.6.4 mW EE 
设 ZL n) ] = FC), Bl 
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f(0) = lim Fiz) (I zl1» R). 
推论 — Z[f/(n)) = F(z), 则 


FD = mz F(z) - Ši nm)zrs] (i zd» R). (7-8) 
Hid k-20,,2. 
由 此 推论 可 知 如 下 结 


I? 如 果 FCD RAMRAM., HAr) -0(r290,LU2..k — D.C < O0, Ut 
F(z) 的 分 母 和 多 项 式 比 分 子 密 项 式 高 直人 次 ， 

r 如 果 F(z) 基 有 理 消 数 , 则 可 以 根据 它 的 分 子 分 母 的 最 高 方 的 次 数 ,确定 
F(z) 所 对 垃 的 fr) 有 客 少 个 始 值 为 替 ( 妨 果 有 始 值 为 零 ). 如 果 AD) 4 0, M Fiz) 
的 分 子 与 分 母 的 最 高 次 数 相 等 . 

3 infe n ma) 的 Z AtA Fi), MAT AR IRF FC n) 的 值 . 

Bae ERGO F(z) = EHE jo) joo 2.40). 

解 ” 因 Fz) 的 分 母 比分 子 高 2 次 , 故 知 

fO) = A(1) = 0， 
洽 由 (7-8) 式 , 可 求 出 


w E 
AD = limz'l Fz) 一 Go = [im 六 PUE :d = 了 2， 
了 na J z= 


D» 
f) = limz'E F(z} - MG] zomr(FG)-2:7] = di. 


7.6.5 终 情 定理 


设 Z[f(n)] = Fie), H.lim (2) FE, 则 
lim Cn) - lim(z - Fz) (Izi» R,R g1). 
注意 ;这 里 Rel, 如 果 R»1, “点 := 1 不 在 级 数 收 敏 范围 内 、 极限 没有 意义 .其 中 
z—1, iR ;=1+ elRes > 人 0) ,而 8 一 0 的 形式 
如 果 Fz) 是 z 的 有 理 函 数量 有 极点 p(ti= 1,2,… ,上 ) ,网 原 点 肛 离 最 远 的 极 
点 p(1p1 = mex bp EERBAAR =R E. 这 种 px UR OE S 
im (OMERA EAR. 其 中 的 关系 如 表 7-1 所 示 . 


AU BADDE 《a 为 常数 ), 求 lm fn). 
rzü + n—t 


解 2ZLA n)] = Ftz) = De. 
由 终 值 定理 得 


D] 
z 


三 t 


lim f( n) - lim(z - 1) Fiz) = limze 


s __. 


a An d 


则 


其 中 


ER 


而 


则 
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p AIMER 


np 的 重 数 上 i f n) 的 性 质 


pi< 1 kæl 0 
k=l WO A Ve 0) 
1p1= 一 一 一 一 一 一 
row 
Ipls i, lmp) «0 1 Pn 
三 ni = ` 
Lino tme ones 
dpi» bimtp) s 0 tm 
Ipl» lmtp) #0 PUE P 


Bia 设 上 nr) = (- DAN lim fn) 不 存在 . 


但 Aad] 2 K- DJs- = PORE, 
lim( z -bpF)- na- = 四， 
这 说 明 终 值 定理 的 道 定理 不 成 立 ， 


7.6.6 周期 序列 的 Z 变 撞 


设 fCn) 是 以 点 鸭 周 期 的 单 边 序列 , 即 上 n+i = n(n 这 四 上 为 自然 数 )， 


ZA n] = FG) = yt- Aiz) zi> 1), 


F(z) = S rt, 
示 在 第 一 个 周期 内 n) 的 了 变换. 
例 13 fin) -(-D" (n > 0), WR Fis). 
解 显然 An) Ek = 2 为 局 期 的 周期 序列 ,由 (7?7-9) 式 得 


Fiz) = (2), 
in | 
Falz) = DQ- Dz = AC De sll- De's l-z, 
+ 三 内 
Fiz) = 3 zx D = 一 1 
7.6.7 e c dc dE ES 
设 ZA nd ]= Fiz) ilzl> R), 
- _ dFiz) 
Zlna f(n)]2 -z d {lzi » K). 


(7-9) 
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推论 ” 沙 引 进 算 子 符号 


- d 
P= -zj 

EF! d d d d,a Ë 
P=- T *dr NM 4*5 dz?" 

B id ; P 
D = -= 下 HE ál-- -5 ast 


Hi 2[ fn)j]= F(z). 则 有 
2[n in)] 2 DL FCz)], 
Z[n^f(0)] 2 D F( z)]. 
Z[n'f( n] = PÍ FCZ2]. 


Z[ n'f( n)] =D FCz)]. 
例 14 if n)= ulna), HA 


Zlu(Cn)]- F(z) -— (Izl » 01, 


fib 
Zlmi(n)] * -AUO e - e zal nuu py roD 
7.6.8 fd) 
& Z[fn)]ze Fiz} (1zl> R), m 
z[ &2] - =- x CP F(x)dx (k=l). 
7.6.9 尺度 变换 
(D 时 域 尺度 政变 i 2[ Fn)] = FG) (0z1» R), 为 任意 正 整 数 . 定 愉 序 
列 
.R n= mk 
sm AE): (m-20,1,2,7), 
0, mk«nz(m«lk 
pij 
ZLg(0)1- FUA] (Izl > RE). (7-10) 
H15 设 有 序列 g(a) =1,0,1,0,…, 试 求 ZL8fa)]. 
A A 


«o PUT iid (mz0,1,2,77), 
0 
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而 


由 {7- 10) 式 可 得 


Z[gtn)]= F(z)- ERE (1zl» 1). 


(2) Z 城 尺度 改变 i z[/GO]z FG) (al> 8), 是 木 等 于 零 的 常数 , 则 
Zlay(n)]= F(Z) {|zl> lal 8). 


7.6.10 差分 性 质 
设 Zl n)]= Fiz) (zl RR ,上 为 自然 数 , 则 
hzZ[Ar(n = G - DAFG) - 29 G — DAO). 


P z(v5)) = (22) FG. 
KP Afta) 2 f(n 0) - fn) II BIE2E ^7 , 
Af(n) - AAfCn)) = A(f(n e D - f(n)) = Afín D- Af( n), 


ASA) =A fU D -AIA n); 
VfUün) 2 f(n) - fín - 由, 同 后 差分 ， 
Vi n)-V(VfCa) 2 fin) - f(n-D]s Yn) - Víln- D, 


P 


V Cn) S VF V( n) -V*- (n - 1). 
7.6.11 ÄP 


这 里 所 论述 的 是 离散 序列 的 卷 积 . 它 不 仅 用 于 求 某 此 晴 数 Zw, mH RT 
以 将 离散 系统 之 间 的 输入 和 输出 之 间 的 关系 联系 起 来 . 它 人 建立 了 时 域 与 复 域 间 的 
联系 ,在 离散 系统 的 分 析 中 起 着 重要 的 作用 . 

(1) 卷 积 的 定义 

i* fi Ga) AO RPRET TERI, HM n «OR. An) = fyl n) = Q, Ulf 


SAO - k) 
为 序列 fi CO 和 COO HERA fiU * fO) L B 
AGO) * AGO = PAGO - kt. 


卷 积 满足 以 下 运算 规律 : 
LEE Almh) = pln)y* f(tn), 
> 结合 律 f(n)*LCGD * AGO] = LAGO * OD] hinh, 
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3 对 加 法 的 分 配 律 

fin) * [Cn + Alm} = fin) € Cn) + fin) * CR. 
Hise Ala) = (0.3),5(0 = (0.5"*, n > O, BOR A * Cn). 
EO HEREA 


Kn) = film * hln) = 2 OA - &), 


AO = AOAO) = (0.3) (— 0.5)? = 1, 
fü = AWAD à AMDA) = (00-0. € (0.3(0 =- 0.2, 
KD = AOD + ADAL) + AO2 6(0) = 0.19, 


(2) EFEM 

设 ZLAC] = Filz) (E zl> R), ZLAGD) = F) O zi> R2 RI 
Zlfi(n) * pein] = Filz) Falz) (Izi> R= mal Ri, R2)). 

例 17 BA = ula), (n) = e"u(nD) OR ZLÁCD * £C()]. 


R IH ZLAGO] = Zluía)] = 一 (1z1> D, 


Z[p(n)] = Z[e""u(n)] = ž 7 Clzl> el), 


z- È 


由 卷 积 定理 得 
zs 
ZUA * &(n2] = Filz) Filz) = CI ey 
{| zl> R = max(l,e') = D. 


7.7 ZE% 


AR OZ 族 变 换 的 方法 主要 有 4 种 : 反 演 积分 法 RAREN TE AARAA: 
利用 卷 积 定理 . 


7.7.1 反 演 积分 法 


EE BFE: > RAH. BÉ Izl> 
及 内 只 有 有 限 个 极点 办 (人 = 6,2,7,1), W 


fin) = ire 二 > Res[ F(x) Z7! , z] 


(7-11) 
Hp C 是 1z1 > 上 内 任 一 条 包含 所 有 极点 的 闭合 曲 
线 且 取 道 时 针 方 向 为 正 辣 .如 图 7-2 Ps. 


_— (r+1) 
lk 7-2 例 18 X Fla) = ep (1z1 > 328 
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逆 变 换 ， 


解 mro UL D Um za Msc 1 CEPR 
用 (7-11) 式 得 


f(n) - Res[ Fiz) zz 一 3 « Rel F(Éz2z77! 221] 
-3"—n-1 (nzm0). 


7.7.2. FAHR TEE 


TRE 站 z) 在 收敛 域内 ,可 以 展开 成 z "形式 的 震级 数 ,上 于 展开 形式 的 唯 - PE. 
根据 2 变换 F(z) 的 定义 , 知 : "的 系数 就 是 f(n). 此 法 的 关键 在 于 将 f(z) 表示 为 
Fiz)= fi) e Fol)z + FD) tt fm) + {7-12) 
如 果 对 道 变 换 式 不 要 求 写成 统一 的 表示 式 , 或 者 内 发 将 信号 表示 成 -系列 的 
采样 值 , 则 用 知 级 数 展开 法 特别 简便 . 
下 面 介绍 儿 种 求 帘 级 数 系数 的 方法 ; 
(D XP F(z) 可 以 表示 成 (7-12) 式 的 形式 的 窜 级 数 , 生 丰 1z1 > RAP S. Sl] 


fU) = diim EGO (Izl > R), (7-13) 


其 中 上 =0,1,2,*…: 
$19 HE F(z)zz^" (zi> DRK in) = Z IULEN. 
解 在 lz1>1 内 ,FIz) 可 对 z-! 求 任意 防 导 数 , 且 易 知 


lim EAE) o (rék). 


A p= kART, F C) = k! A7- IDAM 
fu) 23 - ios [1 =R 
on 10 (nzk). 
(2) BE F(z) 可 以 表示 成 (7- DRAE, f 
f(0)- lim F(z), 
m CD; 2 dG 
其 中 
Gofz) = Fiz). CI(2)= 2 E sUOGo)-Tz 46.0 


dz 


$820 U FG) 2 Oz » D, BOR Aa) (n=0,1.2). 


解 J0) = lim F(z) = lim =1. 
因 =， a 


K0- Ge 4L 


G- P7 
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X 


dez) ad -1 -2z 
GG) = z 73, :23(c)- fz- D’ 


故 
A2)= GU lim z? 
继续 作 下 去 ,可 得 六 rn) 的 各 值 . 


G) & FG) = 台 全 (分 子 与 分 母 的 最 高 次 方 相等), 其 中 PG) = Dope, 


QG) = 2 则 


Az -| 
(> 一 1 ' 


POF Po， 
l Ü 0 Po 
ĝi 1 ü Ü pi 

Jin) = 2 qu 1 tt 0 pz (n zl, (7- 14) 
dn a-l dn-2 U Qi Pn 


fin « k) =- 24K + k- jiy (k zm d. 


021 i F(z) = Lea ek OX = 0.1,2,3,4). 
解 由 F(z) 的 所 给 形式 知 


Po = lp =2p = 0pm = ligo = Lgi- lyp 6 3, s - 0. 
由 公式 (7-14) 知 
f = po = 1, 
1 po 1 1 
AD -|， M ES 
1 0 p 1 0 -i 
f23)2!q 1 p[z|-1 [ 2| =Ù, 
qz 4 P 3 -1 0 
i O 0 po 1 0 0! 
a 1 90 p l l 0 2 
A3 = qa 49 l pj B -1 10l i 
n q2 7 P3 0 3 -1 1 


f(4) =- > ;wma- j =- [6 1)(- 8} + (3X0 + (0)(3)] = 


(4) 用 长 除法 求 需 级 孝 系 数 (9). 所 谓 长 除法 ,就 是 用 长 除 运 算 求 得 F(z) 的 
各 级 数 展开 式 . 仍 用 俩 21 说明. 
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.3 i 
对 FG) = 2827 用 长 除法 得 
了 一 
1+3c — -8:?j-8gj*— 


z -az ad: .-2s + iI 
S-— 于 +3z 

3z -3z+1] 
3z -3z 49 
-$ 

-848:!-24:7 

=- 8z^! + 24:77 

L8: + Bi -24z — 
16:77 + 24z^! 


故 
A=, KDs3, f22)-20, f(3--8. AA) =-8. 
用 长 除法 所 得 结果 与 例 21 的 结果 一 致 . 
(S) 利用 已 知 函 数 的 圭 级 数 展 开 式 求 寡 级 数 系 数 IC 
W2 E FG) = 67 BE (n). 
解 AM e ARR SURIA, A 
Fiz) = ez - zcÓ - > "ib 


PE 


fin) = ee 


7.7.3 部 分 分 式 展 开 法 
在 应 用 中 ,序列 的 Z 变换 F(z) 常 是 HARRAH, a) 的 表示 式 为 
- ba" + b, az" + biz b by a Pala) 
FG) = ag! + ajz) 4 o H auz ap EE (G > m). 
将 OF D) ERRTIAZA, AREA A EMI E, EE E A, E 
得 所 求 的 fn). 
x z-z:-3 H -3m "- " 

HB wFD- z + 6: .llz Lo RE m = 2,1 3.m < LER fla). 

BR O(D2-2z-.62424115z46-2((z4232GGs 3G ID, 

i FG) = 一 + -5 + C. LR 


zl z+2 z+3 
5 [5 


"E B-2-9, C= 了 ， 


4 = 
因此 
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Bi 
3.1 5,1, - l - 5. a-i -r 
2 41] 2 zc T Md ty 3C» Ig, 
! L n^2n-l,-A 
-9?;:4.27-79? 4^ ET fos ta^, 
lt n= 
5, 1.15, 1, 1. Vv ayant, 
2/2237 2/54 1 3*2;3CU0 aetan, 
+ F4 
故 
FG) - BE D a ome Bo emm] x 
azl 
因而 
fín) = $t Dei g- pD»27t. Be D'3*! (nz 12,-), 
0 (n z; 0). 


824 F) = 35 ok (0. 
解 0 
PP (z) z z 44,1 = m. 
因 1 = 严 , 先 用 除法 变 成 整 式 如 真 分 式 , 即 
2 一 了 
Fiz) = !-tz-0G.3' 
再 设 
25 一 了 | A- B 
G7 UGH)7:-1T Ga 
用 比较 系数 法 定 出 4 = - T. B = vi ,从 而 


s 1 Bi 
Mo) =t 4z 174 248 


= OE + ix 十 Bs D3vc'z 
- Dae" + > Š aa- Ds" 


+ > B. D3"*! un - Dez? 


- Dla + | 


7 了 变换 * 509 - 


JEn) = Sla) + Žula - 1) + Da n7! u(n = 10) 
(n = 0,1,2,4). 


7.8 Z 变换 在 求解 差分 方程 中 的 应 用 


了 变换 方法 在 脉冲 -数据 系统 理论 .信息 论 . 数 字 滤波 紫 理 论 以 玉 离 艇 马尔 可 
夫 过 程 等 离散 系统 性 能 分 析 中 都 有 广汉 的 应 用 .下 面 仅 就 用 2 变换 求解 差分 方程 
作 些 简 要 介绍 . 

H 2 变换 求解 线性 时 不 变 离 散 系 统 的 差分 方程 , 主 显 基于 Z 变换 的 位 称 性 
质 . 因 此 性 质 把 差分 方程 转化 为 代数 方程 ,从 而 达到 简化 计算 的 目的 . 

$425 求 齐 次 差分 方程 

y(n*2) *2y(n- + y(n)20 (Cnz0) 

在 初始 条 件 y(0) = 1,yCD = 0 下 的 解 . 

M 记 Z[y(n)]= Y(z), 对 差分 方程 两 映 取 Z 变换 ,得 

[2YG2 - 2y(0 - z(D] «252Y€2 - zy (0) T+ YG2] = 

Hr ATEFRLA #RE Y Cz), 18 


fH X 了 变换 表 得 土 式 的 道 变换 为 
y(n)2(-1)*(1-n) (nz0). 
例 3 求解 非 齐 次 差分 方程 
y(n*2)42yCn t D * y(n) zl, 
HARF v(0) = 1, (1) - 0. 
解 ” 对 方程 两 边 取 2 变换 ,并 记 Z[ y(n)] = Yi), FRA mR 


[2 Fiz) - 2] + 2l le) -了 ] + Y(z)-4 一 d. 
解 出 


;+ z 2r 
{z+ DI (z£1Y 


Yiz) = 


对 上 式 两 边 到 了 变换 , 且 因 


Zz- [225 NT] =(-1TD)"(1- n), 


H o7- z 
[cac wl 
l .2a(-D^«(- 177! 
三 4 T 4 ` 


fos zz Lc) S Co nha co eL 4280 0 CL D^ 
-D - 2e), 1 (nz D. 


由 上 式 知 ,( - 1)* (1 - mn) 是 所 给 差分 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 解 , 而 
CD 二 吓 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 
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情 里 叶 积 分 变换 表 - 5l ， 


情 里 叶 积分 变换 表 
^t TERRY CO 像 是 数 Fia) 
| TES QU 
Qo, 其 他 T ty 
2 uiie” (B > 0) Erer 
3 y 3409 
| TE 
5 t | w l 
0 Dod» em 
I È 21 
i "E e 
7 {Seo net), l: le- sem eil 
+ 
o, 其 他 (a ~ wo) <- (e+ m) 3 
8 8C) 1 u m 
9 eh MEN 
Hu age —— Gio" o 
12 a" (t - c) Cim)" ee 加 
2 2 
3 p 22 9(« - m) 
l4 zb lw + wg + MG - wo)l 
15 sini gt) iml fw 十 wg) = Alw - wol] 


16 22860) LL 
17 2rió' (w) o BEEN 
I8 mia (w.) ^ 

19 Irl w- a) BE 


| 
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ZT 


32 


33 


35 


LA^ T I 


utt) 


uit - c) 


u(r) 4 


OER 


a t)sint at} 


u( t)cos( at ) 


uC Dd" 


u(t -= cje" 


uitje. 


eH Re(a) «0 


L 
a + r Rela} € ù 


i 
Tara pyi Rela) <0 


ihi 


z.D5 Rela) < 0, 5 为 实数 


EC) ,Re(a) > 0; 为 实数 


at 


sin(M). p (5) > 0, 5 为 实数 


Ga +t 


[PITT 


2xi'8 wo- a) 


t 
ID + ni 8 (s) 


( 


Tiat gl ie- a) -alw + a)] 


z e + 5l Elw — a) + lw + all 


1 
le-a) t xóa - a) 
— l -Wae-ajc 
le- a)? + ERO - a) 
n! TTE 
[o - a + mU a a) 
— 2n 
ar 十 a? 
RI 
dà 
rere! 
m DR prle- 
a 
_ ze erect + | 
a 
- zl Bl 二 eatw+tl 


博 星 叶 积分 变换 表 


* $303 * 


BRE 


编导 像 原 函数 Pi) EE TT Fw) 


3 


38 


4l 


42 


43 


45 


47 


40 


sinfi ar) 
sinh( ae)” 


ainht a£ ) 
cosh(mt)' 


coght gr} 


cosh( xt) 


1 
cosht at } 


-Kair 


-TES 


-T« üscmx 


sin(at^), (a > 0) 


cos(at!), a »0 


-- sint at), 


a »0 


2 


V3 


Singa. 
coser + cosa 


sn -2 sinh ze 
2 2 
voshw + cosa 


cas S cosh * 


she + cosa 


i lolzs 
ÜU løołļ> a 


lwl 2a 


i l 


ioral Llo- al 


Klosal Llo- al 


fte- 21). lwlg2a 


) 
) 
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拉 普 拉 斯 变换 表 


号 RHAN Ar) BAR Fis) 
| 
2 õli- a), a »0 o 
3 ut) L 
al 
4 "n. A = 0, ALL ETT 
5 ] 
s-a 
al 
Ó Pe”, m = 0,1,2,- (s - a )^*! 
8 fe, ad CEU. 
s 
? i T á 
3 
11 cosht br) Tp 
. b 
12 sinht &) 2. y 
15 e" cosh( bt) Gap E 


WE-EDEUE E E * $IS * 


AU BERSO RRR FO) — 
As + B 
17 e* [A + (aA + Bjr] ls a) 
2 n 
I3 ivo bi) (2 + py 
2 bs 
[9 tsink ét) (à y gy 
sa 
on tenshi Ae] (s gy 
25 
2L tsinh( By } GE. gn 
doa s(s? — 387) 
22 "E cost br) UG. By 
l sisl? + 357) 
y — o. l 
23 2 f cusht &t ) (s? N ply! 
t øb s a o 
oa 
A t^cos( de) (8. py 
da So 6833? V ht 
6 cosht bi) Tau" 
sin( bt) — brcos( bt) ] 
25! (s. BY 
(bi) — prsint br) s 
Hy — 2 sn (e + "E 
bteoshi br) + sinht be) s? 
2b G- pi)? 
l , 1 
cosht bi + -y bt — sinht br) (y : gy 
e a al BENE 
2-5 G-4G-6j 2*5 
M 


5 
5 a-b Ge aA "7 
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编号 REAM Ai) 


b — cle” 


(a - a- c)(5 —- e) 


3 [^ el 
p ieee +la-þje 
(a - b) (a - cM - e) 
alb - cje” 
3 (a - Be- cb -cre 
biec - ale” + ela — bie 
t la- bla- (b - e) 
alb — ecele” 
M (a - b)(a- c)K b - c) 


M c - aef + c" (a — bje" 


(a - b)(a - c(h - c) 
eibi (o dte" e” - (1.4 (a - b)i] 
s 
ar” 一 agt- [la+ b(a — b)r)e* a — bjele” 
" 


TTE 


37 


[2a6 - b + bla- b)i)e* 
(a - b) 


asini W) 一 haint ai 
38 a^ - b 
(hb) - ( ar) 
T 


asin asinCat) — bsinC bi) 一 bsin 
a 


asin(at) - bsin( b) 
Bh 


4l 


(s - es- b)? 


fR Fis) 


1 
(s — ad(s - b)(s — e)" 
i S b 5$» t 


(s- a)(s - bMs- e) 
a be 


2 

3 

(s — as bilse ce) 
ob 


| _ b 
(s - as — 5)*' de 
b 
(s-as-&y' F 

2 

z axb 


— b 
(6 e EO e b) 


D 
GI ta + 87) 


st b 


续 表 


42 


5l 


52 


EN feu RS Co 
tfe” B eme ( uh . 


Asin Au) | 


zi; (sinh bt )coshC de) - 
cost pt lsinht br) ] 


isin( Be )sinh( bt) 


3j sint bi)cosht bt) + 
coat bt)sinh( b) 


cos( bt) cosh( bi) 


zg sinht he) — sin( bt) ] 


gi tosh( hi) — cost 600] 


3j Csinh( br) + sin( bt)) 


L Ccosh( t) + cos Br)) 


to rS E RC . 
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DE 


fS ERA CIO ngi Fia) 
d. 
s ds 
r 
4^n 12072 1 
人 = 0,1,2,“ Li 
(2n) lx " s" ds 
el D$ 
Ju t2 ENT 
59 NEA KV -437À 
24 Vni sos 
& oe leto — n 
2€b - ahi V nt vVs-asvs-b 
e t 
61 T 
62 & 
gs 
63 h 
a eb 
ss 
65 epl- v sb), & » 0 
66 sel fd, 二 > 和 
d 
67 xv seh 
|] 
63 Jila b) 
1 p 1 
60 aT be" eriei b4t) R5 


EM 
70 er ere BY) ws 二 


juae jo c phe 。 519 ， 
£A 
[TTTYTS RAN EG 
"E 十 be" erfi 64r) ; 5 
cosi 5 EM à 
sU d) 7 op( 一 $) E 
. h b? 
sin ét) e - 2-) 
5 
JL sin( 2 h) E +) 
Tra b 
F expl- 2446) Ee ere( $) 
sinl bt) bt arclan " 
t 
sinh v 28tsin v 2% Lon( 过】 
Pr di 5 
cosh v Thr cos y Thi Lal t) 
vm 
cosh v/25tsin //2t A f au. sin 
39 S "A wT + in ) 
i 2b DÀ (uu. oua A 
80 ginh hee 2b (es -sin $) 
8l cosh(? / bi) - cos(2 v hi) 上 sinhf 之 ) 
2 Te (03 $ 
g2 cosh(2 v bt) + cosl2y bt) 上 oshf >) 
5 V nt ] PS á 
sinh(2 v bt) ~ sin(2 br) Linhf È 
i 2 rÈ Er G2 
sinh(2 y bt) + sin(2 v bc) | V eos -- 
É 2 vib qe) 


274 2  QqA 
s 
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rd 
REREAD TRAR FG) 


VF 
7 2 
Ja w+ 25)) bro $ E a 
s" x gd 
a L, 
i), Car) (2a) r( 此 + L) NN 
dnis? y nt 2 


梅林 变换 表 


编导 BEBA Ax) RAR Fu) 


4 ana: a 569 TO)sin( sn) 
a 
> 0 


sU Desin 
a 
i inibi 


VC s)T' La 一 
7 (L+), Rea > KaTa =s) 


EREE + $21 * 


2 REAN FC) 


ZE 


at Fut 8) 


Q0grga o 
r>a 
10 a)", De xc IX s2IXa 
x > l, Rea > 0 lís * a) 
gagi Cie sil- a) 
{x= D5, x> 1,0« Regel UCL- s) 
T esef sn) 


| dox) 
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ELE) 


SEE 


有 限 傅 里 叶 余 弦 变 换 表 ”523 ， 


有 限 合 里 时 正弦 变换 表 


ai 7s 
了 A 
5 r Egyet- Ze - {- 1] 


nn n 
4 
3 a EL b. $ 
6 x (- D s($- --) 
C] 
了 x(a^ - x) (— pr! be- 
n e 


E u? 


8 xia - x] ali - C 0^] 

9 et AS. eg ofl- CC Doe? ] 

10 ens Ex } M PSI ;l I - i- D^cesCak1], n x fa 
| tma Ü, A p m 

lI sin( 2) ， m Su n nom 


43 ER (8 EB IHE COL SE PRU 


T IS RC Cx 


f$ cR ÉE FC n) 


s. nzlü 
Ü, 旧 = | 
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续 表 
B fi Bi PR IC Cx fe E FCR) 
l, 0«*« ES 0, a 2f 
2 PNE qa» 
-i Ferca an" 4,nx]. n- L2, 
; [7 n-0 
E: 
(z)t-»-0 s-üne 
Lu an o 1 _. 
4 ; | 3 npn = Ü 
x E 
E 
LIU 0 
x 
s TES p 
ma nc L,2 
n Hn zb 
6 a 4 n 
x a (( rt 202 
kx ak a k 
7 Led Bai. ub CC D'e - 11 
8 sin( kx) z x SC D'cos( ha) - 13, ns” 
有 限 汉 克 尔 变换 表 
变换 式 FG) = [GOL Gods 


J Cox) 


2 —™ 
| Aa) = Rs) D Gg 
式 中 人 > , 是 关于 方程 J,(as) = 0 的 一 切 正 根 求 和 和 . 


Z 变换 表 


ZA FI 
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Wy s f 


ZEE FC) 
E t4 xi 
tz- 


三 上 


(z- a) 


ad M 


(z— ay 


ar + 4a + az 


iz- a)“ 


3 


VENT 


-2 n 
29 一 au, C08 全 


lz- ay 


— 44 


(z- aX 


i 
之 


(z= a) 


- 
t= aliz- $] 


oi Ma- 5) 


r 


一 - 一 LL  .- 一 ? -— ———-.-.- 
a^ sina ES 
3l a" cosn ~ 
32 (n — Da" "a, 
33 na^! 
34 {n+ Dao" 
os — 
36 "- a 
i y a = nu 


'z- a)z- 5) 


tz- az -1) 


三， 
1=~ aliz 一 1» 


iz— aMz-5Y 


tra aG 


.2 0. 
iz- a(z- b) 


* 528. 7 


47 


sl 


52 


53 


55 


57 


58 


原 序列 f, 


cost n8 ) 


sint a8) 


sin( aD. + $5 


cos( ny + $) 


a^ cos( n8 ) 


a" sin( naĝ) 


wosh{ nfl) 


sinh nf?) 


a" cosht nf) 


a"^sinh( n3) 


Raini nd) 


neos na) 


na" sin( nd ) 


na^ cost n ) 
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zZ EH Fiz) 
aa o 
{z - al(z - b)(z — 1) 


Dn o 
(z— alz- b)fz- c) 


—ozlz - eos) 
z - 2zeos8 + 1 


. zsind 
i - 2zcos8 + 1 


aing + zaini - P} 


z - 2xcosQ + 1 


z^cos$ — zcos(0 - $} 
r — 2r? + l 


z(z - acost?) 


z! — lazcosi! + a? 


z” - 2zc0shf + | 


| — zginhfi 
z - 2;coshB + | 


ziz - acoshf) - 
z! - PAazcoshp + a 


sinh 
zi — 2azcoshf + a* 


ir -= zlsinð 
(z* — 2zeo80 + 1)* 


Ca + rios — 2: 
(z — 2zcos( + 1)* 
(az! — a? r)sinÜ 


(;* — 2azcosÜ + a?) 


{z} — 2azeosÜ + a^) 


续 表 


ZERE 


ETA 后 


sian — ni eost) eoan _ naint 
"hd am sind 


T 
e( ] + cosnx + 2cosn rfj 


3t 
«b ] + cosnz 一 2cosn 4) 


. Es 
a^ (1 + cosnr)sinn FI 


na" (| 4 cosa) 


(n * Din 4 2) 


ZO EU) 


— 22 | 
(z^ - 2zcos8 + 1) 


dau 


Ps 


4 4 
2 +d 


datz? 
-ay 


Zar 
Ea + aty 
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续 表 
BUTIN f, Z UBER FC) 
"t 
n+ D(a € 2) -2: + (22è -sm 一 


z 
= 一 上 


i uu 3 /. — . 3 
n (n * Dila e 226 n 4 3) etal zn 


sinn, 
n t 


Im LA 
(z^ =- Jroa + 1) 


(2n)la" ( i ) 


(2^5 1? 


(2n)!(- a)’ (三 


(2^41Y 


' acd de oue xg. - 
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常人 微分 方程 


imo 者 钱 祥 征 
审 校 者 LER 


H 


S£- 站 (533) 
常 微 分 方程 基本 概念 ………: (533) 
LE 带 微 分 方程 的 阶 een (533) 
I.2 PE AII Ar FEC RAE 


… (534) 
1.3 ——— 

上 唯一 性 定理 ceee (535) 
—WErgia mee (536) 
2.4 ufi UAE HAR e (536) 
2.2 BEAP 66e (0) 
2.3 积分 因 于 法 二 (541) 
2.4 futt mp ME esses (542) 
2.5 一 阶 微分 方程 的 近似 久 

(544) 
高 阶 线性 微分 方程 : (546) 
3.1 高 阶 线性 微分 方程 基本 

概念 与 解 的 结构 一 …… (546) 

3.2 RURSUS ELS DR JU 
U * (547) 


录 


3.3 BE 系数 齐 次 线性 

TE RIIT =. (556) 
线性 微分 方程 组 …………… (560) 
4.1 基本 概念 与 解 的 结构 


4.2 常 系 数 齐 次 线性 微分 
方程 引 遂 解 的 求法 = (562) 
4.3 常 系 数 非 齐 次 线性 微分 
方程 组 特 解 的 求法 = (568) 
非 线性 高 防 微 分 方程 和 微分 
方程 组 的 可 积 半 型 ……………… (575) 
5.1 非 线 性 商 阶 微分 方程 
BLA pH esses (576) 
5.2 非 线性 微分 方程 组 求解 
的 两 种 途径 eeeee- (583) 


党 微分 方程 边 值 问题 ……… (586) 
6.1 边 值 癌 题 基 本 概念 cs (587) 
6.2 边 值 问题 的 解法 e (590) 
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微分 方程 基数 学 科学 联系 实际 的 主要 桥梁 之 一 ,在 体 杀 上 属于 无 穷 小 分 析 的 
-部 分 . 凡 采 用 无 穷 小 分 析 方法 研究 物质 世界 运动 状态 的 数量 变化 规律 的 , 它 的 数 
学 模型 往往 可 归结 为 微分 方程 .因此 , 它 的 求解 理论 和 方法 .被 广泛 地 应 用 干 力学 、 


物理 学 ,各 种 工程 技术 科学 .生物 生态 科学 和 经 济 学 等 的 研究 中 . 


上 只 有 一 个 自 变 量 { 在 实际 问题 中 常 是 时 间 由 的 微分 方程 称 为 常 微分 方程 ,化 
就 是 本 篇 部 述 的 对 象 .接手 册 内 容 的 统筹 安排 ,本 篇 主要 介绍 一 些 可 用 分 析 方 法 、 
代数 方法 求解 的 微分 方程 和 方程 组 ,除了 一 答 微 分 方程 外 ,线性 微分 方程 (组 ) 的 解 
法 是 重点 ,此 外 还 介绍 -- 些 常 微分 方程 边 值 问题 的 基本 知 让 ,关于 非 线性 微分 方程 
(组 ) 的 -… 般 性 讨论 和 数值 方法 等 一 些 较 近代 的 知识 ,将 得 疏 《 手 册 # 的 近代 数学 卷 


中 介绍 ， 


1 常 微分 方程 基本 概念 


常 微 分 方程 是 联系 白 变 量 RAEM * 和 它 的 蘑 些 阶 轩 数 党 ， 
KRA 


1.1 党 微分 方程 的 阶 
微分 方程 中 出 现 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 n, 称 次 该 方程 的 阶 .例如 ， 


i. xjzi' 


是 二 阶 党 微分 方程 (x S $2, 


(n 维 )--- 阶 党 微分 方程 组 是 联系 自 变 量 08 n TA HAR x, 


个 … 阶 党 微分 方程 构成 的 方程 组 
人 (12 .n) 
若 引 进 向 量 记 号 ; 


duo 
de 


ZA ma 


(1-2) 
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RAG,.x) CEs RI Ns 
fa e| emm n | 
AGO. x) f x mix) 


则 上 上述 方程 组 可 写 为 
和 = f(x). (1-3) 


1.2 常 微 分 方程 (组 ) 的 解 


(D) 常 油 分 方程 4 组 ) 的 解 ”使 常 微 分 方程 (给 1 成 为 全 窜 式 的 变量 之 闻 的 关系 
X ,都 是 该 方程 (组 ) 的 解 . 

常 微 分 方程 {组 ) 的 解 式 中 , 若 含 有 个 数 与 其 阶 ( 锥 ) 数 相同 的 、 徙 此 独立 的 任意 
常数 , 即 

x gt; Cis Cn LC) 
(OX xo Co Cnt C) (210,2, .n)). 
| E ER yix; ECG RAN. 

相对 于 通 解 而 言 ,微分 方程 的 每 一 个 特定 的 解 , 称 为 特 解 . 

(2) 定 解 条 件 ”为 确定 微分 方程 的 一 个 特 解 ,人 们 通常 着 先 给 出 这 个 特 解 所 
必须 满足 的 条 件 , 这 就 是 所 谓 的 定 解 条 人 忻 , 若 定 解 条 忻 是 在 月 变量 i 的 一 个 值 上 弟 
出 的 , 则 称 其 为 初始 条 性 .例如 : 

对 方程 {1-1), 当 := d Bf, 


d d" -lx - 
4m Xg. FREE Z2 dp » 
或 对 方程 组 (1-2), 当 t= tg B, 
X17 Xi — X2 — Xx US. Aa — Xa. 


若 定 解 条 件 是 在 自 变量 c 的 两 个 或 两 个 以 上 储 上 给 出 的 , 则 称 为 边界 条 件 . 
QD 常 徽 分 方程 初 值 问题 ” 求 微分 方程 满足 初始 条 什 的 解 , 称 为 初 估 问题 . 例 
如 ，- 阶 微分 方程 的 初 值 问题 就 是 求解 方程 


位 Te 


xí tn) = Xn. 


| 常 微 分 方程 基本 概念 . 535 > 
(4) 常 微分 方程 的 边 值 问题 R 7 E EA e TERRE , 称 为 边 值 问题 . 
例如 , 某 个 只 微 分 方程 的 边 值 问题 形 如 求解 方程 


X 二 上， 
[xm «e l, 
x (0) + x' (1) =0. 


1.3 初 值 问题 解 的 存在 和 唯一 性 定理 
() : 阶 微 分 方程 初 值 问题 


[^- NE (1-4) 
at ip = xo. 
定理 1 ND E 
I? 在 闭 区 域 R: 
lt- tlga, le-xolgb {a>0.6>0) 
上 连续 ; 


7 ERARE r i ERIS SX (Lpschiz) && fF, Iir EER L W RAE 
何 两 点 (1, x1),(t, x2) 都 有 
[fsx A xa) sg Lx- xi. 
则 在 闭 区 则 [i — hito Hh] ES CI AYAAAE ÉEPÉE — BR x = ol), E h= minf a， 


a M= max L/Cr xo. 


.xJ€ R 
(2) n Ee PHAR Ar PER (1-20 E S E RR SEO SRL, o R BEA CI DT 
A 


xl = PME 02, qf -QUu Iz, 


分 草 蔡 代 定 理 1 | x1, L£ 1. IDE n 维 一 一 阶 微 / 分 方程 组 (1-2) 解 的 存在 
唯一 性 定理 的 叙述 ,在 形式 上 与 定理 1 没 定 么 大 的 区 别 ， 
(3) n 阶 微分 方程 的 初 慎 问 题 
xU = fét,x,u vo x), 
Lao = rpa (ug) = xD soam (n) s amm. 


uf fL n 维 一 阶 微分 方程 组 初 值 问题 的 特例 (x， = x) 


(1-5) 


X, ü 1 Ü "M ü X| Ü 
J X2 0 0 ] … 0 xz Ü 
一 : 三 : : : : : * : 
dt 
x 0 0 0 2» li xa 0 
Xa 人 ü Ô t 0 X, ity x x) 


AE 


xi to) = Xp » xal tg) 三 Xà .77.X, (19) = 一 wh, 
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2 一 阶 微分 方程 
一 扒 微 分 方程 通 带 分 为 显 式 与 隐 式 两 类 . 
一 阶 显 式微 分 方程 是 指 形 如 
dx z ftx). (2-D 
或 
M(t,x)dt + N(t,x)dx = 0 (2-2) 


的 方程 .这 类 方程 外 ,常见 的 被 称 作 可 积 类 型 的 ,就 是 可 几 初 等 解法 把 它 的 解 以 有 
限 形式 表达 出 来 的 那些 方程 .一 般 的 解法 有 5 种 :直接 积分 法 (分离 变 量 法 } ,变量 
民 换 法 ,常数 变易 法 、 漆 全 微分 法 和 积分 因 于 法 .其 中 第 … .第 五 两 种 方法 是 基本 
的 ,前 者 代表 了 沿 单 变量 积分 求解 的 思想 ,后 者 是 沿 全 微分 这 条 途径 求解 的 实现 ， 
其 余 3 种 方法 概括 了 最 有 具 代 表 性 的 几 种 求解 中 间 过 程 ,它们 最 终 还 得 走 问 第 一 、 第 
EAEE. 

一 阶 降 式微 分 方程 的 一 般 形式 为 

F(t,x,x') 0 (2-3) 

它们 中 的 可 程 类 型 除了 化 为 上 一 类 方程 (可 能 是 多 个 ) 求解 外 ,一 般 的 方 靶 是 引信 
参数 的 解法 ,这 将 在 2.1.3 小 节 中 叙述 . 

为 了 便于 查阅 ,以 下 列表 简 述 ,从 方程 类 型 出 发 ,指出 最 常用 的 解法 (一 - 般 都 有 
名 种 解法 ) ,给 出 通 解 积分 形式 ， 


2.1 可 积 类 型 及 其 通 解 


2.1.1 基本 可 积 型 方程 及 其 通 解 


基本 可 积 型 方程 及 其 通 解 见 表 2-1. 
表 ?2-1 


解法 要 以 太 通 解 表达 趟 
解法 :变量 单列 、 HER 

dr 
积分 ,得 


类 型 1 变量 已 分 离 方程 
de = fex, 


E 
fi Oan Gd + fCOgi ed = 心 


5 - [fois € 


[405 Ai, 


或 


uo fear = c 
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BK 
E FRAN E U RAR O O 
TE mi. 
X"2 unm mu emu 
dz x pE sm, Il xc ad, 
DA mi un" RAKETE. 
X X n . TEL. utt” 
£r e E wm g 
ü (2 Hu ,省 央 它 属于 类 型 |. s P 
2x JÁ£aquxcx i , 
D rg i246 —" 
Ju 
p- m u 之 
类 型 3 线性 方程 解法 :常数 变易 法 . 
非 齐 次 线性 方程 直接 类 型 1 求 山 (1 5) 的 通 解 
至 =p(Dx+r9(D， iL) - IO 
【对 应 的 ) 齐 次 线性 方程 FA DAEA M 
d rr (Lo) 2 eP" 
pl dx D pas {常数 c SEEDS CUOD 并 代 大 人) 
AD 下 -本 ef 得 CCOMIEG RRE 
r -[ocons 
Ct) = | 四 os dt + €, 
最 后 得 (4 上} 的 遂 骨 公式 
x= Je, lets NILUM 
类 型 4 全 微分 方程 解法 ;无 全 微分 法 5( 眶 用 公式 )， 
Ms) 因 这 上 时 方程 可 1 成 
共 中 NE ML xDdr +t dd 
JM ON 故 通 解 为 
x dt" Ült,x)-C 
例如 其 中 
Z + Hr)d 65x 4x? )dx = 0, i P 
Gea P ' ON Us | Mí t. x9)dt «| NCt,x)dx ， 
ix = 7 ta Ta 
^s s 计算 第 二 个 积分 时 ,把 AERCION G8 
或 用 站 全 微分 法 直接 得 UCILL A LL HR 
L3 BOE bg BINE 


Jde + datda + (6r dr + Gt xdx) 2 0, 
即 dalt) +r dx) -dG8x?)-0, 
dD 
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2.1.2 可 化 可 积 型 方程 及 其 解法 


可 化 可 积 型 方程 及 其 解法 见 表 2-2. 
2.2 


iis AEEA RAAE | 2E. 
i? y arcs óc c fU Jp TRAIL i: 


dr zat fy), 


rafet PUEA er TO AER JU 


mat + haa *c)-— 


NES S EARM LX XB R. 
t3 rare ine e). 
dx d aj exte 
T (um. 

aa, bi 


WP As à; b 7:9. (o, D, TEM ER H 
? x t2Éta. 天 = 和 二 有 
了 原 方 福 化 为 类 再 也 xz59tfg 
Pe 


2 (sina) a p(-2). 


PE Gun Dus PESE 
I: E ZEE 


SEE Fem ebur. 
以 "387; PEL LR 
mi = xl ple) + 904), 
x! n XA RRT 
2O-ap Dye - magn 


HAs AEH Bemnoulli) Z f 
dx 


di^ pét)x- girix (nos0,10) 


4 y 


Ji 


e 


È 


2.1.3 一 阶 隐 式微 分 方程 的 可 积 类 型 


一 阶 隐 式 微分 方程 的 一 般 形 式 是 
Fit, =Ù. (2-4) 
TFA 4 种 类 型 相对 来 说 有 一 般 解 法 ,共同 的 思路 是 ;1 进 适当 的 参数 ,使 方程 
化 为 某 种 导数 已 解 内 型 .一 阶 隐 式微 分 方程 的 可 积 类 型 及 解法 见 表 2-3. 


Ng £p sim 


xz fitx), 


X t 
t^ EF Clairaut) 方程 
t = ix fx! Hh 


Jeh £a eter tu. 


D Tu*& BH H ( Lagrange) 77 H 
x af x!) e ftx! ), 
HB purs Mem ur o 


AUS 可 将 上 解 出 的 方 种 
1 = 
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*2-3 


HP TENA LIES 


4S3 TEE jt 
r = 站 rp 
PjixpoacK fu 
, 2f dp 
j * p d: ' 
isa. 


ARER pz GL CO, Int A Self 7y 
i2 fett, C) 
BREST gp, CO, Wig p pe 5 A 
V A tfi fd A 
[f = wp, C), 
x - fi dip, C). p) 


I? FE EE Jy np Heec y RUS 
FE (mJ - o, 


取 S2 -0, 8 p= C, 代 人 原 方程 ,得 通 角 


Ti): 
Hl: sS). = SEAP Y. 
Us, ef'iph- =) 


"Ao 
Wd p ITN 2, " "m 


2e p Ee AGA fel FP XC am 
线性 A Fg 
di JU p) 5 Ci) 
dp ptp) t p-fipY 
"TUI 


今 参 数 p= E CACHER. OREA 
广 意 到 a" = dep, 则 可 得 
(25s. i) ise p SL dp =0. 


dx 

" ETR pe pix, C), HU PUGA 
可 

tz 站 fx ) 

Ay S r= dip. C2, Wi hi Ir UI 

RUE IK 

[oU Cp), 

x 2.6 p. €) 
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方程 类 型 
英才 9 HERRAS x 的 方程 
Fit, x') 三 心 


类 地 I0 TRAAT: HAE 
Fix,x') 三 心 


常 微分 方程 


SEXE 
JELI GN UE. 
先 引 人 参数 p = 全 aede F(4,p) = 0H: 


|— p Fii EE E 77 BR, E EHER N 
RA 
t= girhp= pir}, 
利用 关系 dx = pl. 战 可 得 原 方 程 参数 形 蕊 
通 解 
t= gir), 
x = [ocoe Gode + C 


引入 参数 p E ,找到 方程 F(x,p) = 0 的 


参数 形式 
所 二 girl.p = pir), 


利用 关系 di = E .就 可 得 原 方 程 参数 形式 
xe 


2.20 WW FREE 


形 如 
dx 
i 


c 2px e gCOx x r(D 


(2-5) 


的 方程 , 称 为 里 卡 蒂 {Riccati) 方 程 ,在 一 般 情况 下 , 它 是 不 可 积 的 .1841 年 , 刘 维 尔 
(Liouville} 证 明了 ,在 一 般 情 况 下 , 它 的 解 不 能 用 初等 函数 的 积分 形式 表达 出 来 .人 
们 只 能 对 若干 特殊 情况 或 已 知 (观察 出 ) 它 的 一 个 以 上 的 特 解 时 ,才能 求 出 它 的 有 


IP plep gag rle r 和 皆 为 常数 时 ,(2-5) 式 属 变 量 已 分 离 型 , 即 类 


型 1; 


P 当 p 昌 =0 时 ,(2-5) 式 是 线性 方程 (类 型 3)， 
P 当 r(b=0 时 ,(2-.5) 式 是 伯 努 利 方程 (类 型 6); 
+ 当 已 知 方程 (2-5) 的 一 个 特 解 x, (0 时 , 作 变 换 


rza), 
Y 


可 将 (2-5) 式 化 为 线性 方程 


dt 


dy 一 [2pC D) x € 10) * qGOly - pít): 


(2-6) 


2 一 阶 微分 方程 * 54l ， 


s» 当 已 知 方程 (2-5) 的 二 个 特 解 xi CO) Lx COBT, A FPEO-6)H FERE y,(1) = 


| 
pa-r W ' 这 时 原 方程 (2-5) 的 通 解 是 
i 
“D+ Cp ry 
其 中 plr) = epf - [OD + acu]. 
2.3 积分 因子 法 


积分 因子 法 是 对 称 形 一 入 方 程 的 -- 般 解法 . 
当 一 阶 微分 方程 以 (或 化 为 ) 对 称 形式 出 现时 , 即 
M(t,x)di + NCt,x)dx 50, (2-7) 
除了 它 直 接 基 全 微分 方程 ( 见 2.1.1 小 节 中 类 型 4) 外 ,将 存在 连续 串 微 阴 数 
pc x) x0, fh 
ps x) MGILx)dt + pit x NCL x 20 (2-8) 
成 为 全 微分 方程 , 则 称 U xz) 为 方程 (2-7) 的 -一 个 祝 分 | 上司 三 . 
积分 困 子 通常 是 存在 的 ,但 求 出 它 并 不 总 是 容易 的 . RET eC H], HHE 
处 理 可 积 类 型 4 的 办 法 求 出 02- 人) 式 的 通 解 , 它 也 是 原 方 和 (23-7 的 通 解 . 
表 2-4 列 出 了 常见 的 可 求 出 积分 因 于 的 条 忻 及 相应 得 到 的 积分 因子 的 形式 . 


表 2-4 
(2-7) 式 诺 请 是 的 条 性 各 他 | 对 于 uix) 
1 
IM 十 xN zd "nma 
l 
M-N=9 If + xN 
M(t,x) 三 xD) 
NCt.a) = INC) MOIN 
H M -r O 
L(2M 9N [roa 1 
XR 28) = o ni bd E 
A. aN aM - {rdr l 
ra poa) Pox) J 
a 3 h.l 
M E aN = AILES, - Moix) al In tiles [st ode] 


积分 因子 还 有 一 个 性 质 :车 Br x ECO-D XU F, EWE (2-8) xe 
边 恒 等 于 dUCi,x), 则 pit,x) (0) 是 (2- 了 式 的 积分 因 耻 通 式 ,其 中 BB{z) 是 z 的 人 f 
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一 一 一 


fa] a] 4i pR S. 
此 外 也 可 将 方程 (2 -7 了) 重新 “分 项 组 合 ”, 用 观察 的 办 法 “ 凌 " 出 积分 因子 来 . 
例 1 RE xax + t+ x)dx 0. 
解 ” 原 方程 先 重 新 组 合成 


2ix^di  x^dx + xdx + (tdx - xdi) 2 O. 


FRU- zf 积分 因子 ) ,得 


2tdt + dy += + =0, 


dx  tdx - xdt 
KE 
Ep 
di + x+lnixt - -)edU(, x) - 0, 
通 解 为 
U(i, x). xlilxl—-——- €. 


Dia Rir- tdi + 2dr = 人 0 的 积分 因子 ， 
解 ” 末 方程 重新 组 合成 
tdt + (xidt+2iwdx) =0, 


上 起 左边 第 一 部 分 cde 的 积分 因子 上 = 1， 它 的 通 积分 是 -1 = 夺 , 所 以 它 的 积分 因 
子 通 式 为 uu c (D) GT) 88 IL BEA O- x^ dre 2ixdx) 的 积分 因子 可 取 为 za = 
M. 


-t 
x 


pal - x! dt + 2ixdr) = - — o. zm 


RAT = c RRERABI TAX o ( V). ii ER Olu) = 十， 
d) = ", 就 可 统一 两 个 通 式 
iib!) S b G8 
2 


d, 
Ix? i t* 


pao.) - i 


这 说 明 pt 1,x) = -是 全 式 两 部 分 的 公共 积分 因子 


2.4 包 络 与 奇 解 


(1) 曲线 族 的 包 络 ” 单 参数 曲线 族 (ix C) =0 的 包 络 是 一 条 曲线 , 它 本 身 
不 含 在 这 曲线 族 中 ,但 过 这 条 曲线 上 的 每 一 点 ,都 有 曲线 族 中 的 某 条 曲线 在 该 点 上 
JSEHH. 
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(2) 记 判 别 曲 线 法 ”从 下 列 两 个 方程 
PPM 
Pitx, 20 
中 消去 习 . 而 得 到 的 曲线 (可 能 是 多 条 ) 称 为 CC 判别 曲线 , 似 络 含 在 其 中 ,而 要 检验 
哪 一 和 是 包 络 .由 此 途径 求 包 络 的 方法 , 称 为 C- IER RTA. 
(3) 微分 方程 的 奇 解 ” 微 分 方程 的 某 个 解 . 若 它 对 虚 鸣 曲线 上 的 每 个 点 ,在 同 
一 个 印 线 方 向 上 至 少 有 两 条 积分 曲线 通过 , 则 这 个 解 称 力 该 方程 的 奇 解 . 
(4) 奇 解 与 包 络 的 关系 ”一 防 微 分 方程 通 解 的 包 络 ,如果 它 存 在 , 则 -EEA 
程 的 奇 解 ;反之 ,该 方程 苦 有 奇 解 , 则 一 定 是 它 通 解 的 包 结 . 
(5) p- 判 旬 曲线 法 ”从 下 列 两 个 方程 
um 
Fit, p) = 


中 消去 p 而 得 到 的 曲线 (可 能 是 多 条 ), 称 为 p - 判别 曲线 .方程 F{ 4,x, 学 ) =0 的 


奇 解 必 含 在 其 中 ,需要 检验 哪 一 条 是 背 解 .由 此 途径 求 一 上 阶 微 分 方程 闸 解 的 方法 ， 
称 为 p - 判别 曲线 法 . 
例 3 设 在 等 速 凸轮 机 构 中 ,滚轮 为 一 族 半 径 为 = 的 网 
(x- x tlr- y, -r, (2-9) 
滚轮 中 心 曲线 采用 阿 基 米 德 螺 线 o = ar bp. ORDR AEE. 
解 凸轮 的 平面 外 形 曲线 就 是 议 轮 圆 族 
的 内 包 络 线 ( 匈 图 2-1). 由 访 轮 中 心 曲线 的 
参数 方程 
x= (at bp)eosg, 
Yp = (a + bp)sinp 
对 ?9 求 导 数 , 得 
x',(9) 2 和 COs 的 一 《全 十 bp )siny ， 
y? 2 asing + (a + jp)ecns 和 . 
代入 圆 族 (2-9) 对 o BR SR 
[x- x G]x Goo *x- x GOly Go) 
=0 中 ,再 与 (2-9) 式 联 立 , 解 得 以 o 为 参数 


的 曲线 
0 bsinp+ pcosqp) 
PET aeg C 
y = psing + ri beos — psing) . 
y bo 
其 中 p=a+ bp. REEN E ANEMA. 
Ha 求解 方程 mte T PL 
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WR 这 是 克 莱 罗 方程 ,由 2.1.3 节 中 可 积 类 型 7 的 例 II EUER RE 


r= i+ T ， 
LE 
l 
x -一 =0 
x 一 地 | p! 
x= pt 
消去 p 而 得 的 特 解 x* = 41. 前 者 是 - 族 直 线 , 可 直接 将 方 
0 ! 程 中 v = p RA C fd ie d i5 3g93T d I TRRUEDAE , ALES 
2-2. 这 个 奇 解 可 由 通 解 的 直线 族 及 直线 族 方 程 对 C OR AR 
导数 , 且 两 式 联 立 
| 
二 + 一 
图 2-? C 
D=- L 
C 


消去 C mf c- m pex; RIAL SI AS p 的 方程 尽 它 对 p oki S S ,两 
x BK wr 


消去 p 得 到 Cp -判别 曲线 法 )、 
2.5 一 阶 微分 方程 的 近似 解 


许多 微分 方程 求 址 出 精确 解 的 有 痕 形式 表达 式 , 但 有 兴 法 求 出 它 达 到 一 定 精 
傅 度 的 近似 解 ,存在 唯一 性 定理 的 证 明 过 程 中 ,就 提供 了 利用 某 种 函数 各 逅 序列 求 


初 值 问题 
dx _ 
(a (2-10) 
xi tg) = Xo 


的 近似 解 的 方法 ， 
求解 初 植 问题 (2- 10) ,等 价 于 求 积分 方程 


x= XQ J (e 28s 
的 连续 解 , 它 可 用 皮卡 { Picard) AAF 90 
xot t) zoXo. 


xilt) 2 xo | Aa, xo)de, 
fo 
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xG) = ro | Aialde, 
^ 


eG) m es [fuss a COM, 
iU 


XB 585 n KR x (1) 与 精确 解 之 间 的 误差 .有 估计 区 
POREDITI 
其 中 M= max O OILE ORF a WEE A ACRTEHP BS EXC 
i 5 设 方程 5 ra GEXTEMUER:-Imximxd.-dmrxel ERREZ 


过 点 (0.0) 的 近似 解 . 要 求 它 与 精确 解 的 误 芝 不 超过 0.05 
BE IER DEOR TEAERE — PEER RIEUR, Hiti, 0) cx SERES FE Te DX [8] E 


[-h, 8], h= min[ a, È), 现在 及 中 的 ea==1 ,所 以 
M= max Mfr x)1-2 


iei) d: 


FE zi2xlz2, 
Tip E d SUR RR £22. 0. ES HIA Rf 
lxt: Oto "PETIT 


X PIE RE 


— —— nt Z Í — 
-foi =a 4D 
MERG Li <0.05, 显 然 可 取 n = 3. 这 样 .逐个 求 出 和 次 到 3 次 近似 解 ， 
xolt) =0, 


xj x Jt? + ox& CO ldt = E, 


alt) = Ite 十 x1C 6) ]di 一 
I xt 2x" | x^ 


xu AE + ailde 27 + 23 + 5939 * gosas- 


这 个 x3( 7) 就 是 方程 过 点 (0,0), 在 - T «ie m 上 存在 的 与 精确 解 误差 不 超过 
0.05 的 近似 和 解 . 
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3 高 阶 线性 微分 方程 


n 阶 线 性 微分 方程 的 一 般 形 式 是 


CE +U tA (3-1) 
其 中 al) (GG 1,2, a A AORE [a6] EIE GE PRO. AC) =0 R}, 
a 0 (3-2) 


与 (3- 由 ) 式 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 ,(3-1) 式 也 称 为 非 齐 次 线性 微分 方程 . 
3.1 高 阶 线性 微分 方程 基本 概念 与 解 的 结构 


3.1.1 基本 概念 


(D 解 的 存在 唯一 性 定理 ”如果 alt) (i8 1,2 7.42 & ORRE ast 
去 上 上 的 连续 函数 , 则 对 王 任 一 (€ [a.b] 及 在 意 的 xx 的 ,xz 方程 (3-1) 
存在 唯一 解 x = g(t) ,定义 于 整个 区 间 es:s 上 上 , 且 满 足 初始 条 件 
dg) (y 2 d' go) 各 -0 

dr 7597 ; dm = x . 

(2) 函数 的 线性 相关 性 ”定义 在 区 间 asta b ERA RH x CO CD von 

xat 直 ,车 存在 不 全 为 零 的 常数 C1, C2,…, Cu ,使 恒等式 
本 证 

对 所 有 的 上 [ae,5] 者 成立 , 则 称 这 些 函 数 是 钱 性 相关 的 : 生 则 , 称 这 些 函 数 在 | a， 
5] 上 线性 无 关 ， 

(3) 朗 斯 基 行 列 式  TE[a, b]IE IBI E, n & -1 次 可 微 的 孙 数 e CO x20, 
xs GOTERUBIG 


qty) = X9. 


xy) xlt) n x, C 
W[xiCD wa ty} ix = WW) e dbi va) B e 
xi? De) xi^ 7 D (4) "M tn (4) 
fi 3 3x 36 pg ic 9) BAIE Hr db (WW vonsky tT AR. 
朗 斯 基 行 列 式 的 性 上 质 ， 


I? FAM (O0 GO ,4( 直 在 区 间 [a,b5] 上 线性 相关 , 则 在 [a,&] 上 它们 
的 遍 斯 基 行 列 式 We) =0. 

2 RAEO SO ix CORE TEE D EEO-2) TEL a, b] ERA 
4r f& , MEZ dL] OO BRUT E79, WC S0GX n 个 解 线性 相关 ), 域 WC) s 0GX n T 
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MAHEK). 
3.1.2 解 的 结构 


(1) 章 次 线性 微分 方程 解 的 结构 

和 要 加 原理 #PRBOG-DA kA QOO GOD ga ;, 则 它们 的 线性 组 
EN 

CixiCt) + Caralt) e ro t Can GO 

也 是 13-2) 臣 的 解 ,这 里 C, 0,7, C, 是 任意 常数 . 

2 通 解 结构 者 上 式 中 下 = mn, 旦 这 个 解 是 线性 无 天 的 , 则 方程 (3-2)? 的 通 解 
np 

x(t)- Cy x, C 十 Casal t} + "+ C, x, t), 

其 中 Ce ÉCRIRE SR OB EU F7 PRG -2) RJ PIER 

3 基本 解 组 ”方程 (3-2} 的 任何 一 组 n TRETE H. IARAA T4 
EB. 

(22 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 结构 EARR 0822 8 (3-1) DERE, E 
它 的 一 个 特 解 区 日 与 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 (3- 半 的 通 解 之 和 , 即 

让 = 

其 中 和 1 是 (3-2) 式 的 任何 .一 个 基本 解 纪 ,CC Ce 为 任意 
常数 .这 个 通 解 包括 了 方程 (3-1) 的 所 有 解 . 


3.2 党 系 数 高 阶 线性 微分 方 和 


当 线 性 微分 方程 中 所 有 的 系数 都 是 肖 数 时 , 称 为 常 系数 线 性 微分 方程 , 常 系数 
非 齐 次 线性 微分 方程 有 一般 形 式 
Lr] +a PLA poa a aa =s fit. (3-3) 
齐 次 线性 微分 方程 为 
L[x] 29, (3-4) 
其 由 a1) 77. a, EE SCR, 


3.2.1. 常 系 教 育 决 线性 微分 方程 通 解 的 求法 
(1) 特征 方程 与 特征 根 ”次 代数 方程 


A (3-5) 
称 为 齐 次 线性 方 称 (3-4) 的 特征 方程 ,其 中 a ,ooo 是 (3-4) 式 中 相应 的 常 系 
HEH n TRA, Accu An 称 为 特征 根 . 
(2) 常 素 数 齐 次 线性 方程 的 遂 解 ”只 要 求 出 (3-4) 尺 的 盾 何 a 个 线性 无 尖 的 
解 . 撼 可 按 通 解 结构 定理 写 出 它 的 通 解 .这 些 钱 性 无 基 拘 解 完全 由 特 行 根来 决定 ， 
这 就 是 所 谓 特 征 轩 法 ,它们 的 对 应 关系 见 表 3- 1. 
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xx 3-1 


特 证 dm 


车 4=e+ 访 是 特征 方程 的 单 根 , 划 A 
”= 4 ~- 庚 也 是 特征 方程 的 单 根 


à C=1,2, 


是 r 重 实 根 


d a-a-igdérgEd.NMA-e-ig 
也 是 重复 根 . 


3.2.2 欧 拉 方程 的 解法 
形 如 


dt- 
ES PIDE: 
datat dr- 


HARRAK Eder) B 2,33, 88. ajo a, 


t +: 


对 应 的 线性 无 关 解 
xL 1) = expt At) (js 14,2, n) 


xtt)= exp( at) cost. 

xi t) m expt at )sinft. 

xi = exp( At). as 5 texp( AD). 
x) ma eplir). 

aC) = explat)cosft, 

xy L4) = texpiat)cosBt 77, 
x(t)- E lexplat vost; 

x, AO = epler sinit, 

2,4210) = texp(at)snft,**, 
x40) = i7 lexpt et sint 


a at EE age (3-6) 


TA 为 带 数 ,此 方程 引入 变换 


二 er 
可 化 为 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ,因而 有 类 似 的 解法 : 它 有 r= A EE, RAR 
程 全 -6) , 约 去 因子 此 ,得 确定 天 的 找 数 方程 


k(k-l)-(k-n*l)*ak(k-1)c(k-n*2) 十 … 


+a- QE a, —0, 


L Ë k= k EEH m 重 实 根 , 则 方程 (3-6) 有 m 个 线性 无 关 的 解 


to, tholnitl, 
2 若 太 =a+ 论 是 它 的 ! DEB, 
程 {3-6) 的 21 个 线性 无 关 的 解 
Peost Plnlt1), 
P sin( Allel), 


5j 1 求解 oda 3:98 esu -0. 


8H br à RARUS 


eol! el 
k-a-iB dT a1 重复 根 ,它们 对 应 方 


Plnltlcos(finlel), …， 
flal tlsin( nl. 


oln ^! | el, 


PIn! ^ ! | eL oos( ll £1) , 
&ln' ^! 1e tsinC Beni t1). 


k(k—1) «3k c 5-0, 


即 k- 


2k 5-0. 


CAIR k= -1+2i, 它 们 对 应 两 个 线性 无 关 的 实 解 


t^! cos( 21a] c1), 


t7 I sin( 2Inl £10). 
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故 原 方程 通 解 为 
x 2 47! [ Cieos(21nlD 21 ) + C;sin(2Enl £1) ]. 


3.2.3 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 特 解 的 求法 


求解 非 齐 次 线性 微分 方程 ,关键 是 求 出 亡 的 一 个 特 解 .因为 有 子 它 ,加 寺 相 应 
gr UC ER FE ICA 7 Pe oa fet ,方程 (3-3 的 通 解 也 就 得 到 了 .方程 (3 把 特 解 的 求法 
有 多 种 ,常见 的 有 待定 系数 法 .常数 变易 法 、 算 子 解 法 利 拉 兵变 搞 法 .它们 各 有 特 
点 ,分 别 介绍 如 下 . 

(0) 待定 系数 法 ” 当 方 种 (3-3) 右 边 函 数 AOE TEHER EAD h A RE 
形式 

[ B( r)eosft + DED sinft Je” 
时 (其 中 BCO,DGOTESE C E SS La 8 TESCO RTL PER IRL S DU 8s toS EID 
HER a RREA AR, AEA ARG- H, poe 9] 25 iL £M RR GREG P 
C HUBS BL ok Hb xe X96, f] T sem E RE. 可 以 看 出 ,根据 不 同情 况 
正确 地 与 出 特 解 xc CO BU BERE dex Fc 7E EB XEBE E) 所 门类 型 的 对 度 美 系 出 
Xx 3-2 tih. 


s 3-2 


KOMAN iol foit Boo 


A By e Bum BS at BSe ux 
里 大 为 当 e Eti RAES a 不 是 特征 
RBIWIEZO. 


B 二 ü If H 


É bot" e bun! 十 T 


HUP eost + Gitsin ]e^ ,这 里 大 为 当 
aig ERER TREE: PUO, QDE Y 
m LRR E EMR, m idis BC, 
DCORIB Em X. 


[ BC r)eosdt + DC i)sinBt Je” 


B2 求 方程 x+ w=1+ 的 通 解 . 
解 ” 特 征 方程 为 


A? +A AA 1) 20, 
所 以 特征 杠 为 1 = A; 20,454 2 一 1. 对 应 齐 次 线性 微分 方程 的 线性 无 关 解 为 1,4， 
e -上 . 故 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 
X(1) 2 C, + Ct Ce 
为 求 非 齐 次 线性 微分 方程 的 一 个 特 解 ,注意 石 边 函数 
FD)=1+e = (1+ 208, 
这 时 a =0 是 二 重 特 社 根 , 故 特 解 的 待定 形式 为 


TUD = Plat bic). 
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RART E, gg 

12a + (24a +6b)t+6b+2e=l4 t, 
比较 等 式 两 边 c AERE RA ,得 


l2r=]1, 24a*6b-20, 6b+2c=1, 
E 1 4L NK] 
FIS a= 12， b= 3 , C= "E 
REE Zb a-p p 
12 3 27! 
故 原 方程 通 解 为 
x -， 1l ] 3 
xz XCi) + xC(t) 2 € € Cot Cae + 


例 3 讨论 小 阻尼 的 强迫 振动 
Ëe 2s de + a! o = Hsinpt, 

其 中 s^ coro! HERR. 

E BEJEN 

A 4 2nÀ tw 2 0, 
特征 根 为 À= —nt nt-w = Atis 
故 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 为 
B=e “(Coswtt+ Cosinwit} & Ae" Ysin eri t B), 
这 里 4 .6 为 任意 常数 ,分 别 代 表 系 统 的 固有 振动 的 操 幅 艇 初 位 相 . 注意 原 方程 右 
i ERR 
JUD = Hsinpt = e" (0*cospt + Hsinpt? . 
BI a v ig- 0 ip 不 是 特征 根 , 所 以 特 解 形式 为 
$ = Moospt + Nsinpt. 

代 人 原 方 程 ,比较 同类 项 系数 ,从 所 得 的 代数 方程 中 解 得 


-2npH 2 n^ 
M= lat - py tAn 7 P sind" , 
q* - 1 H . . 
= " va ; 5m H" cost 
" H * -2m 
H* = 一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 - ， = - 
WA 了 这 十 和 acm 575.) 
故 非 齐 次 线性 微分 方程 特 解 为 
p= H'sin(pt 8° ). 
原 方 程 通 解 为 
H sint pt + " ). 


= Ae" "sinl ant 4-8) 上 一 一 一 一 
P l (a? 一 py * 4n^ p? 
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这 个 解 的 第 -部 分 星系 统 的 图 有 振动 , 它 随时 间 的 增加 吊 甘 减 , 直 至 消 兴 ;第 . .部 
分 是 由 外 力 引 起 的 强 边 振动 , 它 的 振幅 不 随时 间 的 增加 凋 窟 减 ,而 它 的 辐 频 府 与 外 
力 的 阅 频 率 一 样 .经 简单 的 讨论 可 知 , 当 外 力 因 频率 p= v w- 22 时 ,强迫 振动 的 
振幅 达到 最 大 位 


XXE TOL EAS p = v w - 2n 称 为 共振 图 频率 ,所 产生 的 规 刘 也 称 共振 现象 . 
例 4 求 + = sint'sin2t 的 一 个 特 解 ， 
解 ” 特 征 方程 为 A + 1=0， 
特征 根 是 和 1 2 = +i. 现 右边 eR fé 
fé t) 2 sint*sim2t = Jost - cosi). 
战 特 解 的 形式 为 
LCE} 2 tl acor + baint) + (ecosdt + doin). 


代入 原 方 程 ,比较 同类 项 系数 ,得 


-2a-0, 2b-.. -8e- - o. — 8d - 0, 
求 出 
azü bz cz d-ü 
4^ TÉ 
故 求 得 特 解 为 


MER d sini 十 E ooi. 
(2) 常数 变 易 法 ” 设 已 知 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 (3.4) 的 通 解 是 
rD 2 Cox (D 9 Coxs( E t+ Cirp! t 
车 期 望 非 齐 次 线性 微分 方程 (3-3) 的 特 解 也 有 具有 类 似 形 式 
x()2 C Om D C Ox (D me GIU Ox CD. (3-7) 

Wi (E 7; £2 £H 

C'CGCOx (GO Cr CE rat tt) v € Githa (0-0. 

CiD GO CI CGOxs(D 7 0 6 CO XD 20, 


Ceia P (0x CF Cr P (o e CO COPI (KK), 
BTOGOGsS 1,2," 0 B EET EARE TOME WixiGO xD. 
x, CO 1:0, TM ETE BIETER 7; PeSH AR C CO = wi1) ,从 而 得 


Gi) = IET (i = 12,7.n) 
GXx BUT SE BOSE) EIÉAGUADCS 
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COEDIOG OLE 
容易 验证 它 的 确 是 (3-3) 式 的 解 ， 这 个 方法 也 活用 于 求 变 系 数 非 齐 次 线性 微分 方 各 
的 特 解 . 
gs È s'a x= BR. 
解 ” 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 w + + = 0 的 通 解 是 


x 2 Cicost + Crsint, 


HARA REHE E: 
x(t) = C cost + Ci E)sint. (3-8) 
对 上 求 导 数 后 , 令 
Ci Ct)eost + Cr ( 1)8int — 0, (3-9) 
得 X= - €, COsint Cy t)eosr, 
再 对 : 求 导 数 ,得 
x"(1)2 - C'COsint * Cy (cost - CT)eost - Cal osing, 


FESO- HA- ERARI, S 
- Ci t)sint + C,'Cr)cost = cost" 
这 个 式 子 就 是 上 述 一 般 方法 中 ,决定 CCOBITBHEBIPRI .个 方程 的 来 源 . 上 式 
与 {3-9) 式 一 起 构成 方程 组 
| C,' Ct)cost + Cy Ci)sint =0, 


- Ci {rt)sint + Ca' (Ct) cost = A 


cosi ' 
和 解 得 
C= Clea, 
所 以 取 
CC Dx 一 | nt, = İn | cost 1, Co 1) c tr. 
故 原 方程 通 解 为 


x= Ceot + Cysint  cost* Inl cost E 1sint. 
146 求 变 系数 线性 微分 方程 
ul x x 
于 tz0 区 域 上 的 通 解 . 
解 ” 原 方程 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
I — x! 20, 
上 式 可 改写 成 
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B's =, 
再 积分 得 通 解 r= at b, 
或 写成 x= C € Cu, 
ARIER RARER T ERIT PERE , 先 将 原 方 程 写 成 标准 形式 
x- ly zd. 


利用 上 述 齐 次 线性 微分 方程 通 解 写 出 它 的 特 解 形式 
X= C CO € Ct C, 
THE—HIZEEIbS« G bA EB 
M t Cr {ri} =0, 
2€/tt)i- t, 


求 出 eG = -二 9， G=. 
从 而 KORETS 
故 原 方程 通 解 为 


| 
xc Cit Cr+ 


(3) 算 子 解法 ix HR BIFHIESCTURBGESET BER ,运算 公式 来 求 常 系数 
线性 微分 方程 解 的 方法 . 
对 方程 (3-3) 引 进 算 子 记 法 
P(D)xz(D* * a,D*^! «o, iD ax - fEé1). (3-10) 


这 里 D= DL ECOBED NET Hoe 


p* DA = D 7! A t); 


三 J]? 
Dt Maggi c; ,规定 它 的 意义 为 
i nom fef Aoao. 


pU 
PERTRA pp , 它 有 性 质 : 
o 1 __ O - . 
T (线性 件 质 ) 当 Ci, C 为 常数 时 ， 
sip OA CO + Cif GO] 2 C pi^ CO +E g^: 
3 (ERE) POD) = POP: Pa D), T 
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LL —d opi. 
PA YD = 1 EU] = Pol ATARE 
中 (位 移 定 理 ) 34 a 为 常数 时 ， 


pap = spo 


P{D) 还 有 下 列 的 常用 公式 ; 
l u 
oo [mt Pao), 
"PU C] æ Q (PA) Pa) = s PU 7()20, 


POO)” 但 PDCA)yzD 时 ); 

1 01. E , 

6 Pop sn = ET gne (P( - 850); 

d. _ | - . 

T pup A = pi- go (PC — £9) x0); 
8 i PD) = a, 50, M 


po h^ £ Auf c A S QUOD t AL FT e A, 
其 中 QD) Say + ar Dte ta D F-EBZTEREHEPHBS PCDOEREL 1 mfi , H3 
D* ALAI & RETA. 


例 了 E x" 3x3 +3x exce (+t 一 5) 的 特 解 . 
解 ” 将 方程 写成 算 子 形式 
P(D)x z (D? +3 4 3D Dxz (De 1P?x-e7'(1—5), 


» arg etm 
-e'rpclcaG- 5) (由 位 移 定理 得 ) 
=e go» 


sehi- 22. 


Bis RTE .292 cct 的 一 个 特 解 . 


E 将 方程 写成 算 子 形式 
(D* + 2D? + Dx = cog2t, 


yi x{t) = arem 
-ri 【日 [性 质 718) 
= qox. 


B9 E r” a e colt 的 一 个 特 解 . 
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BE HN ROM 
(D + D)x- e^" cos2t, 


则 XG) = 一 二 [eatcos24] 


D'4D 
oo ge WEEER) 


= 2 1. , 2 
=e pD-emP.1nb-i0 7 


1 ， 
一 了 .it 
=e Rel Ts op 13D — 10 


=e” àt Ref e? 


- e^ 


(2i? - 6(2i)* + 13-2i- ol CEER ?得 ) 


= zio 7092 9oin26e 2 
(4) 拉 氏 变换 法 ”由 拉 普 拉 斯 (Laplace) 首 创 的 拉 氏 立 霹 法 是 把 常 系数 线性 微 
分 方程 转换 成 复 变数 s 的 代数 方程 ,通过 一 些 代数 运算 , 上 吓 利 用 控 氏 变换 表 , 就 可 
求 出 微分 方程 的 解 , 该 方法 十 分 简便 ,从 而 为 工程 技术 汪 作 痊 普 遍 采 用 ,特别 是 对 
RAER, E ERRE. 
1) 定义 ”在 实 变数 ftz0 上 有 意义 ,上 充分 大 时 满足 
LC bL ag Me?! (M»0.oz07 
ERR CO , 作 积 分 
rao | eod , (3-10) 
则 FOE sC -RAA OEL BRE FEE. OGADA EP FOO05 FORSE 
关系 , 称 FOIS ERERDCG, FOOD HR RICE. A ORRA OG- ARRA BERE 
拉 斯 变换 ,有 时 也 称 FON FOOL ICE Li Fs = VLFCOTUER CON 
F( MB TEE ES ie ro st pEC)]. 
2) 拉 氏 变换 的 董 本 性 质 
| 线性 性 质 
ELCA + GAGJ1ISe*LAGJ1- € [6G], 
w- LC FG) CG Fals) = 6,57 EF GO) à 6 Wr '[ FG): 
微分 性 质 
| = [xtt)] - a pst. 


" IAL] = [ef 
3 积分 性 质 
v Lowe vi DfGO a 
+ 位 移 性 质 
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E 党 [Ft)] = Fts), 则 
Leftt)|= Fís- a). 

BIO ED RRa 3x 3x al RERA H x(0)- x (0) = (0) -0 
HIRE. 
E XS EP EIE ECREBR , d DECREASE RECRSTERBI IA DOERIAS 
的 初始 值 都 是 零 ), 有 

(e3523s 5 [aC] - o, 


所 以 
- 21 _1 1 | 1. ll 
Alale gap HT Ge 
这 里 用 了 有 理 式 的 部 分 分 式 分 解 ,两 边 再 取 拉 氏族 变换 ,得 所 求解 
is seil - 1 — 1 d. | 
TORT qs sel (sr (s41P 
cg- 1| L -上 | 1. -if 1 UL 
-s| | -多 bro -aoig [cs] 
=1-e-'-te-!- 汗 fe- 


Bji1l KEFE xlr exe REPR F- ri(1) =0 的 解 . 
AMD 注意 到 在 拉 人 氏 变 换 的 微分 性 质 关 的 公式 中 ,初始 时刻 必须 是 {w=0, 故 首 
先 要 令 r=1-1fd: = de), [8 EE C2 
dix „da —a-ir+l} 
[ie + de += n 
x(0) = x (0) 2 0. 


EXP Eg 
(«2511 (C) og Ce T, 
Zial tie 

所 以 

[1 1 d of, 1 
sC) =t] Leu t. Ten 
s Fretta d ades, 
回 到 原 自 变量 i, 得 所 求 特 解 


x) 2 d G- Det. 


3.3 二 阶 变 系 数 齐 次 线性 方程 的 笑 级 数 解 法 
二 阶 变 系数 齐 次 线性 方程 
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ETONI Jx=0 {3-12} 
- BA Be PX 8 FE) AE HA A 5 RR PERPE 3x RE E ER IL RAE. 
(1) £r a(O  bCORE t= i TERU- uOERESR RACIO 16 — ler, 
则 可 求 方 程 (3-12) 在 t= ww 附近 的 和 解 . 设 


sle) = 2a - 10)*, 
k-ü 
MIER TRES EDO SEHR RARD REPRES, M TCG TCR EA 
数 方程 确定 待定 的 系数 a ,从 而 得 所 求 的 徊 级 数 解 , 它 的 收 贷 区 间 也 是 11 — tol < 


r, 


(2) Hald, bO 是 1 的 有 理 分 式 , 分 母 在 1 = is BIA E,- oalr) A 
fr- ty bCO 却 能 展 为 (1 - S? HRERS LIRE DECORIS Er fg d < 了, 则 方程 13- 12) 
Ros án 


xli) = (t - ot? Pat n) = TEE 


的 广义 者 级 数 解 , 收 敏 区 BRI - tol <r. 其 中 a fa 是 待定 常数 ,并 按 以 上 
间 样 方式 来 确定 . 

二 阶 变 系 数 齐 次 线性 方程 的 窜 级 数 解法 对 高 于 二 阶 崔 变 系数 线性 瞩 程 也 近 
用 . 


例 12 dmi ET de -Ax =0 满 足 初始 条 件 x(0) =0, a (0) =1 的 解 ， 


M BE i6=0, 初 始 条 件 x(0) 20,2 (0) — AA ag 20,2, 2 上 所 以 可 
设 解 的 顶级 数 形式 为 
x=t+ wat， 
KB Br SEA 
x'-2142a;t93a4072 + + na P7! + 
x'z22a;*3:2a4tL9 77 t n(n — Dag"? ec 
将 它们 代入 原 方 程 ,合并 : 的 各 同 次 桥 项 , 令 各 项 系数 等 上 去 ,得 到 
2a; 20, 
3:2a4,-2—-4-0, 
4-3a4 — 4a, - 4a; =, 


n(n-1)a, -2(n- 29a, 3 - da, ;- 0. 
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ETRAS IE TR ATE IHRE 
X -4248+ 丰 + 十 or 
IUD QC. ) 
= te”. 
3.3.1 勒 让 德 方程 的 解 
JE tn 
(1 - 03a" 225 + nin e Dx 20 (3-13) 
的 方程 称 为 勒 让 德 {Legendre) 方 程 ， 
TE (ZO BREXE CL 61 < 00). 方程 的 系数 可 以 展 成 蛤 级 数 . 分 解 的 客 级 数 形式 为 


rlr) = Dat. 


代入 原 方程 , 按 上 述 方 式 可 定 出 两 个 线性 无 关 解 
eG) 1- 20H pa nn- 2n E D A n+3) t, 


Cn-l)in+2)a in—1)(n—3)(n * 22(n4) 5 
31 P 5i D - 


xslt} =t- 


{3-13) 式 的 通 解 是 

x(t) 2 Cx (c Cx). 

当 在 方程 (3-13) 中 ,参数 # 为 任何 一 个 确定 的 正 整数 I 时 ,两 个 解 elt), eala) 

中 必 有 一 个 是 n 次 名 项 式 , 另 一 个 仍 为 无 穷 级 数 . 对 该 确定 的 n, 适 当地 选取 多 项 
式 的 那个 x(t) 前 的 任意 常数 所 和 信 是 1 或 2 可 能 访客 项 式 企 上 = 工时 的 值 为 1, 这 
个 解 用 符号 请 (9 记 之 , 称 为 勒 让 德 和 项 式 , 也 称 为 第 一 类 勒 让 德 函数 . 另 一 个 与 
P,( 6) 线性 无 关 的 解 记 作 Q,CO ERE rl eL 时 收 敏 的 无 施 级 数 , 称 为 单 二 类 勒 让 
德 消 数 . 这 时 方程 (3-13} 的 通 解 是 

x(1) = AP,CO € BQLCO, 


Hp 4,5 是 任意 常数 . 
例如 


方程 由 下 取代 


T 
| t “ 


Lise- EGS 30 +3) 


L . (- DiR- 一 2k)! | 1 -2% 
TO) = > Wl ' 
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3 时) 
n Ten Cfa waen. 


3.3.2 员 塞 永 方程 的 解 
TE: 3t 
II MC EP (3-14) 
的 方程 , 称 为 # Pr SER ( Bessel) 方程 ,其 中 ”为 任意 实 执 .村 庶 于 (3-12) 3X5, 3X HJ 


H 
a(t) =, bit) = L-i 


是 :的 有 理 分 式 ,在 1 = 0 处 不 能 展 成 桥 级 数 , 全 ia = LEU) r-n fe: 
= 人 9 处 能 展 成 暴 级 数 . 因此 ,有 


x(t) = ae" 


4-0 
形式 的 解 { 这 蛙 可 设 a4 x0). OA IU PLUS HARR RAY EAE ,得 -系列 代数 
DE: 
alet- n2] 20, 
ai Ca 1) - n*]120, 
alta t K) - à] a,.20. Ck 22.3, 7). 
MGB--P Oy FUB a = n 和 a = -nt 不 妨 认 为 n=0). 
首先 将 x = rn 代 人 人 上面 代数 方程 组 中 的 其 余 的 方程 .水 得 
a 20472772 034,4 7 77 z D, 
«o . " 
34, 2 (- 1) 35k! (ns DCn«2)- (n K) (£21,2,7). 
TEIL G- 14 XI TERRE LARES 
Lo 
Pal)’ 
上 其 中 ris) Æ lC SEM AJEGCRSRUE. $8 OG- 142 IE] T EHE 


_ 1 k 了 下 十 本 
xt) = 之 FT (na DEFER 5) 


1 NE k d Iken . 
"umero zd, 
ik Bt I ER n $RO-14) E ARAR PA n BEL ERAR. 


EK a =- na PtH iy 


po 


MIRE H a ue 负 整数 时 , 像 以 Fa = RAEGIBO EUER 
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S 本 汪汪 
So E p-a ony D 
可 得 到 (3-14) 式 的 另 一 个 线性 无 关 的 特 解 


Ta (- 1)* H 1-5 
aD = ET) = hatt), 
并 称 为 - n AUEREA, CSJ) MRR- ENER AN A A ER A 
通 解 为 
xCt) = Cija + C4 CD 
"Pa = 负 整 数 时 ,可 以 证 明 
MOD = Be EL 
也 是 方程 (3-14) B3— T 8E. EL S 1,€O 线性 无 关 . 这 时 方程 13-14) 的 通 解 为 
aft) = 人) 
Ni 称 为 4 阶 第 二 类 贝 塞 尔 阔 数 ， 


4 线性 微分 方程 组 
线性 微分 方程 组 的 一 般 形 起 为 
En = aplety € ap(x, won + au(x, AD, 
Sa = anlt)a + an(t)xs t + mn + f(t), (4-1) 
dx, 


ur aC), 十 aalt) oro aut) x, + fL, 
EPEMA a CO m EGOGL = 1,2,…,n) 均 在 某 区 问 [ a,58] 上 连续 .着 至 少 有 


— KG) 不 恒 等 于 零 , 则 称 (4-1) 为 非 齐 次 线性 方程 组 ,如果 所 有 的 OO 都 恒 等 
于 零 , 即 


d 

ma = au(x + ag(i)x) + + aub Dx. 

dx 

dr E ax C 0 x, 十 aol t)x, toco COMES ET (4-2) 
dx, 


de = a, (Dx, + aad(i)x oct aux, 


则 称 (4-2) 式 为 {4-1) 式 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 ， 
引进 向 量 和 和 给 阵 记 号 : 
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X x RGD 
X, XQ REG 
qty apk cn au 
AG) B E ast) un n] 
aaO air) ce aL) 
则 上 述 方 称 给 分 别 写 成 
x' = AC x + fir), (4-3) 
x' = A(Ox. (4-4) 


4.1 基本 概念 与 解 的 结构 


4.1.1 EE 


(O 5) ER BH RETE, aAA X (0 x60 nox CO 的 并 斯 

基 行 列 式 ,是 指 它 们 的 分 量 构 成 的 ax am 行列 式 
xy) WE 
WO = Wa) | n me] 

xa) x0 c6 xD) 

(2) AHAHAHA 。” 若 存在 不 全 为 零 的 常数 CoC GG ,使 在 {4， 
b] ER 

Cx, CD t Cx; Ctt Cx, C) = 0, 

Vp [i] SE eR xe Cons CO o x GO TE Ca 5] 上 是 线性 相关 的 ;否则 , 称 x1 CO. 
xin 是 线性 无 关 的 . 

E E BUR nG), Ela, b) 上 是 线性 相关 的 , 则 它们 的 并 斯 
基 行 列 式 WOD m0 (61€ [a, 5D. 


4.1.2 REAJI 44g 


(1) 齐 次 线性 方程 组 解 的 性 质 
uu E EE EXPERS HERE 是 (4-4) 起 的 二 个 解 , 则 它们 的 线性 
组 合 
CX & CR) + + Cant 
也 是 (4-4) 式 的 解 . 
P 若 (4-4) XB n E CO an CD vn xs GO REA XL E (309 BR FP] 
X WOO -0 (Ela, bl). 
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y 基 椒 解 矩 阵 的 存在 性 。 齐 次 线性 方程 组 {4-4 -JETE n TRELEW 
wke xal) eean GO ,以 每 个 解 向 量 为 列 构成 基本 解 炬 阵 
xy C) xp0t) tt xy CO 
ZEE AD cm Eu 


Xabt) xa) c xD 
(4-4) 式 的 AREER XC) RE REB ER MI TOS SERIES 
detX(1) 0 Elab] 

4 RRR E DD 是 (44-4) AR- T SEDES RREXE IHE, IEEE BOE 0E— 71 

xin 均 可 表 为 
x() = (0C, 

HPC (GGe C XX BEL. 

(2) 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 性 质 


I? 车 g(r) 是 齐 次 线性 方程 组 (4-4) 的 解 p CO 是 非 齐 次 线性 方程 组 (4-3) 的 
解 , 则 Ci) + CO 也 是 (4-3) 式 的 解 . 


BPP) 是 非 齐 次 线性 方程 组 (4-3) 的 两 个 解 , 则 p (D -Pa 是 对 
应 的 齐 次 线性 方程 组 (4-4) 的 解 ， 


T 通 解 结构 Ep 是非 齐 次 线性 方程 组 (4-3) I). IRL CO) 是 对 应 的 
齐 次 线性 方程 组 (4-4) 的 基本 解 和 矩阵 , 则 (4-3》 式 的 任何 解 x (0 均 可 表 为 


xl) = POC P(t), 
HiBPC-(CC0,.0,, 6)! 是 任意 常 向 量 . 


4.2 党 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 通 解 的 求法 
常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 的 一 般 标 准 形式 为 


XI 
di = ayut + Gn Xo ont c0 gy. 


2 
de = 4 X1 十 ipt 十 + Gon i (4-5) 
一 da Ti t anzir bU B Xs. 
d 
IP (4-6) 


其 中 4 为 nx n RIGERE TERN a 
常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 的 通 解 的 求法 .常见 的 有 4 种 :待定 系数 法 、 消 元 
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法 、 拉 氏 变 换 法 和 直接 计算 基本 解 阜 阵 expar. 2r BUE M P. 

4.2.1. 待定 系数 法 

待定 系数 法 是 解 常 系数 齐 次 线性 产程 组 的 常用 方法 . 邢 论 简明 SMS Piet. 
运算 有 时 较 繁 . 其 二 步骤 是 

写 出 特征 方程 14 - 4E1=0, 求 出 特征 根 , 设 它 互 木 州 等 的 特 往 根 友 A, 2)， 


mA EROE nis R3 s ng n, + ns 二 ++ np n). 
(D 车 ;是 其 中 EREI, MA RAE C4A- 6) 8EE 


ci ci Ci IEEE 

ci ciu C5 " -1) 
: 十 . Et . pu Éd eV zm P, lihet 
" " LI r 

Co cin C^, -p 


的 解 .将 它 代 人 方程 组 (4-6) ,比较 1; A9 I] CREER Lat i? 的 代数 方程 组 , 解 之 
可 得 n, 个 线性 无 天 解 . 

(2) 若 入 =a+ ip ERP n 重复 特 征 根 , 则 其 共 轧 数 4,= a - i8 op PR EE n E 
f dj HEIC. PZERO. ixI 7r fe (4-628 JE gN 

(P, - iCt) cost + Q, - iC Osinfr)e" 

的 实 解 , 同 理 可 决定 2 个 线性 无 关 的 解 ， 

对 一 切入 (= 1,2,…, 上 ), 按 以 上 方法 共 得 语义 个 线性 万 关 的 解 ,以 得 个 解 为 
询 向 其, 构成 (4-6} 式 的 基本 解 矩 阵 CO , 通 解 xis dC. 

4,2.2 消 元 法 

消 元 法 的 思想 来 自 解 代数 方程 组 的 宵 隐 法 .有 时运 条 较 简 全 ,适用 性 较 ) 儿 ,过 
能 解 韭 标 准 形式 的 常 系数 线性 微分 方程 组 . 具 件 步骤 十 

(1) 引进 微分 算 子 记号 De 3 ,把 微分 方程 组 形式 上 化 成 代数 方程 级， 

(2) FE FE SESESR Cramer) 2: Ili] 8$ 3 , 455 88, E15 — 1 22 L h 8 — — 8 r6 55 3X 
弃 次 线性 微分 方程 , 求 出 若干 个 这 种 方程 的 通 解 . 

(3) 把 上 上述 通 解 再 代 和 人 原 方程 组 中 适当 的 方程 , 求 册 全 下 变 元 的 解 . 

以 维 方程 组 为 例 : 

$ = AX + diy, 


y= da t tY. 


引进 D= 2 RUE RAS 
{ anir- apr=0, 


. (4-7) 
一 üy + (D- iy )y 2 0. 
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D-a; 一 842 


a=] 


-an D-anl’ 

BASE xCO. yCO SE ERIBUE ETE ARBUTIXERTEU A) 7g E 
[ACD] 9 (4-8) 

ACD) y 2 0. 

由 (4-8) 式 中 的 第 一 个 方程 求 出 xt+)} 的 通 解 , 代 人 方程 组 (4-7) 中 的 第 一 个 方程 再 

求 得 rf 95 战 风 (4-8) 式 中 的 第 二 个 方程 求 出 y(1) 的 通 解 , 代 人 方程 组 (4-7) 中 的 

第 一 个 方程 再 求 得 x( 站 ;或 分 别人 大 (4-8) 式 两 个 方程 中 求 入 区 昌 ,zf 的 通 解 , 代 

入 方程 组 (4-7) 中 调整 任意 常数 的 关系 , 均 可 得 到 原 方 程 织 的 通 解 . 


4.2.3 HA E+ 
本 小 节 的 拉 氏 变换 法 与 3.2.3 小 节 中 的 拉 氏 变换 法 由 路 一 样 .在 应 用 原 函 数 


的 微分 公式 时 ,把 初 值 以 任意 常 同 量 代 替 , 则 可 得 通 解 .在 合子 中 还 可 看 到 ,用 拉 氏 
安 换 法 解 方 程 组 的 初 值 问题 ,其 优越 性 更 为 突出 . 


4.2.4 直接 计算 基本 解 拭 阵 epi 


TRATT RARE DERAM- OIERA EER 
x(t) - C= CexpAD C, 


其 中 apta EA e dra AT 
因此 ,关键 是 如 何 具体 计算 出 expAz. 方 法 很 多 ,这 里 提供 一 种 简 便 算 法 : 


n—l 


expAt = Daal P, 


HT 
其 中 rt) ra Er 是 初 值 问题 
I" = Arn ru CO - l, 

ri = Fj t Àj; r, CO) 20 (;22,3.-.n) 


09588 A , A27, An 是 4 的 特征 值 (不 必 相 异 ); 
NE) 
Po= P= | |- a) C= 1,2,.,n ~ 1). 


4.0.5 例子 
x; — 211 *1 ; 
91 来 [|] =| 3] [|] 的 通 凶 
解法 一 (待定 系数 法 ) 
特征 方程 为 
y. 2 
-2 3-4 
有 特征 根 Ai = ia = 1. 作 形式 解 


| =x- ta- i? = 0， 


-42 ^ 
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mmm 


[22 ze 
代入 方程 组 ,得 


[tt et e] iu | 11th E 
bj art bat -2a *3a; 4k (— 25, +3b)t 
比较 上 式 两 边 c RE ,得 

hit a 2-442, bj2-—5b 42b, 

bot a= —2a(,*3a;, 加 二 -2h 9 35, 


可 解 得 bi 一 bz, a - a;- 1 bz. iE di, b. 选 作 任意 常数 , 记 为 t = Cioh C; , MWA 


Lo, 


b = C$, a T6 77 


代 人 形式 解 中 ,得 方程 组 通 解 


[7] oll]er ol 2] 


解法 二 ( 消 元 法 ) 
把 方程 组 写成 
[or lx 7 2x4 20, 
2x, + (D- 392x520 
i 
D+1 2 
ACD) = 7 s -o-n. 
解 二 阶 方 程 


ACD)x; 2 (D- 1? xm x," - 2x, + x, -0, 
知 有 二 重 特征 根 a, = Xs=1, 故 它 有 通 解 
三 Ce 十 Cte! , 
UAIECLILIE EE E 
nata tx) = [C+ GG A]. 


即 原 方 程 组 有 通 解 


NE afie +G MIL 


解法 三 ( 拉 氏 变换 法 ) 
对 方程 组 取 拉 氏 变换 得 
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$5? Ex,] - x2 S Ex] 
=; AIETE 


Ep 
[s+ apfel 
2 8-3 S8 xs] T x Í 
计算 出 A(s)z s+] = + 
2 $-3 
0 
Ads) " = gt 
X4 $- 
l 
Aal 5) = i 2 = abst x9 - 2a], 
2 
所 以 
AG) Xs + 2x2 — 3x] 
f UnlTAGYT G- 
ai 2 2x) 
= lh- gil rs; 
» AK) xor x 2x) 
区 [oa09) = ql 
L 22 1 25 
= 过] gA 
相反 查 拉 氏 变换 表 ,得 通 解 


位 = ade 42(2- xD) rel, 
x2e! + 2x9 — x) tel. 
TR as- xj) = Cx C; ,也 得 同样 形式 


1 
[| = "MEE | fes 
解法 四 (直接 计算 基本 解 矩 阵 expr) 


写 出 ep4t=exp[ -， 了] :nm(OPms ri) P4. 
已 知 PEE RARAS EAE 
[n zn.rnz1, 


F4 = ra r3, ru (O) =O. 


解 得 rit) = e', r£) = tel, 
-1 2 -2 2 
X P=| 3 -11=| 5 ? í 
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Ri XE RS B 
expA: = e'f + - E 
原 方程 组 的 通 解 为 
[,] =e EM 12] | 


= o[]e «te - co['7 2». 
É 


U nde 


N2 Rwf 3]* 的 通 解 


Mp ”用 待定 系数 法 ,特征 方程 为 


-f-À -1 
2 44A 45-0, 
| 2 MN MM 


特征 根 为 A = -2+ i,As= 2 它们 对 应 实 值 形式 多 为 


-[?]e Set [ je Hint. 
代入 方程 组 ,得 


| M ( — 2cost - sint)e 7 + [ M ( -2sint + cost)e 全 
Fi 


-Í ; UE |] ent s [7 ESTE Ed 
消去 e m, ERT cost, sint 的 系数 ， 得 
—2a *bj-2-aj—-a,, -a,-2b2-b|-lh, 
-2a,*b,22a,-3a,, -—a,-25,225,- 3b, 
把 a,, 5; 当 作 任意 常数 ,可 解 得 


t= t- b, b,2a 4b. 


-4 cost sint 
sse (ol ad * bau asd )- 
例 3 求 非 标准 型 的 常 系数 线性 微分 方程 组 
和 
Zax” +x R7x-y"-y'—5yz0, 
满足 r0) = x' (0) = 1, yi0) = y (0) =0 RIK. 
解 ” 取 拉 氏 变换 ,得 
255 $49 至] 
2554547 -s+s-5 
. [40 + 2x (0) — x(0) - y(005 - y (0 - y(0)] -| 
IrO)s +2 {OY  x(0) -YID0)5 — y (0) (0) 


故 通 解 为 


2s] 


12s 234^ 
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计算 出 
255— $49 us 
As) ' z6(s— Ds 44), 
G) 255 4 47 -s 4s-$ (s (6*4) 
2541] -5^-5-3 
As) zs t, 
{s 2543 -5# +:-5 tT 
25865 — 549 2s+1 
hi - - 
iG) 255.547 2543 
国 此 有 
S [x] As) 657 £4 -i( 1 2:52 
T Als) 26(5-D(344) 3\s-1 ge4/* 
PII ]- 3. 20 » E 2:2) 
7T TAG)  6(-DO 4) 3Vs-l $244 


反 查 拉 氏 变 搞 表 ,就 得 初 值 问题 的 解 
= EG + leot + sin2t) , 


y =F (2e! - 2co624 — sinit). 


4.3 党 系 数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 特 解 的 求法 


常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 的 一 般 标准 形式 为 
= ALX 十 ta t t+ Ginn + A(CL), 


dx 
di = da XQ + dpat + aina tfai), (4-9) 


Ts = Gap XQ dax Ut rn S fA CL, 
其 中 mi = 1,2,…,n) 均 为 常数 ,fC7) 为 某 区 间 [a,5] 上 .的 连续 函数 .或 以 向量 、 
矩阵 形式 表示 为 
et c Axsf(), (4-10) 

EPA Anax 5 常数 矩阵 ,元 率 为 好 ,方程 组 (4-5) 或 (4- 6) 称 为 它 对 应 的 齐 次 线性 
微分 方程 组 . 

由 4.1.2 小 节 中 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 性 质 (2) 知 ,只 要 已 知 它 对 应 的 齐 次 线 
性 方程 组 (4.6) 的 基本 解 矩阵 十 (2) , 则 只 需求 得 (4-10) 式 自己 的 一 个 特 解 CO, 
通 般 立即 可 得 

x = DC ple). 


下 面 介绍 特 解 $( 昌 的 4 种 求法 :待定 系数 法 .常数 变易 法 、. 算 子 解法 、 拉 氏 变 


4 线性 微分 方程 组 * 569. ， 


Bus. 
4.3.1 待定 系数 法 


待定 系数 法 与 3.2.3 节 中 介绍 的 求 高 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 特 解 时 所 用 的 竺 
定 系数 法 ,在 思 扣 与 步骤 上 完全 一 致 ,关键 是 首先 要 正确 写 出 待定 解 的 形式 .请 注 
意 这 星 用 的 形式 与 高 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 中 所 用 的 略 有 区别 . 

(OD) E fO = (PD, Palthe, P G) Te, 
其 中 POIS E2 o, aE r WERA Ma DREN EEA 


xG)-OQQG. QD oC, 
其 中 giC (is 1,2, ,nn) 为 4 的 待定 多项式 ,它们 次 数 都 是 m+ 次 .这 里 m 基 
Pr) 1,2,… ,nn) 中 最 高 的 次 数 ,! 是 当 a 为 特征 根 时 的 重 数 ,a 不 是 特征 根 时 
1-0. 
注意 与 m 阶 非 齐 次 线性 方程 解法 中 的 区 别 :这 里 不 是 令 


xG) 2 (OQ, QO0 Qu CGDDTe* COCOS m). 

(2) 38 fi S CP) + P(t sint. P CO cosBr e P, (rosinft)Te , 3 

中 B, ÉOGGUS12, 7,2594 E EDS EUR REGEL XS 
xX(1) 2 (QD cosB t Glising £77, Q,t)cosf t+ 0, sin t)Te*', 

其 中 QOO 2 12,7509 m+ 【次 实 系 数 害 项 式 .这 里 抑 是 P(t) 及 
总 (中 中 最 高 的 次 数 ,! 是 当 a + 论 是 特征 报时 的 重 数 ,s + i TÆRER = 0. 

例 4 sx[ 7] -E; AE] +[ idem 

解 ”特征 方程 为 

(1-5)(A*1)20, 


特征 根 为 Ài z$,À4 = -1. 
先 求 对 应 齐 次 线性 方程 组 的 基本 解 拭 阵 .由 于 特征 根 均 为 单 实 根 , 故 线 性 无 关 


解 有 形式 
a e |^ ae + 
ME NE HE [eel 
A AMAA JE 次 线性 方程 组 比较 同类 项 ,得 


4a, 22b, Ba = 一 02， 
BC a, =1, 则 6, 22,3 — RE 
: e 
HESE 


B al, D bz — 1. 对 应 BAM 


[le el 


+ 570 ， 第 10 箱 常 微分 方程 


它们 显然 是 线性 无 关 的 , 故 齐 次 线性 方程 组 的 基本 和 解 矩 阵 为 


P) = [5s — M ' 
再 求 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 . 因 a = -1 是 单 重 特征 根 ,又 右边 函数 
SDPRR G), PRU 8 CL 1,4) 8] CE DUE BUS, RR RIR RETE ON 


p ]- Ft] _, 
Css a] 7 
EARF EHA, HESHAF e` -比较 ! 同 次 等 系数 ,得 
(2-2, €,-2, dth- 3. 


取 d, =0, 则 由 = -六 ,对 应 一 个 特 解 


故 原 方程 组 通 解 为 
C - 2t E 
| AE Ss “a ' 


xi -5 -l[* -1] 4 . 
as &[7]-U7 SICIS Ue sme 
解 ” 特 征 方程 为 
(A * 4) - 0, 
fai,2A.s-4düf(-s(-101207e -4 中 的 <= -4 是 二 重 特征 根 , 密 项 式 P) 
是 等 次 , 故 设 特 解 为 
Xi a£ 4 but c um 
| :]- | ai? + bt + NE ` 
代入 方程 ,消去 ec ,比较 了 同 次 宕 系数 ,得 
a2-l, a. bbb. beptép -d. 


取 b 20,06, 20,18 b= ] ,ea = 一 NP TEE - 方 , = 广 , 对 应 一 个 特 解 


B 6 &[7.] - o allg] [oi] et 


4 ”线性 微分 方程 组 $87] * 


E FEDEAK 4* -4=0, 其 特征 根 为 4. =2i, A= 一 22i. 


SH 0 11f 2 1 
IR MEPPFINDRE (n 
的 特 解 . 
E] 天生 中 的 x+ 记 =0+2i 恰 是 单 重 特征 根 , 故 特 解 形式 为 
| xi) . (a4 t bi)cos2t + {at + 5,)sin2t 
SJ "lar bi )o082t + Coat + b; 9201 7 
代入 方程 (4-11) ,比较 同类 项 系数 ,得 关于 ab; abi (Em 1,2) 的 代数 方程 , 解 得 


ais. $-l, t =Ü, bst. 


aí/20, b/-OUB/EO), ac -l, bo = -也 
故 方程 (4-11) 的 特 解 为 
[^ xf d Had 
x iU . 


-(t JL n2: 


再 求 [z B [° » al [$] + + [7] sind (4-12) 
的 特 解 . 
这 时 FD 中 e+ 这 =0+ 币 不 是 特征 根 , 设 特 解 形式 为 
| "E | C, cost + Cysindt | 
(2 C|' cost + C; sintii? 
RAREG-ID EAE TSSEESIR B G IDANRA 
me | paH 
[ ,i» 
3 


os 


最 后 得 原 方程 的 一 个 特 解 
xi (1 (2) (二 + I)e t sin2t — {sindi 
| 
4.3.2 常数 变易 法 
常数 变易 法 是 在 已 知 相应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基本 解 和 于 阵 时 , 求 非 齐 次 线性 
方程 组 的 解 的 一 种 普遍 可 用 的 方法 ,此 方法 也 适用 于 变 系 数 线性 方程 组 .导出 解 的 


常数 变易 公式 的 基本 思想 , 同 于 一 阶 非 齐 次 线性 方程 所 采用 的 同名 方法 .方程 组 
(4- 10) 满 足 初始 条 件 o4) = 0 的 解 的 公式 是 
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e(O seg iaa | expl (1 — AJA 5)ds, (4-13) 


其 中 expAt 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 (4-6) 的 基本 解 矩 阵 . 这 个 公式 在 理论 研究 中 
也 非常 有 用 . 


$7 求 = | 3]x+[* pent oco - (0,DT 的 解 . 
解 ” 记 对 应 IS REO RIDERE 


3 5 cosi sin5t 
“pl _ 5 3 ‘0 | a, sd 
代 人 公式 (4-13), 这 里 1420,48 


i| c5: an [0 
ese — sin5t ll | 
geom cosit - s) — sinS(t ~ sJ] fe: 
[e | SG susc c oll Em 
利用 公式 或 分 部 积分 法 ,最 后 得 所 求 特 解 为 
(os Le dent + 46sin5t ~ 4e ^ 
4 46cos5t — Asin5t - 5e 3^ 


4.3.3 FFM 


当 (4-9) 式 的 右边 函数 (2) 具 有 与 待定 系数 法 中 指出 的 同样 的 形式 时 ,采用 
算 子 法 求 (44- 邹 式 的 一 个 特 解 ,在 多数 情况 下 是 十 分 简便 的 ,方法 的 基本 思想 与 所 
用 的 道 算 子 运算 表 同 于 3.2.3 节 . 

pisa 求 例 7 中 方程 组 的 任意 一 个 特 解 . 

M ”引进 算 子 记号 Ded , 将 方程 组 写成 

s = 3x tx te f, 
Dx;2 -5x 3x, 
(D-3)x|-5x;ze'', 
i {sx + (D-3)5; =0. (4-14) 
用 克 莱 默 法 则 从 形式 上 解 出 x1, 再 进行 算 子 的 正 运 算 与 逆 运 算 ,得 


uc i e^ ul 
NE | 0 D-3 
5  D-3 
-re 
-p- Dx -4e !) 
l e 《用 3.2.3 节 中 人) 公式 邓 ) 


+ 
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4 i 
= 一 林 ' 
将 它 代 人 (4-14) 式 中 的 第 一 个 方程 中 ,得 
e-yOxn-34-e08 f(EÉ-0)5--ie6 
因此 
人 
FEM 
127 7406? " 
就 是 方程 组 的 一 个 特 解 . 
x -vy-x2-1, A 
例 9 求 (2 ap 的 一 个 特 解 
解 ” 将 方程 组 写成 
oe 
{D+3)x- (D+1)y= &. 
解 出 
D+l NU MUN 
D «3 «D 
-ri De nen 
Lolo, DL... 
= 
=- (1+ D)(1 + E) + Hr? 2e 
= -2-1 Ee {用 3.2.3 节 中 (3) 中 公式 名 及 字 ). 
_ 1 D+l1 -ti 
IDp+rl -D D'a3 e 


D+3 -(D41) 
10€" Tr) 


j^ (1+ DÀI 


x — y -Ü, 
O iB BAUER TIEN RUE Herten Pun [7 7 
- y=e te 
单纯 用 克 莱 黑 法则 求解 CO, y 时 ,所 得 的 结果 就 不 满足 方程 组 


* 
一 了 
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Bl 


代 人 方程 验算 ,所 得 议 是 方程 组 的 一 个 特 解 . 

4.3.4 j&K Xd 

拉 氏 变 搞 法 的 思想 与 步 机 基本 同上 一 节 ( 见 4.2.3 小 节 ), 只 在 求解 过 程 中 多 
用 了 一 次 克 荣 歌 法 则 . 

$110. 用 拉 氏 变换 法 青 解 例 7. 

E ”把 方程 组 写成 分 量 表达 形式 


xi = 3x1+ Txt+ e^, 
=0, x4(0) = I. 
N = 一 5x| * 3x,, xı (Q) 9 xal ) 


S yipee 8 [xi)l, X($)2.9 [1,CO ] AARRE fH 
[ao -3X,()5X,G) + -上 | 
sX4(s) - 12 —5X,08) +343), 


整理 得 
[6790-5807 ci 
5X, (s)  (s-3)X4() - 1. 
Ris ERE IgE 
X.) l JH -5 
i53 = 
FD -5 1 :-3 
5 ME 
1 L9 oal 
- il^ GO S' GI» eub 
Ns) = 一 一 一 :3 gaT 
2 " M 5 1 
5 s-3 


il« s-3 5 25 L] 
”41 (s-3y45 46-3345 still’ 
反 查 拉 氏 变换 表 ,得 满足 所 给 初始 条 件 的 解 


人 t)= a e” (49st + d6sin5t - 4e), 


x; (t) ac e (4609851 - dint - 5e t). 


5 非 线 性 高 阶 微分 方程 和 微分 方程 组 的 可 摧 类 型 ，575 ， 


x, 2x4 x, 
8411 ns --x(*4x, 的 解 , 并 求 出 它 的 基本 解 年 阵 ， 
x, CO) -0.x,00 二 | 
Be ”为 能 同时 解决 提出 的 两 项 要 求 , 先 对 一 般 的 初始 条 件 x00) = 3.34002 = 
712 求解 .对 方程 组 取 拉 氏 变 换 , 得 
[oi -9-22X,G) + Xi s), 
sX5(s3)— p= — Xi(s) € AXC 8). 


Bl [CL 
Xi(s)u2(s-4)X4(s)2 m 
解 得 Ks) = Sz m n hs) = CLERUM, 


下 例题 要 求 的 材 值 问题 是 q= (0,1) 1, 故 对 应 


Md 
一 之 l H 

MG)- UT ESE -3 -32 
查 拉 氏 变 换 表 ,得 相应 特 解 

[s(0 7 S7 Dx] «ie 

xy (0 m CT [ X40] = Oe". 
为 求 出 方程 组 的 基本 解 矩 阵 ,再 求 # = (1,0)! 所 决定 的 线性 无 关 解 ,即将 它 代入 
X, Cim 1,2) 表 达 式 ,有 


#4 l ] |. 
MERI Ax i- $-3 (s-3)" 


kG e eye 
ER 
[a =l- tje”, 
xat £) = = te, 
故 方程 组 的 基本 解 矩阵 是 


ec -|'! ! Je. 


-t [+t 


5 非 线性 高 阶 微分 方程 和 微分 方程 组 的 可 积 类 型 


非 线 性 高 阶 微分 方程 的 一 般 形式 是 
F(t,x, x, x") 20, (5-1) 
Hp Fa E E 10,1,2,-, n HEAEERTERST 3S8 EE EO) HE EE TE C07 76 REB. 
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是 指 


d 
do m Guns). 


dz; - 
dt Ton Tx (5-2) 


dž, 


ER r falt, EJ 
其 中 有 的 A HRE Sel, 2 *, nDHé3EZETEB. 
对 (5-1) 式 和 (5-2) 式 没有 一 骤 的 求解 方法 ， 但 在 某 些 特殊 情况 下 ,可 以 借助 
“ 引 人 新 变量 "“ 引 和 人 参数 "或 寻求 "首次 积分 "等 办 法 ,还 步 降低 方程 (组 ) 的 阶 ( 维 ) 
数 , 从 而 有 可 能 求 得 它们 的 通 解 ， 


5.1 非 线 性 高 阶 吐 分 方程 的 几 种 可 积 类 型 


5.1.1. 特殊 情形 的 求解 


对 方程 ($5-1) 的 下 列 诸 特 殊 情 形 : 
F(t,a 7) -0, 
F( x57 P, x 20, 
F( x57 9, 49» 2p, 
F( t, 3(P , C9, We) - 0, 
F(x,x! rua) 20, 
均 可 异 引 人 新 变量 或 引信 参数 ,达到 求解 或 降 阶 的 目的 . 
(D F(t, a?) 20 
分 两 种 情形 : 
I? dE RTARGH a6 — 42), 则 通过 次 积分 得 通 角 


x=T G- 9" Fs)ds + qa- TI T" i) 


C; 
i314 - o nt Cae 


2 若 不 便 解 出 xm 时 ,有 时 可 把 方程 写成 参数 形式 
t-29o(0. s= pir}, 
并 满足 FC pir) 90) S 0. 2h 
dx(^-!? = xn d= uir) iride, 


得 LIES [ote Code £C = ír, C). 
如 此 继续 下 去 ,最 后 可 得 参数 形式 的 通 解 
[= pir}, 
xz£(r,C,Cu "7. 6). 
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(2) Fix im) 


I? dp DAR xf" = f(x), mp zz uí^- n ,得 
dz = fa), 
这 是 变量 已 分 离 方 程 , 设 解 得 
r= at, €), 
即 zt = (t, Ci), 


化 成 了 上 述 F(t,x*")=0 类 型 的 第 一 种 情形 . 
2 若 不 便 解 出 x'" , 则 设法 把 方程 写成 参数 形式 
x7Ü-g(r), s = (rr), 
A F(etCe). (c0) 二 .这 时 由 
dr) 2 x Md 或 (codes {rdi, 


得 T | £&9ac + C, 2 lr, G), aU! a gr), 


这 就 是 上 述 FOL) =0 类 型 的 第 二 种 情形 . 
(3) Fix? x 二 和 
设 方程 可 解 出 x'”, 即 
x^! = fi x ^79), 
4 rsx P PEADAR 2dz = 27 dr AER 
diz?) - 2/( z)dz, 


各! 分 后 有 z!' — jl 2f Gods + Cis 


再 用 分 离 变 量 法 求 得 
w= w(t, C, Ca), 
表 积 分 -2 次 ,就 得 原 方 程 通 解 . 
(4) F(t, P, xD x 20 
令 新 变量 z= *( ,把 它 降 为 -天 阶 方程 
下 (一 
后 再 求解 
(5) Fir," ee x) -0 


这 类 方程 的 特点 是 不 显 含 自 变量 .解法 是 , 令 闪 ==. 肯 将 x 当 作 新 自 变 其 ， 


Jj PEST RH - Er. 


* 74b dede ^ dg’ 


» 4 ( dz) -i(.i 于) 


Z dx? ^ dx dx 


* 7 dt 


" 077 - 
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特 以 上 各 式 代 入 方程 ,得 z 对 x 的 rn -1 阶 方程 
dz d'^'z 
Fn pei) -9. 
p 1 GR oe" + a= 的 通 解 . 
和 解 ” 此 方程 无 法 解 出 w*. 引 人 参数 s: 


a=, 
则 tze +s, 
由 dx' = 入 人 
得 x = [ste + Dds = {s - l)e! + $s + Cio 


dx=[ís- 1e res Cildi = [£s - Dea Ts C lle + 1]ds, 
故 得 以 参数 s 表达 的 通 解 


t-e 45, 
METRI Ca. 


6,2 R a" (+ rt 的 通 解 . 
M 引 作 参数 求解 . 令 x = ;, 由 方程 得 


S .y-lq.s, 


dz 
或 di z a(14 32) Yds, 
积分 得 
= - tC. 
1+ s? 
ra. asds 
又 由 dx= x 4 
积分 得 
故 得 通 解 的 参数 表达 式 
t= 2s 十 C, 
LAS 
一 TA * Ca. 
若 消 去 * ,可 得 


(t- C)+ íx- Y= a. 
pi3 求解 x'—- tx" x zQ. 
E HETES *, 最 低 阶 导数 为 xo 允 = =*, 代 人 方程 得 
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r= 2 


这 是 克 莱 罗 方程 . 它 有 通 解 


z=- Cl 
再 对 如 求 导 , 得 

0-t-3C€1, 

z= Ot- Cj, 
A (di se 
消去 0 ,又 得 奇 解 


注意 z= 洲 , 上 面 黄 个 式 子 分 别 积分 二 次 ,得 原 方程 的 通 解 


C Ci 
x= t+ Cat + C4, 


及 特 解 


BA 求解 oz GI? e GI? 20. 
解 ” 此 方程 不 显 含 自 变量 上 . 令 x' =z, M 


代 人 方程 得 


xu 35.2.5220, 
dx 

(x3 i.2)20. 
dx 


由 z=0 得 解 x = ;由 x -z+ P= 从 ,对 应 有 


dz _ dx 
z(1-z) x 
积分 得 
|= = Cit, 
dx _ - Cx 
即 dt Ti+ €x 
再 积分 得 


x-C/lnlxizit C, 


它 与 z= 一 起 ,构成 了 原 方 程 的 一 切 解 . 
5.1.2 齐 次 型 方程 的 降 阶 
(0 第 1 类 齐 次 型 方程 的 降 阶 ” 设 下 是 关于 x ,x sc xU B EXPERS, 
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即 恒等式 
要 [和 
对 一 切 s 成 立时 ,可 令 x =e*, 能 将 方程 (5-1) 化 为 不 显 全 未 知 薄 数 u 的 方程 , 即 
后 本 

这 时 再 令 u = z, 册 可 降低 一 舱 . 

(2) 第 2 类 齐 次 型 方程 的 降 阶 ”车 把 1, x ME 1 次 ,x' 站 作曲 次 ,六 看 作 -1 
次 ,…, RAE- Cn- 1 次 时 ,函数 只 是 关于 全 部 变 元 的 大 次 齐 次 函数 , 则 可 令 

tze", xau, 

代入 [5-1) 式 后 ,总 可 使 它 降低 一 阶 . 

(3) 第 3 类 齐 次 型 方程 的 降 阶 ”车 把 1 看 作 1 次 ,x Aim 次 ,x 看 作 ( m-1) 
次 ,x'* 看 作 ( im - 2) 次 ,… ,x'" 看 作 (m — n) 次 时 ,函数 下 是 关于 全 部 变量 的 上 次 齐 
次 函数 , 则 可 令 

tze, x- ue", 

代入 (5- 册 式 后 ,总 可 使 它 降低 一 阶 ， 

65 cR Ca" =(x- n! )! 8938 RE. 

E ”这 个 方程 属于 焉 关于 x, 和 ,好 是 二 次 齐 次 函数 的 第 125. x e e", M 

xao, x mz (al v uthe, 


代入 原 方程 ,化 简 得 


;_,_l1 a 
U 二 于 一 tg" 
再 积分 得 
u=htel -É +hG, 


t 
回 到 原 变 量 ,得 通 解 
x= Cate". 
Dio 求 方程 gx -3i + Pr t E IAR. 
解 ” 当 把 GEI EEOUK A EIF - 1 次 时 , F 显然 是 全 部 变量 的 二 
次 齐 次 函数 , 赂 第 2 类 . 令 


| 
ij "EINE 
dx d ids du , š ... UM 
iz dc Cue d e( 4e t ue’)e T ds 
dz dí(du, |), d(du, ds (du, du),., 
和 = (+) i 


将 这 些 代 入 原 方程 ,消去 en ,整理 得 
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u £5. (y 1-9, (5-3) 


它 不 显 售 自 变量 。 Bed" = z, 则 


代 人 (5-3) 式 ,得 
ud 2441-0, X 445,22. 2 
du , du " 
BA FRPE(K T —Br. EA 


u 
udu 
或 JO v 2 rds, 
积分 得 
w= € -(6— sy 
回 到 原 变 量 , 得 通 解 


a PLE- (C, - Inl t0)?]. 
Bl7 R Üx-3m)xa4sg4-105208 Ba. 
R PEBE. xElEm-2X.x HÍEm-1- 11x," SdEm-2-01iX, 
则 左边 的 下 显 热 是 全 部 变量 的 六 次 齐 次 前 数 , 属 第 3 类 . 今 代 换 


tze, x-2ue" = ue, 
r d; znds_ {du + 
则 有 dpt ) (ae e2ue 
d[Iídu ds du. ,dr 
= AF tzue dt^ d t? ds te 
代 人 原 方程 ,消去 en p» 
E5120, (5-4) 
gu EE SII (5-4) 3 4E 8 
ez S 120, 


EC PRBEAK T — Er. ARKE, ARER ,得 通 解 
d Gr 4 Cis) 2 p| Y Ortv a+ Cs = lal tl + C3. 
Ct C, C, t 
例 8 求解 (T 2x7) SAC xx! +1. 
解 把 :看 作 1 次 ,* 看 作 m= -1 次 ,x' 看 作 m -1= -2W, x HIEm-2- 
- 3 次 , 则 方程 对 应 的 中 是 全 部 变量 的 零 次 齐 次 函数 ,也 居 第 3 类 . 作 代 换 
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上 二 X ue" = ue” 
可 将 方程 联 为 1 阶 方 程 . I EE fog fn 
AC x- Cat- CLP +4=0. 


5.1.3. 高 阶 全 微分 方程 


着 方 程 (5-1) 的 左边 消 数 F(t; x ,x ,…,x'") 怡 好 是 某 一 函数 Dux x vos 
x 中) 对 :的 全 导数 , 则 称 (5-1) 式 为 全 微分 方程 .这 时 
(xa = (5-5) 
是 方程 15- 4) 的 一 个 首次 积分 {其 中 C 为 任意 常数 ), (5-1) 式 的 求解 问题 化 为 -1 
阶 方 程 45-5) 的 求解 问题 了 . 
注意 :函数 (ns s! ,…' ,x 中) 本 身 不 恒 为 常数 ,但 沿 方 程 (5-1) 的 任何 解 x 
=h x - xGMVA 硬 ) 它 人 恒 取 相应 的 常数 值 , 则 称 方程 (5-5) 为 方程 (5-1) 的 
一 个 首 兢 积分 . 
车 存在 函数 lrir, e, tE 
uFC x, x sn x )20 
成 为 全 微分 方程 , 则 称 jy 为 45-1)] 式 的 积分 因子 .如 果 能 找到 上 个 积分 因子 An eu 
4 对 应 求 得 下 个 独立 的 首次 积分 
Di t;x x! e, nou, 
di tix, r EXPL H= Ca, 


Dlr a = 
则 一 般 可 将 方程 45-1) 降 低 大 院 . 
例 9 求解 方程 2 xx” -3x?=0, 


R ”此 方程 有 积分 因子 = - Ja 因为 


- lass" 3 -全 2 区 32 3 [27 .,], 


所 以 得 原 方程 的 首次 积分 
t+ = RA- g 
这 恰好 是 个 全 微分 方程 ,积分 得 
2 6 
" ( C, — M 
故 得 通 解 
x= C. 2 t + C4. 


1510. 求解 方程 s" 2x? -0. 
E ”因为 
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二 (ee -242) 2 4 228 3 (Inl e 1 - 2lnl #1), 
b; y» ux 2t df L m 
it cs ) = TT eere). 
所 以 mi = woo 二 是 方程 的 两 个 积分 因 于 ,它们 是 轴 数 独立 的 ,对 应 两 个 独立 


的 首次 积分 


LINH E La. 5l, 
X x 


它们 联 立 ,消去 a IT + Cit = C2, 故 方程 的 通 解 为 
| 
Xo G C, +: 
5.2 非 线性 微分 方程 组 求解 的 两 种 途径 


对 形 如 (5-2) 式 的 规范 形 微 分 方程 组 ,通常 采用 两 种 米 解 的 途径 : 求 首次 积分 
法 和 化 为 高 阶 方程 再 求解 ,它们 有 时 基 可 行 的 . 
求 首次 积分 法 的 理论 依据 :只 要 (5-2) 式 满足 解 的 存在 性 条 件 , 别 它 的 首次 积 
分 是 存在 的 ;车 求 得 它 的 一 个 首次 积分 , 则 可 将 它 化 为 含 na -1 个 函数 的 n-1 个 
方程 构成 的 (5-2) 式 的 求解 问题 (相当 于 隆 了 芋 阶 ); 若 能 类 得 它 的 上 个 独立 的 首次 
积分 , 风 可 将 问题 降低 大 阶 ; 当 让 = & 时 ,就 可 直接 得 到 证 解 . 
首次 积分 的 求法 :关键 是 找 " 可 积 组 合 " ,即将 (5-2? 兴 中 一 部 分 或 伞 部 方程 进 
行 重新 组 人 台 , 以 获得 可 积分 的 一 防 方程 ,积分 之 ,就 可 得 到 首次 积分 .有 时 上 先 把 
(5-2) 式 写成 对 称 形式 
dt _ dx, - dx» uu co 058 
1 fxpe x fot xut x) ht 
再 利 由 熟知 的 有 关 比 例 的 性 质 ,使 得 比较 容易 找 出 “可 积 组 合 "来 ， 
并 不 是 一 般 可 行 的 方法 , 它 只 在 少数 情况 下 使 用 . RELAT. 
Hn 试 艇 重 刚体 绕 固 定点 运动 的 徽 分 方程 组 (其 中 A,B, CERM). 


dP otn 

A g7 B C)qr, 
dg (e 

Ba 《CC ANP, 


C $* - (4 - B)p. 
WU p.q.r S SUSEIR RAKE —.— 75 ERR II, ERO, R3 
Ap 32, p, d+ c, =0. 


这 就 得 到 了 一 个 可 积 组 合 
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3 ap! Bg + Cr?) =0, 


积分 之 ,对 应 一 个 首次 积分 
Ap! + Bg^ + Cr^ = C. 


再 以 Ap, Bg, Cr 分 别 乘 原 方程 组 的 第 一 .二 .三 方程 的 两 迪 , 再 相 加 得 
Ap P+ gn, SA dt * ct, $t 20, 


TA ATR S RATIO RES 个 首次 积分 
Abp? e Ba + CH) s C, 
这 两 个 首次 积分 除 4= B= C 的 特殊 情况 外 ,是 相互 独立 的 . 事实 上 , 设 4# B RE, 
可 由 它们 联 立 解 出 
C(C- B) 5, CB-C 
P= A-A) C AGAT the 
DES T Ey: e P+ MY =b + ha, 
其 中 h.h 是 任意 常数 ,将 它们 代 人 原 方 程 组 中 第 三 个 方程 ,得 到 一 个 可 以 积分 的 


一 阶 方程 
-Var be eh). 


"———— ANNEM, 上 只 剩 下 求 … 个 方程 的 解 的 问题 
了 《相当 于 问题 降 了 二 阶 ). 这 个 方程 是 分 离 变量 型 的 ,可 直接 积分 ,一 般 " 表 为 + 


的 椭圆 函数 , 售 3 个 任意 常数 ， 
dx t d x-t 
9j 12 RiT yx d =y E. 
M 将 方程 组 写成 对 称 形式 


y-x -Y "x-t' 
按 比例 的 性 质 知 :3 个 分 式 的 分 子 . 分 母 分 别 相 加 ,所 得 分 式 与 原 分 式 相 等 ;第 一 、 
二 、 三 个 分 式 ,分 别 在 分 子 . 分 和 性 上 同时 霖 以 242z、2y 后 ,再 分 子 相 加 .分 母 相 加 ， 
所 得 分 式 与 原 分 式 也 相等 , 即 有 
dt . dx _ dy Uitaty d c) 
y-x i—-Yv *-— "dn 
从 而 ,找到 了 2 个 可 积 组 合 
d(íi-x4y)20, d(/4x €5)z20, 
再 耸 别 产生 首次 积分 
{+xty=0, Ë+ ty G, 
联 立 起 来 ， BORSE DESSIN. 
$9513 求 x d "LEE SIC + y ADAR. 


解 "Ere 以 单独 积分 ， 得 首次 积分 
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并 代入 第 二 个 方程 得 
iE. - x(1* CD, 
再 对 上 式 积 分 得 
2 = + + E C, 


= — x + €. 


Ẹ = Ci. 
x 


十 六 十 二 Ca, 


所 以 通 解 为 


dy, d dz 1 的 ; 
例 14 xul-0-loqi-l. lm. 


解法 一 ”写成 对 称 形 式 


z ë y-x 
或 
dr zdy (íy-x)d: 
l -17 ! , 
用 比例 的 性 质 , 有 
dx zdx  zdy z(dy-dx) íy- v)dz 
] z z-1- -1 7 ] , 
取 可 积 组 台 
zdy- x) iy-xx)dz 
一 上 B 1 
积分 ,得 首次 积分 
(y-x)z2€,, 
将 它 决定 的 := 一代 人 原 第 一 个 方程 ,得 
divy-x) _ -x 
dx E Ci 
积分 ,得 


(y- x)= C, 或 (y - x)eG-a = €, 
它 也 是 方程 组 的 第 二 个 首次 积分 . 故 通 解 是 
《一 YE 二 人 y2x4 e, 
f 或 | C, ue 


(y — x)ely- xz = Chs zae 
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解法 二 (化 为 二 阶 方程 求解 ) 
将 第 二 个 方程 对 kF, 


Y (y x} z 
# oz 
Bp z^ 
积分 ,得 > = Cs, 再 积分 ,得 
z= Ce“ 
代 人 原 第 二 个 方程 ,得 
y-xt =x gge 
HUER A 
= _1. ex 
i x n] Ee 
z= Gesi. 


例 15 求 作 = 地 ,y= É + y! IMBRE 
解 ” 化 为 二 阶 方程 求解 .有 , 
w= xiy t xy = 2ay + y= x+ »(£). 


这 个 方程 不 显 含 自 变量 i4! = z, 划 rez 至, 代 人 上 式 得 


dz 2x41 dz 2x41! 
de ou oU 或 了 = Qj de 


积分 ,得 些 = z= cute ,再 积分 ,得 


-et = Cit + Ca. 
故 得 通 解 
1 
~= inl Gt Gl? 
LLLA LL 
Y7 CC Cn Git CU 


6 常 微 分 方程 边 值 问题 


当 定 解 条 件 在 多 个 点 上 给 出 时 , 称 为 边界 条 件 .微分 方程 与 相应 的 边界 条 件 一 
起 构成 了 边 值 问题 . 常 微分 方程 边 值 问题 是 常 微分 方程 中 - -个 专门 分 支 , 它 在 工程 
技术 中 有 广泛 的 应 用 . 因 篇 旺 所 限 ,这 里 仅 以 二 界线 性 方程 的 边 值 问题 为 例 ,介绍 
一 点 这 方面 的 基础 知识 和 基本 解法 . 
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6.1. 边 值 问题 基本 概念 


6.1.1 边 值 问题 的 提 法 


考虑 微分 方程 
x' - pitia + qCOxz A(t) (6-1) 
及 对 应 的 齐 次 方程 
好 十 站 [二 一 站 (6-2) 
其 中 pCO qG) ,A(2) 均 是 [ a. 5] E BUSERE PRÉC, ER 12 UE PERI — BOE SC 
U[x]eaix(a)-Bax(b)*agx'(a) Box (by; (i212). (6-2 
或 对 应 的 齐 次 边界 条 件 


U[x]-0 (i212, (6-4) 
其 中 ag Bi. ATE. 1,22 4] 9 pde 
称 下 列 定 解 问题 
{6-2 [667 (6-2), [60 
(6-4), (6-3), (6-3), (6-4), 


分 别 为 齐 次 边 值 问题 , 非 齐 次 边 值 问题 ,第 一 类 半 齐 次 边 值 问题 ,第 二 类 半 齐 次 边 
值 问题 


6.1.2 过 值 问题 解 的 某 些 性 质 


(D 齐 次 边 值 问题 解 的 性 质 

I? 它 必 有 平凡 解 x(1) =0. 

r XxuG)xGvvs Vx DORER k TE, MEHARRA 

x= C Ux Cx) +t t Cagli) 

也 是 它 的 解 . 

P 略 写 有 非 平凡 解 时 , 它 的 一 切 解 或 者 可 由 一 个 非 专 和解 s. COSE FERRI LS 
由 两 个 线性 无 关 解 x,(1) , xz?) 线 性 表 出 .前 者 称 该 齐 深 边 值 问 题 为 一 重 可 解 ,后 
者 称 二 重 可 解 . 

(2) 非 齐 次 边 值 问题 解 的 性 质 

If 3px CO, OEEC RAA AER, M e C) — S CO HÉOME PED TF CAL A 
题 的 非 平凡 解 . 

2 着 xot 站 是 它 的 某 个 解 , 则 它 的 任何 解 可 表 为 


xCt) = xo (D + xlt), 
其 中 rOdEGM n Br n (B IR) RT fa 
(3) EFAA APER a TE P 
车 去 { 电 是 第 一 类 半 齐 次 按 值 问题 
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MNA + gít)x -0, 
Ujx)zy, (i=1,2) 
USE; x CO) eS LAER RR 


[7 +p + qx fit), 
U[x]20 (iz1,2) 


的 解 . 则 
x(t:)m xCi 4 x (0) 
是 非 齐 次 边 值 问题 
PALM Tg) x2 fli), 
Ux]z-7, (i21,2) 

的 解 . 

6.1.3 边 值 问题 可 解 性 条 忻 

35 BER 


| Ux] SHE 
Ux] Ux; 
其 中 元 素 UL x; HERE x COELI E. ;的 值 , 它 由 (6-3) 式 所 定义 . 


定理 d x1(1) ,x2{t) 是 齐 欣 方程 (6-2) 的 基本 解 组 , x(t) 是 相应 的 非 齐 次 方 
程 (6-1) 的 一 个 解 , 则 有 ; 

1^ AB PE U ARA (120,1,2), BEER HA IRI RE RE 2 — ! 重 可 解 的 ;t=2( 即 
IEI 关 0) 时 , 它 只 有 平凡 解 ， 

2 非 齐 次 边 值 问题 可 解 的 充分 必要 杀 件 是 :矩阵 U RUBPE 


| Ulx) Ulnl n- A 


Ux] mie] y- Uz] 
有 相同 的 秩 ; 当 秩 等 于 20 UI S OBERE RE RS. 
3 第 一 类 .第 二 类 半 齐 次 边 值 问题 可 解 的 充分 必要 条 件 ,分 别 是 
Uila] Ux 
ep u 和 短 阵 [ 0 uiay BA, 


矩阵 umer Uls] Ux] Ux] 
Ux] Ux) Ulix] 


SEFT AED UI 02]  SRETEME— B3. 
例 1 讨论 齐 次 边 值 问题 
{ x“ +D, 
(0) 20, x(x) 20 


j| em 


的 可 解 性 问题 . 
解 ”注意 这 里 的 边界 条 件 对 应 


6 常 微分 方程 边 值 问题 * $89 ， 


Uj[x]&ex(0), FHUHx]exí(z). 

以 下 分 4=0,4<0,4>0 三 种 情形 进行 讨论 . 

当 A=0 时 .方程 为 

x"zü, 
它 有 线性 无 关 的 解 
XI — d, xa (1) 7 t. 

Uila] Ux] x, (0) — x, (0) | 0 
这 时 5=| or] POLI «cl li | 
PRAA IUI = xz0, 按 定理 中 150, ZLLISIR FUE IURE «(0 0. 

3M A«OB[.idDA- -a ARRA 


x' - a? x - (). 
它 显然 有 线性 无 关 解 
xi(1)2 e, 二 
、 x40) x,CO0) l 1 no ar 
这 时 IẸI = wn) mi| ee e| 58 e 0 


故 这 时 边 值 问题 也 只 有 平 几 解 x(1) =0. 
当 > 人 0 时 . 记 A= 时 ,方程 写 为 
+a xÙ, 
它 有 两 个 线性 无 关 解 
skt) = cosa, xs Ct) = sme. 


这 时 TUE 0 


cosan ainan 
当 sz 关 士 if 整 数 ) 时 ,171z 关 0, 边 值 问题 只 有 平凡 解 ; 当 = tn 或 4= n n210,2. 
一 时 ,10 S O0,U 的 秩 上 = 1, 这 时 这 个 边 值 间 题 一 重 可 和 解 .事实 上 ,这 时 边 值 问题 有 
JEF ILAR 


= sinar. 


x= Cann, 
其 中 Cz0 HERR, CIERRE x(0) = x(n) =0 的 - - 切 解 . 
例 2 讨论 非 齐 钦 边 值 问题 


xt, 

CEDR 

x (0 -x'(1)-0 
的 可 解 性 ， 

解 显然 非 齐 次 方程 ww = 上 有 特 解 ~ = 坪 吕 , 它 对 应 的 齐 次 方程 z"-204 X 
解 组 x1 (0 = 1, x40 = +. 这 里 的 边界 杀 件 对 应 
U[xl]ex(0)- x(1). I xlaxCO) + x (1). 

因此 ,矩阵 
Ul z] IE h "jJ. 


v=| Uil x] Ul x;] 
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| Ux; ncn 0 -1 i 
Uu] e] n-a |o 2 -~ i 
T fi TE] X EATA EEEF rA Fr 8 3 AE Tr x xL EBCIRT RR C RE. REED 2r t S 
件 给 的 不 适当 所 致 ， 
x' 20, 
$3453 melko) + x'(0) = x(1) ,的 可 解 性 及 求解 ， 
x'(0) 2 x' (1) 
BR ”这 时 边界 条 件 写 成 标准 形式 是 
Uxlex(0 -»xD-x(0)20, 
U;x]eax(0-x(D29, 
因 上 好 所 讨论 的 是 齐 次 边 值 问题 .方程 x" =0 本 身 有 线性 无 闫 解 nlt) = 1, xs (1) = 
t, PFE 
-| lx] Ui XE [o 
LU] Ux] 
它 的 秩 1 =0, 按 定理 中 eD. BAA A TTEA ETAR. 事实 上 , 它 有 解 
r= C, i+ C;. 


6.2 边 值 问题 的 解法 


边 值 问题 的 解法 通常 采用 两 种 方法 :待定 常数 法 和 借助 格 笨 函数 的 求解 法 . 当 
边 值 问题 中 的 微分 方程 可 求 出 通 解 时 一 一 齐 次 边 值 问题 和 第 一 类 半 齐 次 边 值 问 
题 ,采用 待定 常数 法 是 方便 的 ;对 第 二 类 半 齐 次 边 值 问题 和 非 齐 次 边 值 问题 , 当 其 
中 微分 方程 的 通 解 不 易 求 出 时 , 常 借 助 格林 消 数 来 求解 . 


6.2.1 待定 常数 法 


求 出 边 值 问题 中 微分 方程 的 通 解 ,再 利用 边界 条 件 确 定 其 中 的 任意 常数 ,而 得 
边 值 问 题 的 解 . 
例 4 求解 边 值 问 题 ， 


x(0) 4 «'(0) 20, 
x(m) « Q. 
E ”微分 方程 内 +*=1 的 通 解 是 
x 2 Got 十 Gant + 1. 
对 上 式 求 导 有 x'(t) = - Cjsint + Ccost. 
RATER, aaa 


NE 


C, -1-* 0,70, -C 41-0, 
求 得 C 21,6 5 -2. 故 边 值 问题 的 解 是 


6 党 微分 方程 边 值 问题 : $9] ， 


x = cost — 2sint + 1 
6.2.2 di Sh E M A dicas JC AE 


借助 格林 画 数 求解 的 步骤 如 下 ; 

1* 求 出 对 应 的 齐 次 边 值 问题 唯一 的 格林 消 数 EC; 

r 第 二 类 半 齐 次 边 什 问题 (6-1) 及 (6-4) 的 和 解 是 
x(1)-7 | G(t, s) fCs)dsi 


3 非 齐 次 边 值 问题 (6-1) 及 (6-3) 的 解 等 于 对 应 的 第 -类 半 齐 次 边 值 问题 的 解 
{一般 用 竺 定常 数 法 } 加 上 对 应 的 第 二 类 半 齐 次 边 值 问题 的 解 . 

定义 ” 齐 次 边 值 问题 (6-2) 及 (6-4) 的 ,定义 在 正方 形 Diasmtsb.aszssb È 
的 函数 C(t,s), 若 满足 下 列 条 伴 , 则 称 为 此 边 值 问题 的 格林 函数 : 

I? G( ts) S] Wii 0c DREN HE: 


> 4 除 1=s 外 在 六 上 连续 ,在 TM TIT 1, E 
9G(s-0,s) 3G 5 -0,5 =] 
dt dt B 


39 XR T IBIRE RU s€ (a, 5), GCe EREE [ a. Cs 5] E. fE 2S 1 SER 
数 , 满 足 方程 (6-2} 及 边界 条 件 (6-4). 
引 理 ” 若 方程 :6-2) 的 基本 解 组 x, COL xs tb 对 应 的 1E1z0, 则 齐 次 边 值 问题 
(6-2) & C6-A) HEBR FoRTHEE i m. E poke ER 
da (s)x (t) ass) xs (1t) (astms), 
o A ]m"H i 2 2 
! ets = [ieri ey (stb). 
由 GG 0 1o s 上 的 连续 性 , 5 在 ,= s ENTE 1 9N 
[bi xí C6 + Bos) x; 033] - [LaiC (2 as) x22] 
zc) ec s)x(s) 20, 
[bi x C) + balshay C2] - [ai 2x! C? + ass xs Gr] 


zcsix/ s) e sx (s)21, 


(6-3) 


因此 有 


xj s] 


n ajs} =c) = - Wi 


bls) - ala els) ES, 


(6-6) 


这 里 WR WxiG), x2] A0 基 妆 斯 基 行 列 式 . 
r 由 Gt,s) 应 满足 边界 条 件 (6-4) ,得 
U[c]-0  (iz1,2. (6-7) 
这 样 ,由 方程 (46-6),16-7 了 ) 可 唯一 确定 als). als), bils), ba C, 3E AL C65) 38 
SA aT (8 88 Jr OX a (B LEE Pe Y T. 
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例 5 试 求 齐 次 边 值 问题 
i + Kx =0, 
x(0) 2 x(1) 20 
的 格林 函数 . 
解 方程 显然 有 基本 解 组 cok, sinkt. TE 


GG s) = [rcr + mat sain (Osz tes). 
bis)eoskt + boats)sin (sse). 
由 引 理 中 (6-6) 式 , 知 
h(G) - a(s)ma() = - a 
cos ks 


ba( s) - a4(s) m ess) TURO 
Br gd a EEG LG 
G(O, s) &l a (s)coskt + a4(s)sin&t 1, o2 aq05) 20, 
GL, s) boo + bo s)sin&t], (2 bi Cs) cosk  boCs)sink =0. 
从 以 上 4 式 解 得 
aj(s)20, aks) = Finsink(s - 13, 


bis) 2 一 X sinks, ba s) = BE inks. 


代入 GU, S) RIAL IER Ak EXC 


1 . . 
— — sinktsink(s - D (Oszes s), 
Gt, s)- im 


isi; sinkssinkl -D (extis. 
Ho 求解 第 三 类 半 齐 次 边 值 问题 
x'-xzl, 
Lo- x(1) 20, 
x' (0) x (1) 20. 
f ” 求 齐 次 边 值 问题 
r'-xziü. 
{to - x(1) 20, 
x' (0) - x'(1) 20. 
Ae PER AR. 
上 述 方 程 显然 有 基本 解 组 eh ect ,其 对 应 的 朗 斯 基 行 列 式 


t 一 站 
w(D= Whee = [* iu = 一 了. 
È -È 


aj(s)e' + aksje (Ou), 


fF Gon tna, ba(s)e^ (smt). 


6 常 微分 方程 边 值 问题 «593 ， 


Br5| BB rp C6-6) xx, A 


e "Ll, 
mT" 7 


bi s)y-a(s)- 


d 
Gy" 2 


£e, 


bis) - afs) = 
再 由 G(r,s) 满 足 边 界 条 件 , 得 
G(O, s) - GÉL s)m aks) + oats)- bu (e biCs)e^! 40, 
G' (0,5) - G, s) a ts} a5) — bu s)e o h(z)e^ ! 20, 
从 以 上 4 个 方程 解 出 a6 Las. 016 bhala IRA. C0,s} 表 这 式 , 得 


1 - 
ee lt) (Ogis), 
osa» ES 


aia te Giel). 


半 齐 次 边 值 问题 的 解 是 (这 里 Cs) m1) 
xe) = | Gt, s)ds 
B [ er tb yg 
T Ü 2(1— e) 
2-] 
Bl x= -1 是 所 给 第 二 类 半 齐 次 边 值 问题 的 唯一 解 ， 
例 7 求解 非 齐 次 边 值 问 题 


| ei i ^ 
+ er 
— ds 


deje 2040 ey 


x(0) = 1, 

x' (1) 22, 
其 中 mo» o0zisel 上 的 连续 函数 . 

解 ” 先 用 待定 常数 法 求 第 一 类 半 齐 次 边 值 问题 
x'-0, x(t0)-l, wx (1)}=2 
的 解 . 方程 有 基本 和解 组 1,:, 通 解 为 
x — Ci 十 Cit, 

上 式 代 人 边界 条 件 ,得 C = 1,0, = 2. 故 上 述 第 一 类 半 齐 次 迪 值 问题 的 解 是 


xzla27. 


[oen 


再 求 第 二 类 半 齐 次 边 值 问题 
=, x(0)-0, x(Dz0 
的 解 . 求 x -0,x(0) = x (1) = 人 对 应 PHIL i = 0 的 基本 解 组 为 1,1， 
t 
1 
aC) +t æl gles), 
bs) bt Csmtul), 


WO) = W[1,g] = o 


{E EI 
EB srgmp(6-6)55 
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bG)- als) =A ==, 


bals) - als) = p E L 
再 由 CUu s WERI ARRI, 
als) =0, b.( 5) - 0. 
以 上 4 式 决 定 了 
aj(5)20, asls)=-1, bts}= -s,b.(s) = 和， 
代入 5(4,s) 的 形式 ,得 
-t (gigs), 
cts)={ 7! (sete«l). 
则 所 给 第 二 类 半 章 次 边 值 问题 解 为 
r I 
x= = | s f(s)ds-— Jircoas. 
故 原 非 齐 次 边 值 问题 的 解 为 


t I 
x-l2t- F s f(s)ds — "mor 
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目 
SB e rea PE (597) 
差分 方程 的 基本 概念 … (597) 


1,1 差分 的 概念 0 
1.2 差分 的 运算 法 则 

1.3 阶乘 函数 ee (599) 
1.4 差分 方程 的 概念 ooe (601) 
1.5 ERAR AIEE - (602) 
线性 差分 方程 … 《604] 
2.1 线性 差分 方程 解 的 结构 


2.2 求 非 齐 次 线性 差分 方程 
特 解 的 常数 变易 法 = (60D 
2.3 n 阶 常 系数 齐 次 线性 
XE eeeeeeÜe (609) 
2.4 nn 阶 常 系数 非 齐 次 线性 
差分 方程 1) 
2.5 恋 系 数 线性 差分 方程 及 
非 线性 差分 方程 DILE (616) 


A 


2.6 Z ii a (623) 
3 差分 方程 组 … : (626) 
3.1 8) BAR 
ce (620) 
3.2 线性 差分 方程 组 解 
的 结构 本 (627) 
3.3 求解 线性 差分 方程 组 
的 方法 a (628) 
4 ”差分 方程 的 稳定 性 ……… (63D 
4.1 差分 方程 稳定 性 
EFG eee (637) 
4.2 自治 线性 差分 方程 组 
4.3 自治 非 线 性 差分 方程 组 
4.4 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 
aasasuesaaskasbasaumveeskat. (644) 


eue E 


5| A 


E pes HL E AA REDER AARE RA Up 8 PR E A EISE AR 
Fc, 4e 17 出 纪 ~ 18 eZ. (E ERI i Bernoulli) | É&fz (Euler) . Up bk (Stiding) , 4 Bj 
( Newtom) 等 分 别 在 研究 果 数 插 补 法 和 给 合计 数 问 题 的 同时 .建立 了 差分 方程 理论 ， 
此 后 , 随 着 对 数值 分 析 ,离散 数学 以 及 各 种 数学 物理 问题 的 深信 研究 ,差分 方程 理 
论 进一步 得 到 发 展 . 

离散 与 连续 是 客观 己 界 物质 运动 对 立 统 一 -的 两 种 形式 .在 再 代数 学 中 ,差分 广 
程 理论 二 要 是 描述 ,处理 敲 散 变 是 的 变化 过 程 . 它 与 描述 .处 埋 连 续 变 基 的 变化 过 
程 的 微分 方程 内 论 之 间 显示 出 某 种 相似 性 ,但 也 存在 着 加 全 .从 本 质 上 来 说 , 几 是 
宇 莽 的 离散 值 存在 其 种 递 推 关系 的 所 有 现象 ,部 涉及 到 其 杂 盯 程 ， 

ARE 王 杰 内 容 是 介绍 常 差分 方程 理论 的 - 些 基 本 问题 . 关 解 差分 方程 的 常用 
方法 ,以 及 凑 分 方程 稳定 性 的 基本 定理 . 

近年 来 ,由 于 电子 计算 机 的 迅速 发 展 ,信息 科学 ,起 程 扩 制 .医学 .后 物 数 学 、 珊 
化 物理 .社会 经 济 等 自然 科学 和 边 绿 学 科 所 研究 处 理 的 很 于 和 丽 又 问题 ,都 在 由 差分 
方程 来 描述 的 数学 模型 . 国 此 ,差分 方程 已 成 为 泊 今 科技 [作者 必 不 可 少 的 数学 |] 
E. 


1 差分 方程 的 基本 概念 


1.1 RHA 


定义 1 gGEv- fi EIRA, E x Hx AxdE/CO 的 定 久 域内 , 则 晴 数 
改变 其 
Ay = f(x £x) — fix) 
FOIS fx) TE x 的 一 阶 差分 , 记 为 AGO. 
症 本 和 葬 中 ,为 简单 起 见 ,总 假定 Ax = 1, 理 则 作 自 变 批 的 代 换 和 = Ax, Bpo iE 
新 自 变 其 的 差分 at pix EE, CERA% (x) TE x 的 一 阶 点 分 便 可 写成 
Af(x) = Nx+1)- fEx). (1-1) 
BRAO 仍 汶 zx 的 一 个 函数 , 它 的 差分 , 即 ACAFCUX 0 , 称 为 函数 Ox) E x 
的 二 阶 差分 IUA NTC. AEA 
AMf(x) 2 Afix + 13 — AfCx) 
= f(x 2)- Z2f(x 10D oe fix). (1-2) 
3 EUG, iLE CER TR /Cx) 的 n 阶 差分 : 
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Ax) = ACA Cx) 
= fix n) - (Paa n —1)4 (2) 2-24 


eC ovt( ^ x DeC DYGO. (1-3) 


其 中 | 中 表示 从 = 个 元 素 中 取 个 元 素 的 组 台数 
Rx a-12).0-2)38(1-3) x8, R CO PRHE Fx e 1) ,Fx + 2),…， 
f(x + n) nIELIHSR TE FC 以 及 它 的 各 阶 差分 来 表示 , 即 
fix « 1) = fCx) + Afia), 
fix 4 2) = f(x) + 2Af( x) + A f(x), 


Kam = foo e (P) aA + HIO (1-4) 


vt (. " AMPLO + AUC x). 
L2 Z^4mmimRiEIM ES X 


1.2.1 差分 的 运算 法 则 


在 上 述 差 分 的 定 六 AfCx) = ARxr+l- 产 xz) 中 心 称 为 差分 算 子 .地 就 是 说 ,将 
ATERVT £838 六 x) ,就 得 出 六 x à D - GOD. 

差分 运算 法 则 : 

I? ALA) + g(x)] = AGO + Ag( x); 

2 A[ GC) s CAF(x) CC 为 常数 或 以 | 为 周期 的 而 数 ); 

由 ls ,2 可 知 , 差 分 算 子 A 是 线性 算 子 . 

F A /GOg x] = fix)AgQO + glx + Afia); 

p a| £2]. gGAf(x) - fix)ag(x). 


gix) glxjgilx 4 1) 
S AAD] = DÒ P) NOA t n - 0. 


1.2.2 差分 公式 


由 差分 的 定义 ,直接 得 到 一 些 基本 初等 胃 数 的 差分 公式 
PP 车 为 常数 或 以 1 为 周期 的 函数 , 则 AC = 0; 

T Ax = » ehai (n 为 正 整数 )， 

i 1 _ 


Ax = xr) 


| 3p RAE GRADE * $99 ， 


4^ à gnax = 25m 3 cosal Xo E a 


a. -L 
iM cosir = — Tsip z sinala + 3^ 


cosax cosail + x)" 


59 ^ sinhax. = 2sinh 


上 lanit = 一 


cosh alx + 1 » 


n2 ru tala 


A coshax = 2sinh sinhat x + t). 


这 中 o MEM, 
6 Alan x = lni] + L); 


| 
T A amdan x = aretan 77-77 : 
lxt 


ea) -G*) (rz 1). 
L3. Br 3€ eR 


I 1.2.2 PEP fob MAR n B) pie PERS R p oris PERROS Hal , i 
NR ig Ad Ae. A E BP PR IE PRU E CE 2E 0 1 DT fr SURE BR ETE COT 
将 中 的 地 位相 似 ， 
REX 2 n RATHER n 为 正 整数 ) 
xfx- Dx m2) xr - nal) (1-5) 
称 为 x fn XR D r, 
特别 地 , 当 * = n BLUE nf? = n1, 即 为 通常 的 阶 莱 . 
AWE x! = od, 
类 很 邮 , 可 以 定义 
{ny 


1 a0 un 
x "GrDG.D c. (n ALES). 


m gm 2 occ 
(x - n)^ 
ft X WEB]. a 次 阶乘 两 数 x'” 有 下 述 重 要 性 质 : 
Ax?) = nx, (1-6) 
JEP à 为 整数 .这 个 公式 类 做 微分 学 中 苦力 数 的 微分 全 六， 
&ESCS WME n WIRES, b btth aos TEILTE bo ue 0, W 
in} 


in-i} + ， 


box 7 + bx "og b, axi h 
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FEA n RRS. 

由 阶乘 阴 数 的 定义 容易 看 出 ,rn 次 阶乘 多 项 式 也 是 通常 的 a 次 多 项 式 的 -- 种 瑟 
法 .同时 ,由 (1-6) 式 知道 ,n 次 阶乘 多 项 式 在 差分 学 中 的 地 作 与 mn 次 多 项 式 在 微分 
学 中 的 地 位 相似 . 

8 1 fix) = 3a? + Ix 29 2 3x(« 1) e 74 — 9 

= 3x .4x-9. 

在 差分 学 中 ,为 方便 起 见 ,常常 将 已 知 密 项 式 用 阶乘 区 项 式 来 表示 .这 时 ,可 用 
下 述 定 理 ( 类似 微分 学 中 的 麦克 劳 林 (Maclaurin) 展 式 ) . 

定理 1 Egl) A xkn KETA, M 

g(x) = g(Q) + Agio) PAL + S49), GO. + AO) x9. (1-7) 


例 2 将 Pix) = 2r- 3 + 3x - i0 SURE GR. 
& “容易 计算 出 


因此 
2433 23x33 4 3x - 10 2 — 10 & 2x! +3xt2) 4 2407, 
恕 果 用 待定 系数 法 来 把 客 项 式 表示 成 阶乘 多 项 式 , 则 可 以 避 饮 计算 各 阶 差 分 ， 
这 样 往往 比较 简便 . 
在 上 讽 中 , 设 
233 2.342 4 3x — 10 = A Br Cx + D. 
即 
2x! — 3x? + 3y — 10 = Ax(x — D(x - 2) + Bx(x - D) Cx e D. 
4 x 2 0,18 D =- 10, 代 人 上 式 并 化 简 得 
2x! 23x 4 3 = Alx- Dx 222 & B(éx - D 4 €, 
x = 4,18 C = 2, 代 人 上 式 并 化 简 得 
ax -1 = A(x—29 & B, 


a> 


4 x = 2,14 B = 3, 再 代入 上 式 并 化 简 得 
2(x 2-2) = Aíx — 2), 
所 以 A = 2， 
因此 243 Bx Bx - 10 = 2a 4 3a 4 231? ~ 10. 


反 过 来 ,车 将 一 个 阶乘 多 项 式 化 为 通常 的 多 项 式 , 可 如 上 面 例 1 的 做 法 ,直接 
代入 阶乘 函数 定义 的 (1-5) 式 , 将 乘积 因 于 乘 开 .化 简 即 得 . 
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1.4 ”差分 方程 的 概念 


1.4.1 差分 方程 的 几 种 表示 形式 
定 党 4 表示 自 变 其 RHAN (0 以 及 它 的 秆 阶 具 分 的 关系 式 


有 (1-8) 

称 为 差分 方程 ,其 中 FF 是 已 知 的 函数 ,例如 
A x) e A (x) - Af( x) — f(x) - 0, (1-9) 
2f(x) + 3Af(x) - AN f(x) = x. CE- ID 


[H2 3XC1-1) (1-2) 01-32, BT ELIE E 53 Jr fi Rn ULARCRL ERE FC 的 相继 

值 的 形式 
Pix, fxr), Ex e Doux 4 82) — 0, (1-10 

LF AREER, Big y, - Fx) = Ft = fixt FE, 

(L-O 35 V nPE RR 
PÍS, y. Yasir > Yran) = 0. (1-12) 
(1-112 3&9 CT- 12) 2€, X FE PESE XX. 

在 差分 方程 的 两 种 主要 形式 141-8) 式 和 (1-11) 式 中 ,时 于 以 未 知 函 数 的 相继 值 
来 表示 的 形式 (1-12) 36 8E CL- 1D 式 在 解 差 分 方程 时 较为 方便 .所 以 这 种 表示 法 最 
常用 ， 

例如 ,差分 方程 {1-9) 和 {1-10) 又 分 别 可 以 写成 

Jaa3 — 27.,2 = Ô, 
和 Fad — Ya 7- x. 

Eu 3k BERE CL-4) E 8 CL- 11) 式 或 (1-12) 2X 065 25 y 7g fb n] E173 n 

(1-8) 式 的 形式 ， 


1.4.2 差分 方程 的 阶 . 解 、 通 解 与 特 解 


-个 差分 方程 ,如 果 把 它 化 为 以 来 知 函 数 的 相继 值 来 志 示 的 形式 (1- 12} 式 后 ， 
未 知 图 数 y 的 下 标的 最 大 值 与 最 小 值 之 差 ,就 称 为 这 个 差分 方程 的 阶 . 

例如 ,yz = natn E MEDA. MÉR, yaara = 一 x 是 -- 阶 差分 方 
程 .事实 上 , 作 有 和 月 变量 的 代 换 ,以 代替 x+2 时 ,就 得 到 + - 3x, 2 2- x. 这 夫差 
分 方程 与 微分 方程 之 间 的 显著 区 别 之 一 ,在 微分 方程 中 , 白 变 量 的 变换 不 会 改变 方 
程 的 阶 数 . 

定义 5 对 于 任意 x, 满 足 差分 方程 -8) 或 (1-12) HRR y, = f(x), 称 为 其 
分 方程 (1-8) 或 {1-12) 的 解 . 

例如 ,可 以 直接 验 计 ,图 数 y, = 2*( 其 中 C, ER BORA i DARRAR) E 
其 分 方程 

Yea = 2X 

的 解 . 
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LAAR y, = AO. BEUH A., B, RARR 1 SARAHA 是 差分 
by 
Yarz Ya + d02y, 20 
的 解 . 
定 久 6 rn 阶 差分 方程 包含 5 个 任意 常数 的 解 , 称 为 这 个 差分 方程 的 通 解 ,六 
在 差分 方程 的 通 解 中 ,将 常数 取 为 固定 值 , 所 得 的 解 称 为 这 个 差分 方程 的 特 解 ,七 
是 由 定 解 条 件 确 定 的 . 
flan. AR y = 27 是 差分 方程 y,,， = 27 满足 初始 条 件 = 1 的 特 解 ,这 时 通 
解 中 的 常数 C= y= 上 
LM RR yn = - 3: + 4 是 差分 方程 
x+2 一 EA + [2 - 0 
满足 初始 条 件 y, = 0.y, = 1 的 特 解 ,这 时 A, = — 1, B, = 1. 


1.5 KARRAR 


EX7 AR Fix) 是 差分 方程 
AF(x) = pix? (1-13) 
的 解 .显然 ,这 时 Fix) + C, 也 是 方程 的 解 ,其 中 C, 为 任意 常数 或 以 10S LEBER 
数 . 我 们 称 FOGO + C AAR pa) ATEM CA A'o), eR 
A'olx) = F(x) + G. 
这 里 车 把 差分 运算 对 应 于 避 数 运算 , 则 求 不 定 和 ,就 类 似 于 微分 学 中 求 不 定 积 
分 ;而 汕 数 的 求 和 问题 ,就 类 似 于 求 定 积分 问题 . 
QUI --4 BE gtx) , 求 它 的 不 定 和 A-'g{x) ,可 以 把 1.2 节 的 差分 运算 法 则 与 
差分 公式 反 转 过 来 .例如 ,由 1.2.1 节 的 性 质 中 和 宕 分 别 得 
ACC X) + g(x)) = A fx) + A'g(x), 
AC (GC X) = CN fÉ x). 
而 由 性 质 39 得 
AC (f x)Ag(x)) = fG0g(x) - A" Ce(x € DAF(OD, 
这 就 是 分 部 求 不 定 和 公式 ， 
又 如 ,由 1.2.2 小 节 的 差分 公式 可 得 


Ala = c £C, (a æl); 


AC x = - T+ C, (ng-1) 


cos a( x 一 1 
A sinox =- + C, (ag 2n 
2sin — 
2 


| 差分 上 方程 的 基本 概念 * 603 ， 


sinai x ~ t) 
A^'!cosax = + C, a æ 2nx 
2sin = 
2 
. x 
A (:)- (ee: 
BR ex) 5E X ERR E Ta a e d.a 2. LEREM. k YARN. 


OPE + DHAR p(x) HARA. TA. AR oC 的 月 限 各 满足 养分 方程 
íl- 3). 即 有 
$ni 
A> pla 4d) = pla+ k}. 
1=0 
所 以 
上 -1 
A pa + &) = Siola Ld C. (1-14) 
i-ü 
JEn 6€ 为 任意 常数 ， 
由 此 可 得 到 如 下 定理 . 
定理 2 RAY po 定义 在 数 集 ia,a + 1,4 + ?2..…! Ea BERL, E 
Fix) E pix) 的 不 定 和 , 则 
Dietas i) = PCa + n) - Fla) = FI C1-15) 
这 就 是 沿 数 求 和 基本 公式 ， EMTAK EE MAER - sS E (Nemon-Leibniz) 
Zu. 
例 3 RADÍ 


(a æ l). 


2) 
(3). 


解 ” 没 ytr) = 


由 (1-15) 式 , 得 


SEED 


TE 
例 4 求 和 > (2 - 3k? + 3k — 10). 
解 TETTE. x,t 
NOOP 3k 13k- 10) 2 XX- 10 + 240 4 3? 4 240), 
X 7 A''C- 100 MT + Ik 十 2&0) 
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= ATH- 10) + 2A"! &(U a BATTA + DA 
-- 1080 + kD RO EO V 


所 以 ,由 {1-15) 2518 
2,0P - 3k? + 3k — 10) 


TEE 


(- 10470 " xk! n kin 4 FEDE 


= $n’ els — 9n — 10. 


XIPeROBOK FIL, 5 SEE UE — E I2 16 10 5 Jr S.P le SR RETE zr. 
定理 3 Pme nli] 


S ah = = bh. Sa 一 SP, (1-16) 
2 Ep zm nij un S 
Vah = bn- D " pe , (1-17) 
lC 16) 就是 著名 的 阿 由 尔 (Abel) RARUS 
例 5 RR. 


解 由 公式 (1- 16), 4, - 2^ fb, = 上 得 
a-l ach Cu 
So = nD 2, 2. 
i=l k=l kzl izl 


iHCL-15) 式 得 


UA 
22 5227-2 
t=1 
所 以 
a-l n= 
NOE 2 2" -2) - P2"! 2) 
ES 


n27^-2n-2(2^ 2) + 2( n - 1) 
n2" — 2^*! 十 了 
值得 指出 的 是 ,函数 的 求 和 就 好 像 求 定 积 分 一 样 , 太 多 数 的 和 不 能 表示 成 初等 


函数 ,例如 .和 > ) 二 


2 线性 差分 方程 


若 在 差分 方程 (1-12) 中 的 函数 OF yrs yari 和 -是 钱 性 的 , 即 它 可 以 与 
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poU x) Ysa + Pila) Yren ort px) y, = rx). (2-1) 
央 称 其 为 站 防线 性 差分 方程 ,其 中 rajpi) CE = 0.1. n) DER REI ORE 
HRB, H py x 0, p, x) zx 0. 
di r(x) = 0, WIPE n 阶 竟 次 线性 差分 方程 ; 若 rtx) ux 0, D PROS a 阶 非 齐 次 
线性 差分 方程 . 
以 下 规定 差分 方程 42-1) 中 的 自 变量 x Rf T dE ERE Z = 10,1,2,…!， 
并 记 x Jk. 


2.1 线性 差分 方程 解 的 结构 


求 吕 阶 线 性 差分 方程 42-1) WEHA F ylk) = ayyC(k) = mee. 
y(k, = a 的 解 y CIO 的 问题 , 称 为 差分 方程 (2-11 的 初 值 问题 . 其 中 ass, 
1.0, 4 为 已 知 数 , 称 为 初 值 . 

定理 1 {存在 与 唯一 性 定理 ) 如 果 n 阶 线性 差分 疗程 (2-1) Imt e Hp An 
E RHA y 的 相继 = 个 值 

y(kg) = ag, yCko € D. = aic y(Ro & n — D = 则 它 的 初 值 问题 的 解 
TEE., 

$41 itt- Patno 

Yra 7 Efe a À (2-2) 
满足 下 列 初 始 条 件 的 解 的 存在 唯一 性 : 

IG y = 0,7 = l; 

2B ys st. 

NÉ ek = 0 时 ,方程 (2-2) EH y- yo 2 O7 AS y = yo = 0. 这 与 给 定 
Hy, = LXI. M3ESHJE TEC(-20 满足 韦 始 条 件 D IRE AS (ETE. 

2 Hk = 0 时 .方程 (2-2) E39 y- yo =0, 即 y= ;而 可 以 取 任 意 从 .办 
此 ,差分 方程 (2-2) 满足 初始 条 件 m = y; = 1 的 解 存在 ,他 不 唯一 

这 与 定理 1 并 不 矛盾 .因为 定理 1 ERMER ERAI y 的 两 个 相继 值 . 

显然 AARAA D 是 线性 差分 方程 (2-1) USE TRIER BRE Cik) + 
CAO 也 是 这 个 差分 方程 的 解 , 其 中 CC 为 常数 . 

出 此 可 知 ,线性 差分 方程 (2-1) 若 有 解 , 则 必 有 无 穷 客 个 解 . 

EX1 o 对 于 函数 组 AOGOLQACGO h ERRE “个 不 全 为 零 的 常数 避 ， 
人 ,使 得 

CA UE + Chik) te Gh S0 ETZ), 
则 称 这 个 图 数 是 续 性 相关 的 ;否则 称 为 线性 无 关 的 . 
3X2 HTAA Ak e ACE) FFl 
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AGO) f) e RO» 
wk) = At s 1) falk + 1) e JA a D 
RE ne D fk nci) e 大 (和 二 
称 为 这 个 图 数组 的 卡 壳 拉 蒋 {Casorail 行列 式 . 
易 知 , 它 满足 
RIO) PR) e hák) 
Afl k) ARLA) c AREK) 
wik) = ， : ， 


AAGO AIAC) ce NUI ECE) 

卡 索 拉 还 行列 式 在 差分 方程 中 的 作用 ,与 朗 斯 基 { 有 ronsky) 行列 式 在 微分 方程 
F RER ZE f. 

定理 2 GINA AGO AGO, VA OO 是 差分 方程 (2-1) Best ir x 
分 方程 

Polk} y, + PIT 二 Po) = 0 (2-3) 

的 于 个 解 , 则 下 述 3 个 命题 等 价 ; 

e an THRRET, 

2 APRA k € Zt, CD RRMA TII wik) 0. 

PaE kE Z, wik) #0. 

X3 WEALD LOO Rs APARARE 4E JE ERO 的 = 个 
KE. ELECTI) RRR RIINA wik) 0, 则 这 个 解 称 为 这 个 n 阶 齐 次 线性 差分 方 
程 的 基本 解 组 . 

定理 3 MPAA COO JEn BETEIXERTE 3:57 (2-3) 的 基本 解 
组 , 则 这 个 方程 的 通 解 为 

plk) = CCAR + GALE) t Cl Ey, 

其 中 Ci, Got C, 是 任意 常数 ， 

定理 4 a 阶 非 齐 钦 钱 性 差分 方程 (2-1) 的 通 解 入 入 ,可 以 表示 成 它 的 一个 特 
f F^ Ck) 与 对 应 的 齐 次 级 性 方程 (2-3) 的 通 解 之 和 .也 就 是 

f = CA 4 CC) en GARO + FP CK), 

Hop 所 (让) 为 对 应 齐 诬 方程 (2-3) BIER BESTE C. C4 LC, SHE 
SAR. 

齐 次 线性 差分 方程 全 -3} 的 解 与 方程 的 系数 有 如 下 关系 : 

定理 5 d AGO.ACGO v COO 是 差分 方程 (2-3) 988. HERETER 
ST SIS A wk) I| uot E 满足 方程 

p. CK) 


wk 十 D - (- iu pi C wk) 


poCAO CR 2) + pu CR) Ck e D € mikk) 2 0 


2 线性 差分 方程 * 607 ， 


的 PERR HER GOD 是 男 一 个 线性 无 关 的 解 . 沪 训 到 
ARBUD | AARC) - fUDA C) 
AE) = AGO CE + 1) 


» wi k) 
T RACK) CK 十 1» 
因此 
- wik) 
hik) = ARIA Fp "E 
由 此 可 以 得 到 re TEXE A BRI ARE. 
例 2 解 差分 方程 


] 
Yko2 一 1 一 k+ 1% =0. 


解 HDREX AGO = 上 + 上 是 方程 的 一 个 非 零 解 . UL CIO 是 方程 的 另 一 个 
线性 无 Kio EET ENTAI ERIS TITRE URS 


wik+ l) =- Po 


我 们 选择 它 的 -一 个 解 

w(k) = M" 
因此 
1)* 


. -1 D 
RUD = (OG DA" aere Do à 2 


Ck DII Ci py 
于 是 , 原 方程 的 通 解 为 
£cl i 
Ye = Cilk + 1) 十 Cai k + DOTI, I 
i-ü 一 
其 中 Ci, ez 为 任意 常数 ， 


2.2 ” 求 非 齐 次 线性 差分 方程 特 解 的 肖 数 变易 法 


如 果 已 知 非 齐 次 线性 差分 方程 (2-1) 的 一 个 特 解 , 以 及 它 对 应 的 齐 次 方程 
(2-3) 的 通 解 ,那么 由 定理 4 就 可 以 构成 这 个 非 齐 次 线 社 三 分 方程 的 通 解 . 现在 俱 
定 已 经 知道 对 应 的 齐 次 方程 {2-3) 的 通 解 , 那 么 ,就 可 以 川 常数 变易 法 来 求 出 这 个 
非 齐 次 线性 差分 方程 的 一 个 特 解 ,常数 变易 法 的 步骤 如 下 

L 设 已 知 齐 次 线性 差分 方程 (2-3) 的 通 解 为 

olk) = CACK) Cl K) + + Calk), 
其 中 GG = 1,2,…,n) 为 任意 常数 . 
2 把 C 看 作 BERE CGG = 1,2,…,n). 并 设 
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FOR) zx GRAO + XO SG) V GUOE)ACE) (2-4) 
力 非 齐 次 线性 差分 方程 12-1) 的 一 个 特 解 ,将 它 伐 人 (2-1) 式 并 化 简 , 就 得 妈 函 数 
COl = 1,2,…,n) 满足 方程 组 
AC,Ck) fkt Dte ACG e hk = 0, 
ACICE) GG t 2) + t AGUD > falk + 2) = 0, (2-5) 
AC R) * fi(k e n) cr a ACE) - Ck x n) = rik), 
HPAC = Gtk+ D- CAR Ci = L2, 7, n). 
P 从 方程 组 (2-5) PRH AG), Mam BERE GO). 最 后 将 它们 伐 大 (2-4) 
蕊 就 得 到 韭 齐 次 线性 差分 方程 (2-1) 的 一 个 特 解 (如). 十 中 就 得 到 非 齐 次 线性 差 
分 方程 13-1) 的 通 解 ， 
例 3 求解 --- 阶 线性 差分 方程 


Yh — PORYYE = rk). (2-6) 
解 ”差分 方程 (2-6) 对 应 的 齐 次 方程 为 
Yid - Pky = Ù. (2-7) 
首先 求 差 分 方程 (2-7) 的 通 解 . 取 yo 为 任意 常数 C. d1(2-7) 式 得 
y, = p(0) C, 


y) = p(Dyy, 


y = pk-D». 
XE XR AR AR ECKE ,并 化 简 得 


Uu c] pco. 
由 常数 变易 法 , 令 7 
yi = cw lp (2-8) 
为 非 齐 次 线性 差分 方程 (2.6) 的 一 个 特 解 , 代 人 方程 (2-6) 得 
Cik + DTL - pík) ca] [»to = rík} 
ACCE) = E., 


L 


fleo 


于 是 由 t1-14} 式 得 


=l r(v) 
C) = 2, —, 
w= Lio 


因此 ,差分 方程 (2-6) 的 通 解 为 
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k- 


k-| > 
n= el let Da tilo) >; u, (2-9) 


Hy ce 为 什 意 常数 . 
Bia 求解 一 阶 关 分 启程 


Ny, = r(k), BÉ yp- Êy y = rk). (2-10) 
解 ARU- 对 应 的 齐 次 方程 
?fa 一 rt+ =O (2-11) 


的 基本 解 组 为 1. 因此 , 齐 次 线性 差分 方程 (2-117 Eoi di y 
y, = C, 4 Cik, 
其 中 CC 为 任意 常数 . 
As 
yp = Ci Ck) e Cik)» k (2-12) 
ABE JEUCER PEE A PRO- 010) 的 -- 个 特 解 .由 (12-5) Ai RS C LCD. C, GO ,使 
TIE AE 
[20 + ACER * Ck 1) = UO. 
ACCKk) e AC CK) * Ck € 2) = rik), 
其 ACR) = G(k - D Ck) CE — 1.2). 
解 这 个 方程 组 得 
AC k) = (k+1): rik). 
ACG k) = rik), 


EN 
rg CQ) =- Gs DrGOD, 
i=l 


A-t 
Ck) = 2r), 
RA Q-12) GIRL ERATES NEONO B Hi 
i-l 
-Ja Deli) + kor 
=Ü 


k-l 


-2-1-0ÓD). 


i 
- 


所 以 , 原 方 程 (2- 10) 的 通 解 为 
y 2 C * Ck D (k-q1- DrD, 
2.3 n 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 UR 
AGE n 阶 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 


GoYken + Ht YRa acd HU H Guy, = OO. (2-13) 
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其 中 mata, AER H ag x 0,2, O. 
A 
F 


yy = At 
为 车 分 方程 (2-13} 的 和 解 , 并 代入 差分 方程 (2-13) ,就 得 到 
agÀ" + GA (2-14) 


FR(Q-14) RAED 2(2-13) 的 特征 方程 ,特征 方程 的 根 , 称 为 特征 根 . 

以 下 分 3 种 情形 : 

(D 如 果 特 征 方 程 有 n 个 相 异 的 实 根 ,和 LALL UII 2 07; RECO 13) 的 通 解 
^ 

y, 2 CA + CAS + CAE. (2-15) 

其 中 DC C, 为 任意 常数 . 

#5 求 者 分 方程 

Yis = Yesi + FE 

满足 初始 条 件 yo = 0y = 1 的 特 解 . 

M “特征 方程 为 42 -4 一 1 = 0, 其 特征 要 为 
L+y5 1 -4$ 


因此 ,差分 方程 的 和 通 解 为 
Le45)" L-45)" 
Y, = cl 5 ) «e 15) 4 
再 由 初始 条 件 yo = 0 和 y = 1.18 


l 
E = 万， 
所 以 ,差分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 为 
1 “11 
»-8U55) - SU) 
ix RET BEES (Fibonacci) $851 . 
(2) WREED PEU. -HEWA 1 = o r(cosÜ + d sind) ,其 余 为 相 异 实 根 
Àa 34,77, A4. 划 差 分 方程 (2-13) 的 通 解 为 


Ye = Ci cos kÜ 十 C; rin + C445 G4 GAL. (2- 16) 
其 中 C 1 Catt; C. 为 任意 常数 . 
He 解 差分 方程 


Year — 2 + Pre = 小 
其 中 BO < B < D 为 常数 ， 
解 特征 方程 为 
i28 4 B - 0, 
特征 根 为 
As Bav BCL- B = 4 B(cos Ü x isind), 


2 线性 差分 方程 -éll > 


其 中 Ü = arrian LB =p) = arcsin v/ ] — f. 


所 以 ,差分 方 弄 的 通 解 为 
Y= GB» (7 eoskarcsin 4/08) + Csin KCarcsin v 1 — B2]. 

其 中 c. G IFERN. 

(3) 如 时 特征 方程 有 m HERCLE < m gnr) = Ap mcn = An MRR HRN 
A Amele Amars 44: 加 差分 方程 (2-13) 的 通 解 为 

yu = CC e Gon + CU DA + CAR co Gak 2-17) 

HEP €... 为 任意 常数 . 

7 解 莽 分 方程 Yaa Zret «a = O. 

解 HEDRO A- 24 + 1 = 加 ,其 特 币 根 交 4; =: 1 

莽 分 方程 的 通 解 为 64, = C+ Ck. 
外 中 cG MER E 

HEPR SEAR R Lek de T CER BE E D EL P. 


2.4 n Br SERHHEJEIKC ERE 0) ER 
考虑 n BHRERCRCAEGEUCER HERE p URN 


aopen + GU YRen-i HIU H Guy, 8 rii), (2-18) 
Kl 2821.77, 为 常数 ,EL ao x 0. o, # Ô. 
Hi 4E B 5. o ARH E I RELIER ER TES 7 75 PETI AE, 5 76 BR HB xx TE 
齐 次 线性 基 分 方程 的 -deRRÉS, M HERI SUEDE R LOIRE BARH ARHI E 
而 所 讲 的 常数 变 归 法 ,但 往往 较 繁 . 当 方 程 (2-18) 的 右边 UO 是 某 此 特定 形式 叶 、 
出 下 面 筑 述 的 待定 系数 法 , 算 于 运算 法 , 母 消 数 法 等 来 求 吕 它 的 特 解 较为 简便 . 


2.4.1. 待定 系数 法 
等 加 原理 BAIRR 5m 


A Fern + Ypey l IIT B dry m nC RE - rot E), (2-193 
I AO) (ES LI JAIE FALA 

to + A YRaa-t * C7 9 HX = f EDU 8 1,2) 
ARE eR E ACAD + ACE) EA BICA- 19) 的 解 ， 

HEAR Jp REC 18) HERAA CK) D B 9d PHHERETEXUE. 差分 方 各 
(2-18) 4 9p fi FR RO PEREAT. Hoppe AE PL ul zECG ALIOS P A RUE f 
AE. 

Irk) = bpi kpi k) A k W gE. 

d 5 X m EEIE. MERR RITER A 

y= ke Q b, 
其 中 待定 多 项 式 QH 53155 EC po ERRE. 
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7? r(k) = b'sinak rik) = b'cosak. 
如 果 bet 是 严重 特征 根 , 则 特 解 的 形式 为 
yy = K* - b e (Acosak + Bsinak) , 
Hp A,B RAER. 
LENS 解 差 分 方程 
Yu2 -Ara + 4y, = 3k + 27. 
解 BEDEN A - 4A + 4 = D0, 其 特征 根 为 
Àj = A2 = 2, 
由 于 1 不 是 特征 根 , 所 以 方程 
Yez 7 Ys + Ayy = 3k 
的 特 解 ACE) 有 形式 FOR) = Ao + Ak TUA ER O-2D 并 化 简 得 
Ag- 2A, + A, E = 34. 
ERFAR k fe CREE 3C LÍ EI 
åp- 24 = 0, 4,3, 
AE , Ap = 6, 4, =z 
又 2 是 2 重 特征 根 , 所 以 方程 
二 4 
的 特 解 GC 有 形式 AD = AE 28 HCAOTERO-22) 并 化 简 得 
8A, * 2* = 2*, 


HE, A; = i. 


由 达 加 原理 知 
yi - fd e AU) 6+ 
为 方程 (2-20) 的 一 个 特 解 .所 以 :方程 (2-2 加 ) 的 通 解 为 
yy = CC, € Cak)? 4 6 c 3k ie : 25, 


其 中 上 ,Ca 为 性 意 常数 . 
po 解 差分 方程 
Yit + Eyr + Yr- = rsinok, 


其 中 e,p,r 为 常数 , 且 有 = - 2cosa， 


E ”特征 方程 为 
A+ BÀ & 1 2 O,5€ A* S- 2Àcosa + 1 = 0， 
特征 根 为 Àj2 = cosa ising = etia 


这 时 差分 方程 (2-23) 的 特 解 有 形式 
yr = Aksinak + Bkcosok. 


代 人 人 原 方程 (2-23) ,注意 到 f =- wosa ,化 简 得 


2A4sinacosck - 2Hsinasinek = rsinok, 


(2-20) 


(2-201) 


(2-22) 


(2-23) 
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山 此 得 4 = 0,8 =- XE ;因此 ,方程 的 特 解 为 
os 
Yi 5T ding ' 
所 以 ,方程 (2-23) 的 通 解 为 
y, = Csing + Ccosak 一 emak 


共 中 CG NER E. 
2.4.2. TAFE 


ii Ey, = Yee EE 称 为 位 移 算 子 , 它 表明 将 下 作用 上 1. 就 得 出 nu 
位 移 算 字 E 与 1.2 节 的 差分 算 子 和 有 下 述 性 质 ; 
= IARA E-l; 


2E” ={l+ A) - EX "Ja. PENER 
3 AE 是 所 成 的 多 项 式 ， 则 
f(E) a* = og -Fad 
P Y; FK A k BERE , N 
f(E)a*F( = af aE) FA); 
$5 (E- aF) = g'a(E-1)'F(Ek) = ata" A"FLK)s 
Bi Xs 20) 表示 经 算 子 JCE) 作用 后 成 为 (O MRT ME 
中 一- — | á 
6 Lob 一 nen CfCa) "UP 
TOX?Pe(R) XR kB ER LS 
l1. rd »" . 
gg eO) = a KE) g UR) (Aak) = 0); 
Lx Ea k-n 
(E-a)" " al ' 
P EAA dE A 所 成 的 名 项 式 , 则 
o fe = ofla — 1). 
现在 把 常 系数 非 齐 次 线性 差分 方程 (2-18) 写成 
AE)y, 三 r(k), 
Hh CE) = aE + alE 4+… + Gn. 利 用 算 子 的 运算 方法 ,就 可 求 得 非 齐 次 线性 
差分 方程 (2- 18) 的 特 解 


f = ap 
从 而 就 得 到 方程 (2- 18) 的 通 解 . 
(IO 解 差分 方程 
(E -5E46)y, = 3*. 
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E ”特征 方程 为 A727 -54 +56 = 心 ,其 特征 根 为 
Åi = 3, À3 - 2. 
ib E mmo 和 多 ,得 原 方 程 的 特 解 为 


yi -g-sE.€ ^E-3 E-2 


- E-3 

所 以 , 原 方 程 的 通 解 为 
Yi = C3* 十 642* 十 k3*7!, 
Et 0,6, 为 任意 常数 . 

例 11 解 差 分 方程 

Yrd — Tygerl — SY = iO. (2-24) 
解 IARAA - 74 -8 = OH ERS S 
"T - 一 l, À3 = 8. 
h Emt T ,方程 (2-24) 的 特 解 为 


P 一 I 3^. ji -2k lo 2- iT 


F- 7E-8 4F? - I4E- 8 


-2 4 (E- 144) 


k 
= 2 - E + Zô- ES - ^) pD -= - eO - 5k 42). 
所 以 , 片 程 (2.24)1 的 通 解 为 
k 
x = CC De 68 - Dt 25k + 2). 
IEP CC, 为 什 意 常数 . 
2.4.3 ABAE 
EE ef LO: IO RES 0 I PURHIRIBE TI -— REHEUÉS AA. MTERA LIE HI 
F, uS HIT AE sede zv Sr FREA tE. 
X4 ialzlayaye6s.aQ5010 7 AGER ECOL MER eR Sy 
GG) = 2a (2-25) 
k-ü 
为 数列 jn 的 母 函 数 , 上 其 中 变数 ;属于 人 点 的 某 个 开 区 间 . 
RRE FPEM : 
I ERI al 和 | 不 | 的 母国 数 分 别 为 C CO) 和 GC LORS a x hl 的 母 
p GIO x GI). 
2 EC a! P BER S COO, WAAN Cal HERRA AN ceU), HoP CHA 


数 . 
多 ERO ad 的 二 函数 为 GCD 98 


2 AMA Hm - 615 > 


e. — To 


数列 ja | B^) FE pROER 为 
ROA l asal MERR A 


eu) 一 dg - ggf 


GG 一 Sar 
数列 ia ,| 的 母 函 数 为 一 一 5 一， 
数列 的 母 函 数 的 公式 表 , 可 以 由 2.6.2 节 介 绍 的 方法 机 应 得 出 . 
利用 母国 数 方法 解 差 分 方程 的 初 值 问题 的 碍 到 是 
I? 以 差分 方程 的 解数 列 1xy! TESEIR X 
Gl) = 2.25 


r da FIBI CER 9 25:71 75 ER THO SR ZR E, 建立 COO 所 洞山 的 甘 系 式 ; 
3 WEB GD: 
中 求 出 函数 GOO 的 展开 式 的 系数 ,就 得 到 所 给 的 闪 分 方程 初 值 问 题 的 解 . 
p 求 差分 方程 
Vr — Syke + 6y, = 0 (2-26) 
满足 初始 条件 ro = 0 和 y = 1 的 解 . 


SO BGO = D WERRIET? REG AHS 
kn 


nat = ga, 
及 Dn. v - Guo 
Arf 2-26) MARE 此 ,然后 VE +% 求 和 得 


Dor -52 naf (62 ya = 0, 


Bp Coma 5 | 6t) «o. 
SB GCG»o48 

rt 1 1l. 

GG = 17556460 71-307 1-2 


I 


»lG0* - 0 二 Sa Nu ay. 
i-o dn kzü 


所 以 ,差分 方程 (2-26) 的 初 值 问题 的 解 为 


Fk = 3* - 2*. 
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2.5 ” 变 系 数 线性 差分 方程 及 非 线性 7) 27 


对 于 一 阶 尸 高 阶 的 蛮 系 数 差 分 方程 ,以 及 非 线 性 差分 方程 ,没有 一 般 的 方法 求 
出 其 精确 解 ,内 有 当 方 程 的 系数 有 着 一 定 的 限制 ,或 者 方 保 七 某 些 特 定形 式 时 , 才 
可 以 利用 特 红 的 技巧 与 片 法 来 求 出 它 的 解 . 

= 般配 考虑 采用 下 述 方法 来 求 变 系数 线性 差分 方程 点 目 线 性 莽 分 方程 的 解 ， 


2.5.1. 化 变 系 数 方 程 为 常 系数 方程 


某 些 变 系 数 差分 方程 ,可 以 通过 变量 代 换 化 为 常 系数 方程 . 
(D 对 方程 
a focos + B faaaYesa + CHP = fue 
IAE SEHR za = jfiys; 即 可 将 方程 化 为 关于 a 的 常 系数 广 积 . 
(2) 对 方程 
afk FfaaYian t Ofi Faaypa + Cffi Yk = Ti 
fE46 ERIE v = fizi, 即 可 将 方程 化 为 关于 a B0 RR 


Ti 
A Ig t bpr tE} = Aa V 
IIT 


(3) 对 方程 
Aoin + 下 An 十 afe Jk-1Ykea-2 二 
+ oA m re 
(其 中 21,052,772, 为 常数 ) 作 变 量 代 换 
ye = 大 
RARI E, ,并 在 方程 两 边 除 以 ff_1…, 即 可 将 方程 化 为 六 于 q 的 常 系数 方程 
pz 二 PTA 
2.5.2 二 阶 或 高 阶 方程 的 降 阶 
对 于 变 系 数 线性 差分 方程 , 若 知 道 它 对 应 的 齐 次 方程 的 TER o, MHE 
dE HEUTE y = qu, 研 以 降 院 .此 外 , 某 些 特殊 形式 的 方程 出 可 以 通过 变量 代 换 实 
现 降 阶 ， 
Diis 解 差分 方程 


Yk- n " FERA = (ko 2. (2-27) 


解 ”由 观察 知 ,对 应 齐 次 方程 有 一 特 解 mw -k-1 WERE y = k- 
L) z, AI] 


Yg.p = kzp = kiz + Ax), 
Yung = 6 + l)a = Ck e D t 25, Mz). 
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IRA PE- .注意 到 e, = k- 【是 对 应 齐 次 方程 的 解 . 化 简 就 得 到 关 | RA, 的 
Jp a GRE 


Ge Azmi kAz, = CE VH, 
PEZIS 

kA - A [ik 十 DÈ] 二 ATID £O! " 3j] 

LU? 
= 了 + KI 4 €, 
IHE. Az = 和 = 十 4 - 了 £i 
LN E73 

ZU: G 
rA I = Zu + "HE u 1) n C, + MN! 4 


n 


H 


CE + DAGE — ON 
(kel ku DRESS 


所 以 , 方 得 (2-27) 的 道 解 为 T 


&-l 
Fe = 估计 一) + 本 D2, i 
其 中 C.C 是 任意 常数 ， | 
例 14 解 差分 方程 


yes: 一 《本 十 1) Yksi] 一 ETT - ky, . = 0, 


(2-28) 
解 ia = yei- kyk a 1). BBA, H 92-28) 化 为 
Igal 一 keg = Ù, 
EBR z - Cik- D! Ap c, AERA. TRUE 
Yesi c Ky, = Gik- D. 
BS REA 61, aris 
E 
alc "il = nT -k MT Zt 


所 以 ,方程 (2-28) 的 通 解 为 


y, 一 Cik- JE + Ck - qui 
其 中 c, 0 为 任意 常数 . 
2.5.3 站 子 的 因 式 分 解 


如 果 能 把 算 子 多 项 式 (CE) 因 式 分 解 为 


FE) = (E- a) - CE- h) (E - g) 
那么 ,方程 FE) = rs 就 等 价 于 方程 
(E- a HE- bgi E- m)v = 路， 
这 样 ,就 可 以 通过 隆 阶 求 出 差分 方程 的 解 . 
Diis 解 差 分 方程 


Yk+2 一 (k 十 2) Yr 十 ky, = Kk. 
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E xo gu 
[E -(k 2E k]y, = k. 
将 左边 的 算 子 多 项 式 因 式 分 解 , 得 
(E- IXE- Fy = k 


完 设 a = (E - k)y, EREE - Dau = 此. 注意 到 A = 已 ~- 1， 


TE uc Ik ÉL G, 
再 解 方 程 
kin 
(E - k)v, 二 十 Ci, 
即 Yeer by = FRE) + fi. 
由 本 章 例 3 的 (2-9) 式 , 就 得 到 差分 方程 的 通 解 
4-1 ili - D +C 
y = C - DE (k1)! ri 一 一 
其 中 Ce 是 任意 常数 . 
2.5.4 FAR 


下 面 举例 说 明 如 何 用 母 函 数 法 来 解 变 系 数 线性 差分 方 在 和 非 线性 差分 方程 . 


例 16 求 差分 方程 
(kx 2k 1) yy,2 -Xka D» - 3m 20 
满足 初始 条 件 yo = 2 和 y = 2 的 解 . 


EO RGO) = D nt, XL RSA 
XXL 
Cii = yat - Da Dx, 
kz0 k-ü 
GU) = X klk — Di 
kaỌ 


= Sa + 2) k + D youth. 
kzü 
方程 (2-29) 两 边 乘 以 此 ,然后 上 从 有 0 到 + o 求 和 得 


T 2) D ya - 2j + Duk - Dn =0 


或 G"(t) - 2€) - 3600 = 0. 
解 之 得 G(t) = Ce + Cet, 
由 初 值 条 位 yu = 2, Yı = 2 得 

G(0 22, F0) = 2， 
Aic, = 1 = 1. 因 此 


(2-29) 
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GID = et! ve, 


所 以 ,方程 (2- 加 ) 的 初 但 问题 的 解 为 


] doer ] 
yp = P Q7 gu) Oe. 
pr? 把 式 子 
Wy t wa t + tl + ta (2-3) 


be LH Hthig LA DAAD, PIAA, w+ w + wt w OER EAGM N w + 
wa) + 括号 的 方法 的 个 数 . 
解 ” 用 入 表示 对 “个 具有 头 项 的 武子 添上 括 导 的 广 i XR. 考虑 是 个 部 分 
AF 
HQ OH 二 ROW, ue. Wa 十 Waor 9 77 OA, (2.3D 
则 有 vo RB E EX» SS AATRES. A n ENS :个 起 pu E455 . i 
AGEE v, y, 种 方法 对 整个 式 子 (2-30) S E88 itbiz Eh (2-31) A RS RE B 
^ri 45H xEGEU EIL. iE r MAR s — 1 BREA 分 方程 
Ya = YaeiYi + Ya-2Yi ck UO YiYaer + Xie. (2-31 
HP n x2. 
注意 到 y = 01,94 = 0, 可 以 把 差分 方程 (2- 32) OUS 


Ya 7 YaYo t Ya-iYi t 77 + YpYa-a + se (2-33) 
m Git) = 32 
Jr G-33) AHALA (^. 然后 n M 2 38 e c 求 和 得 
Ms - > om + po tn 


四 此. 
GU) - vut ya = GG) - x - Ou * fx 
BUH cO ,得 


Gir = 


rios o8 二 到 jog i Bolt, OR 


Gi) = E - Y Sl- 4r. 
pa GOO EJAN 
| ] | l 
» L L = 5 一 一 |] z -32 = - -n+l) 
GUI 一 2 一 3 | |a EN - EN —-(- 44)" 


下 = 上 
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NU 2n -2 n 
= 站 (2-34) 
pA dp (2-34) 式 得 
r (n = 0), 
Ya = j 1f 2n -2 u 
L (9 7 2) (nm = 1,2,---). 


2.5.5 北非 线性 方程 为 线性 方程 
某 些 特 丈 形式 的 非 线性 差分 方程 m) EGRE REC (Eg ER TER TR. 
例如 GET TEE Yk 的 齐 次 方程 
Ae i) - 0, (2-35) 
Ys 
可 通过 作 变 基 代 换 z = TE ,化 为 线性 方程 .其 中 FAX Eyni ye 的 齐 次 函数 . 
DUIS 解 差分 方程 
Yi 7 Syr + 6 = 0. 
MEE Lue z- TA RADERA 
dZ-5g 46-20 
解 之 得 £p = 3, 或 ZR = 2, 
BI Fal = yo 或 Ypa 225. 
[239 9E pp E 3:0) R 
yk 三 C3*, 或 Yy = C425. 
其 中 cG 为 任意 常数 . 
例 19 考虑 差分 方程 


d 
mp £ 0). | Q3) 
对 方程 WESZXITECEETEPEN 
”十 由 T 


的 根 分 两 种 人 情形 讨论 
I? AARE.. B. 这 时 ,差分 方程 人 2-36) 可 化 为 
Yy- 2 — ag« b( naa) 


-B an tbiy,a- Br 
作 变 量 代 换 2 = 光一 ,上述 方 程 就 化 为 线性 方程 
5 7 a + pr 
2 有 相等 实 根 a. 这 时 ,差分 方程 (2-36) 可 化 为 
l 920225, Lt 0, 9. 


Y-a c- at MF t-a 
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Boo ”里 卡 蒂 方 程 


Fer 二 pe 


MERRER ye = FA a pa WALH ERTEN Pe 


k 


(2-37) 


dkar t iqu — pho mua + re aa = À. 


特别 地 ,= 0 时 ,方程 (2-37) 两 边 除 以 voL voco) 8 


1+ Pr + E 一 0, 
uu Yr.r 
WENHUPR := h ,就 化 为 - 阶 线 性 方程 
die + Pm td. 


WA BODOUIRE ya 2 一 y). 
RO MERE ys 方 - es 代 人 原 方程 得 


Loewe doeet li 


或 ge xk 二 2e774 . 
由 此 得 一 阶 线性 差分 方程 nu, = Zs ~ n2, GU 
ek = c 十 n2, 
MMEA PRBSAE A 
Y = ju - e 2) 
JEBp C 为 任意 常数 . 


2.5.6 利用 函数 恒等式 解 非 线性 方程 


利用 其 些 离 数 恒 等 式 , 呆 以 求解 某 些 特殊 形式 的 非 纪 征 乱 分 方程 ， 


例 22 TI DEC 
Yaral 7 Pet Yi — FE € 1 2 0. 
EO 。 原 方 程 可 改写 为 
ym 1 
[+ FeyYe Pa’ 
作 变 基 代 换 v, = tan m EREN 


tan zy, 一 tanz, l 


| + län, "tansze pe 


TU RIS TREE SEC 
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tanla — 8) = -tana — tan 


l + tang * tang’ 
| 起 可 以 化 为 
tan Az, = " Sk — An = arctan "t 
解 之 得 
1 ÑS i 
z = A'amtan 一 = arctan 77 4 C 
Pi 1 Pr 
其 中 为 任意 常数 ,所 以 
kl 
L 
=t | arctan — 4 Cj. 
Fk an > r Pi | 


BS EAE 
Yu = OE + by, +c, 

此 中 ac 为 常数 ,cs0 有 8 b -4ac-2b-2 8. 

解 方程 两 边 同 乘 以 他 , 配 平方 得 

2 
(gnat) AEri t) -pe-e 20, 
LZTEIPLNTELILMSI 
čp = 25 一 l, (2-38) 


其 中 za = $n 十 +, 
注意 到 函数 cosx 和 coshx 都 满足 国 数 恒等式 
Fx) = 2f (x) - 1, 
HE st (CR 
cosi (Cl zile D), 
全 一 NM (Iz l> D. 
HH (2-38) 式 分 别 得 到 
COSU,,. = 2cos u, — l = cos2u, 
或 coship, = cosh? i. 
TF au = 2e MI u, = 24'u, AE 
cos(2* arnceoszl) (lz E 1), 
* e eene) (Ez d 1). 
Bri 
[meme 3n * 2) - 2 E 
Y = 


p - a b b ae 
^ cosh[2* larecosh( Æ y, + A) - 5a {i | 34 十 
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2.6 Z "b ğü 


ZERE PERLER E EDXR FH T RESTE: 2; JUPE LER RURERR PE 
的 沪 和 差分 方程 .同时 , 它 在 分 析 和 设计 数字 控制 系统 中 起 ha EREI. E f 
其 分 方程 中 的 作用 相 泊 于 常 做 分 方程 中 的 拉 普 扩 斯 (laplaew) Æ. 

EX S RARP vi. WA FREH TAN 


Y(z) = ZI = >; A (2-39) 


Bi y | ze. Hop CO EINER 39) A A ur E i rg 
所 有 复数 .以 下 将 ZG SD mid Ziy. 


ilr (2-39) 式 可 向, 从 数列 1 B9 Z ERE Cz = E .证 研 以 得 到 数列 | yyt 的 
E ART. 
2.6.] 了 变换 性 质 


A 
HP s EKR UC 与 Vtz) 的 公共 定义 域内 . 
DP Eier) = oc£( yi) 
HEF 为 常数 ， 
P MRY) = Zir), izi> rM 
) 


Z(Gk 4 n- Dy 4,)-2í(-D'z nius [zi> r. 
"H a = 1AT. Zé Ev) =- zY (z). 
4 dinis TEL 
Zivy aJ - zZiy) - Syz = 

$ MEZO 2 Y(z) Cl zd» r} 则 对 于 常数 & s& Q. fj 

Z(a'y,) = y( 2-) (zls rlal.. 
6 GELEM WME zl» a BUD AE, HO 0.10» BbHEVOO (f£ dc. Wi 

Zu * 4) = UCz)VCS) (Lc |» maux eibi). 


h 
Hou pe = ls TTD 特别 地 , 当 丰 三 18, 有 
ANS 1) = ZOZ) = px 
2.6.2 Z ERAADA 


PZ)-— 


= -于 
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一 一 一 一 一 一 


P Z(a*) = ——, 
z—a 
$»Z(k) = ——d4i 
(k) (z- D? 
和 ZR) - z(zl) 
(z- D 
lj 
$ez LO = 一 -一 | 
( ) (z — 1»! 
Ee Zsinak) = zsinaü . 
(sinak ) z! — 2zcosa + |’ 
2 
P Zi cosak) = 二 
z^ - 2zcosa + | 


zsmha . 
z - 2zcosha + 1° 


E 
UP Z(coshak) = —4—————— — — ; 
( coshak ) z - 2zcogha + 1” 


. n z+ 11" 
«4(2)- C29) 
注 :由 小 述 基本 公式 作 代 换 = 二 ,就 得 到 相应 数列 的 母 函 数 . 
2.6(3 用 性 变换 求解 差分 方程 (组 ) 的 初 值 问题 


用 Z HEBEL IS ^H ECHO HAEHAE RUF: 
| 差分 方程 的 黄 边 作 Z 变换 ; 
2 kd ZEB. 
P 由 了 变换 公式 表 查 找 出 差分 方程 的 解 . 
Hu 解 差分 方程 的 初 值 问题 
Um + oy, = 10 * 35, 


F Z(sinhak) 二 


- zcosha 


yo = 0,7 = 0. 
ME ”对 差分 方程 的 两 边 作 Z 变换 ,并 由 Z EREE mn (8 
zZOQ) - yor - yiz + Zin) = 29. 
E 
(2 DZ) = 95. 
10x 1 FRI 
A») ND a- ib 1 
F4 zt F4 


z* — 2zcos E 4] z = Ires = + | 
[^] it 
E 3t - cosl xk) E 3sin( 了 4) . 
[i25  HE3E^F Jr FUEHEDHELIR RR 
| 十 Dua — (50 — k) y, = d. 
n=l. 
解 UŻA AME 7 变换 得 
zZ(ky,) - S0YCz) - sf ff) 2 0 


或 -er = 50Y(). 
由 此 得 
Y) -0 50 30 
Y(z) ^ strz+1) T zt za.d'" 
两 边 积 分 得 


InY(z) = - S0lnz + 50n z + 12 + €, 
50 
Y(z) = (424) . 


F4 


30 
因此 5» G ) i 
£26 ERRAR EB Voltera) 方程 


k 


yi = T+ 6 lk- Dy, (kml 


i20 
解 。” 原 方程 可 以 写 为 
Yi.) = ] + l6£& * Nh 
并 对 其 两 边 作 Z 变换 得 


ss) -s s +t 
z -2z- 15 EE: 
(z - 1) KIT 
I B 
- Loziz-1) _ |2 2 
Kls) = o, sr = 257^ :43 


因此 EEEIEE 
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3 差分 方程 组 


3.1 差分 方程 组 的 基本 概 仿 


会 有 个 未 知 函 数 的 一 阶 差分 方程 组 的 一 般 形式 为 
yk € l) = A 
n s 1) = Ck, yi ED vs sov CE)), (3-1) 
yaCk e = FR yi E) yo Ck) nov tCE)). 
定义 1 HTF kE 有 ,满足 差分 方程 组 (3-1) ARH nik s ya 下) ，， 
ya CE) BR 2g — Bp 26 531 73 12:18 (3- D 的 解 . 
含有 n 个 任意 常数 的 解 
yik k) = pilk, Cis C5 C). 
yal k) = palk, Cio Gatt Ca) 


yb k) = Palk, Cis Co 7 CL). 
称 为 方程 组 的 通 解 . 对 通 解 中 的 “个 常数 赋予 特定 的 值 ,此 但 由 初始 条 件 确 定 , 由 
急 始 条 件 确定 的 解 称 为 方程 组 的 特 解 . 

引入 癌 其 记 法 ,方程 组 (3-1) 可 以 写 为 


Y(k 4 1) = FOE, YOR)). {3-2) 
Eu CEU 
yi k) f GR va CE, vs k).v vC) 
Y(k) = nU) e F(k,Y(k)) = AUG UD nOD s y O9) 
y, Ck) fO GO CE) oy CK)? 


定理 1 (存在 与 唯 -- 性 定理 ) HUBS Fk, YORO AFE = kg, ko 4 1. - 及 相 
应 的 YO RAE, MARG- 存在 唯一 的 解 Y(KD), ifi LEM ARTE YCRS) = 
Fo 其 中 


Y, = [919202 为 已 知 常 数 ). 


zx I ”如果 差分 方程 组 (3-1) 中 的 函数 
A k, yky kj euy kD (i= lova) 
X PRAAN yik) yk) eeey CR) 是 线性 的 , 即 方 程 红 可 以 写成 
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YCE € 1) 2 AYIR) + RCA. (3-3) 
Hob 
yik) mes ttt aC) nC) 
vu) | PE], aco = en 7 azt k) e R(k)= peA) , 
y, Ck) Ana k) co eu E) r,CE) 


HX] & € Z*.de ACE) æ 0. WW ER (3-30 a ARTEZ 好 方程 组 . 
ü& EJ; 2:H (3-30 中 RCE) 三 0. 即 
Yík+ 01) = ACE YCADO (3-4) 
Wi (3-4) 式 陈 为 章 次 线性 差分 方程 组 ;如 果 RCED gx 0.00 (3-32 RRR dE IEIX ERI 
Ea AH. 
第 2 E] n BAE Aa- O a HERTE 5p 75 H, Agl AGREE 
Ht 
uk) = ypt k) = mlk Donau) = n uk D, 
(2- D 式 就 化 为 线性 差分 片 程 组 
ník +l) 2 mik), 
us(k + 1) 2 uy EJ, 


a ab D = mlk), (3-5) 
uik+l) =- "POILOLD + pui A3 uy Ck) + 


pm + rik). 


3.2 ”线性 差分 方程 组 解 的 结构 


TAR, UHRE MER Y CK) 与 了 (上 ) 是 齐 次 线性 差分 方程 组 (3-4) 的 解 , 则 向 
Weak CLY CARO + GY k) 也 是 这 个 方程 组 的 解 . 
定义 3 HT n ERARE), Falk) sc EGO Wm FOOD = COD, 
fu A DTG S 2o n). UR AERE n TREO ERAM C. On Gas 
使 得 
TCF =0 (€ ZZ»). 


1 一 上 
则 称 这 n 个 向 插 函 数 是 线性 相关 的 ;否则 , 称 它 们 是 线性 尤 关 的 . 
EX 4 对 于 n 维 向 量 函 数组 
FR) = CA RY ft he fl) (ER 112, ,1), 
$ 9p 
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Fakk) c fACK) 

wlk) = fa CB) Ut fa CO 
FO c8 AO) 
Ey gx fal dd p rep I RR br 13 P. 

ERRAITEA BUB PRSE HI RAR EIT LR, e C0 A RR P E 
用 相似 ， 

EHE? PHARA Fk), FoU Falk) E KARTEN EHAO -4) BY n 
ARE FE 3 ARS: 

I? È n TEREE, 

T 对 所 有 的 EE .它们 的 卡 索 拉 带 行列 式 wt 上) 0; 

P 对 某 一 机 EE Zt wlk 0. 

线性 差分 方程 组 解 的 结构 与 线性 常 微分 方程 组 解 的 续 构 相似. 

定理 3 章 次 线性 莽 分 方程 组 (3-4) 的 通 解 ,可 以 表 沙 成 它 的 m 个 线性 无 关 的 
BEER TES G. 

定理 4 ”和 非 齐 次 线性 差分 方程 组 (3-3) 的 通 解 ,可 以 老 小 成 它 对 应 的 齐 底 线性 
莽 分 方程 组 (3.4) 的 通 解 与 这 个 非 齐 次 线性 差分 方程 组 的 :个 特 解 之 和 . 


3.3 ”求解 线性 差分 方程 组 的 上 法 


售 nla D) 个 未 知 函数 的 线性 差分 方程 组 ,通常 用 消 汪 法 , 磷 代 法 ,2Z 变换 法 ， 
代数 法 ,常数 变易 法 等 方法 求解 . 
3.3.1 消去 法 
通过 消去 方程 组 中 n- 【个 未 知 函 数 , 将 线性 差分 方程 组 化 为 一 个 末 知 函数 的 
差分 方程 ,从 而 求 出 方程 组 的 解 ,这 种 方法 称 为 消去 法 ， 
上 面 以 两 个 未 知 闻 数 的 线性 差分 方程 组 为 俩 ,具体 说 帅 共 解法 步 又 . 
例 1 求解 差分 方程 组 
TN + D = alkyl k) + bC E) ya 42. 
yolk & 1) = cCKYy, CK  d( boys 4). 
解 ”由 方程 组 中 前 第 一 个 方程 得 
y, Ck 2 = alk+ DyiCk e D BR e Dk € DD, 
将 方程 组 中 的 第 二 个 方程 代 人 土 式 ,得 
yi (Ek € 2) = a(k e DyiCk & De blk +l)" 
[eth (ID + dh) vC A 1. (3-7) 
如 果 ACAD) 产 D, 则 由 方程 组 中 的 第 一 个 方程 得 


yik) = ipn + 1) - SE CD. 


(3-6) 
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将 它 代入 (3-7) 式 ,并 化 简 , 就 得 到 一 个 未 知 立 数 的 差分 并 悍 
bk) (Ck +2) = LaCk & DOE e bik Dati]viCk 9 1 + 
bik D[bGEO cC) 一 ati)dC AO) vu CR). 
E-E v CAS, MA ti EH vs CK). 
a BE) = O0, XXmT,(3-6) 25 M 
[i + 1) = alkyl k). 
yaik D = e(k) yu CRO + d(k)a.CK 3. 
Hi Hr pU BRE v CETT CARE RIER V rak) B T --Erdk 3r 
光线 性 次 分 方程 ,从 而 可 以 解 出 yak). 
AR BUR) 2 O.cCE) = 人 0, 这 时 (3-6) 式 成 为 
[mit l) = a(k) vit k), 
ya(k & 1) = dk) yaC E). 
从 这 两 个 方程 分 别 可 以 解 出 ya CR) 和 yik). 
3.3.2 AA 
非 齐 次 线性 差分 方程 组 的 特 解 ,可 以 用 逐步 选 代 法 求 出 : 
例如 ,求解 线性 差分 方程 组 (3-3) 的 初 值 问题 ; 


[ra +1) = AGOYU) + ROK}: 
Y(0) = B, 


(3-8) 


其 中 和 Tal d: 
用 过 民法 建立 解 序列 : 
Y(I) = AYO) + R(O) = AGB + RO», 
Y(2) = ACD Y(D + R(D 
= ACDA(OB + ALDOR  RCID, 


- 般 地 ,可 以 归纳 得 到 


Y(k) = [ [ac - Df + TE DR() + Rk- D, — (3-9) 


这 就 是 线性 差分 方程 组 初 值 问题 (3- 8) 的 解 

由 {3-9) 式 容 易 看 出 ,方程 组 的 解 YOO 由 初 值 向 量 及 唯一 确定 . 

当 线 性 差分 方程 组 (3-3) 的 系数 矩阵 ACIO 为 实 常 数 证 阵 时 (3-3) 式 称 为 党 
系数 线性 差分 方程 组 , 即 


YCE & = A YCR) « RK). (3-10) 
由 (3-9) 式 , 它 满足 初 值 条 件 Y(0) = B WRJ 
Y(k) = A'B + Sia- I—R(). (3-10) 


由 (3-9) 式 可 看 出 ， 用 选 代 法 实际 求 方程 组 的 特 解 时 ， ij: 要 的 困难 是 计算 算 阵 
的 莱 积 ,即使 是 对 于 常 系 数 方程 组 的 情形 , 当 (3-11) 式 的 很 大 时 ,直接 计算 4* 的 
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运算 贡 也 很 大 .假若 矩阵 4 可 化 为 对 角 阵 ,或 某 些 特殊 情形 , 刚 可 以 容易 地 讨 算 
A 


piin. MEA = PIP, HOP J EHAR, MA 
A? = CBJIP- DC PJP-) = PPP, 
A* = CPIP CEP P) = PPP, 


-- AM, At = PPP. 
MIAR J HRES EF SITAR AXT, (3-1) 式 可 以 写成 
Y(k) = PJP-!B 4 Pl SJOP RG). 


DE 求解 差分 方程 组 的 初 值 问题 
Ma £1) = AYCKE) + RCK), 
Y(0) = (1,1, - DT, 


其 中 
2 -1 -i | 
a=] 1 O0 -i]. aai = [i]. 
一 1 1! 2 0 
解 HE A 的 特征 方程 为 
2-A -i -1 
1 -À =- AŤ + 44t- 5A 42-20, 
-1 | 2-A 


特征 根 为 1,1,2. 它 们 对 应 MAPA 
0, D7, ,1,001 398(1,1,. - D, 


10 0 1 -1 0 
EMT Io: 3 
E Ü 0 2 -1 -1 


pi Rk) = (1.1.0)" 是 常 向 全 .所 以 对 所 有 kc LO 


eni HH 


> 1 o] 


Pu, 


Xx KÁA2[01 0 
0 0 2* 


2000 amoa t IE 


0 0 2 
于 是 , 初 值 问题 的 解 为 
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k-i 
Y(k) = PPP- Y(0) + PUS geor] 
j-9 
0 0 1 l 
= r| Ò |， e| il- 2 1 PEE 
2i 0 -1 0 
例 3 计算 矩阵 4 = [7 P ios. 


解 将 4 改写 为 4 = 27+ |[ 0] ,于 是 
a S (27+ 人 2). 


注意 到 | 。 2] 是 每 零 矩阵 ,由 二 项 式 定理 得 
2 0 


0 0 
k $ -1 一 
A = VE + kl |. = | &1 j 。 


3.3.3 了 变换 法 


线性 差分 方程 组 的 初 值 问题 ,也 可 以 用 Z 变换 的 方法 求解 . 
pia 解 差 分 方程 组 的 初 值 问题 
tpa — t4 = 3À3, 
fu +t 39, 二 k3*, 
uo = Q, = 3. 
解 “对 方程 组 的 每 个 方程 的 两 亡 作 Z 变换 ,并 由 2 变换 的 性 质 中 得 


m - zug — Víz} = TPDI 


Uiz)  zV(z) - m- 3V(z) = coge 


[ro - VG) = crus 


Ula) + (2 - 3) Vlz) = 324 PRETI 
将 这 个 方程 组 的 第 一 个 方程 乘 以 (z - 3) 并 与 第 二 个 方程 机 加 得 


Hl 


- 
€ 


2 _ H 3z 9:7 -27z 
(z 35: € DUG) = 3e c + ENTE 
(—O3:(z - 324] 
7 (2 -3Y 
3 
UG) = 【了 一 了) 


由 此 可 得 u = k34. E- Ip X aria. 


| 看 32 ， LE NE LUE: 


Xp —ouQ4— 2A3 = (ky. D35*! 2 3k35 = Mt 
3.3.4 RAA 
对 于 常 系数 齐 次 线性 差分 方程 组 
Yik+ 1) = AYCE), (3-12) 
Hp A Rn x on 阶 常数 矩阵 ,日 daa #0, 可 以 通过 求知 了 4 的 特征 根 与 特征 向 量 
的 方法 , 求 出 这 个 差分 方程 组 的 解 ， 
容易 知道 ,差分 方程 组 (3-12) 有 形 如 
Y(k) = a$ 
的 解 的 充 要 条 件 是 
A" E = AË, (3-13) 
Hua 是 常数 ,上 是 一 个 非 零 向 量 ， 
显然 ,FY(k) = KÆ) 是 方程 组 13-12) 的 平凡 解 S RETIA BERE A #0. 因 此， 
JA HBGO-12 等 价 于 
AË = AE. (3-14) 
rix 2r ERA EER 4 的 特征 值 戌 对 应 的 特征 向 量 . 
因为 差分 方程 组 (3-12) 总 假定 dea < 0, 所 以 , 当 A EERE A 的 特征 根 时 ， 
À zx 0. 
下 面 分 3 种 情况 讨论 : 
(1) ER A 有 个 相 异 的 实 特征 根 A 
这 时 ,由 方程 组 (3-14) 分 别 站 这 些 特 信人 入 对 应 的 特征 向 量 ， £152, s 则 
差分 方程 组 (3-12) B3 AREA 
Y(k) = 人 对 有 + CES + + CAT, (3-15) 
其 中 Ci Cun Ca HIER. 


ss 解 方程 组 (3-12) ,其 中 4 -[ ， 1]. 
解 特征 方程 为 
dal~? ! |= 22314220 
-2 -3-aAl 
BEA a, = - 2A 2-1. 
由 方程 组 (3- 14) 得 到 ,对 应 u = - 2 的 特征 向 量 为 = [ 2] ,对 应 4; = -1 


的 特征 向 量 为 如 = [ i] .于 是 原 差分 方程 组 的 通 解 为 


ra) = Gt-2 jJ] ect 1]. 


其 中 C, €; 为 任意 常数 . 
(2) 矩阵 A 有 复 特 征 根 . 
设 复 特 征 根 为 A1 = a + 话 ,42 = a- ib HR Ay Aa An DAR KRIER. H 
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方程 组 {3-14) 分 别 求 得 它们 对 应 的 特征 向 量 为 
$izG-tif, &;-a-if, $&.-.£. 


则 差分 方程 组 (3- 12) 的 通 解 为 
Yik) = C, e (acoske - fsinkp) + Cip'Casinkc + Bcoskp) + 


C48. + 7 + COANE,, 
其 中 e 一 a* t b! cose = 5m Ci, C5, Ca 为 任意 常数 . 


车 有 密 个 复 特 征 根 ,可 类 似 处 理 . 
86)6 解 差 分 方程 组 Yk + 有 = AYF(E), 其 中 


-2 ] Ü 
4«|-5 2 |. 


-2 -2 l 


(3-16) 


解 EE 4 的 特征 方程 为 
-2-1 | 0 
«| -5 2-4 1 | -ys 0, 
-2 -2 1-4À 
特征 根 为 41 = 102x243 -- 1， 
U ee] EIA THER 1+ 2 BTE II as; m 


-2 1 0 
区 2 i| (arp = (14202 + BD, 
-2 - I 


| Ü i 0 
«sg | + |， [j « «| | s= [2]. 
-2 4 -2 4 
Ca, b.e)" 是 对 应 于 特征 根 — 1 的 特征 向 量 , 通 过 解 方程 
-2 l Dra 在 
| -5 2 ||] - ofe]. 
-2 -2 Ire c 


求 得 对 应 于 特征 根 - 1 的 特征 向 量 为 


a i 
DEI 
€ 2 
因此 ,差分 方程 组 的 通 解 为 
1 0 
Y(k) - cea 3 - LH | 
-2 4 
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] 0 1 
oa mo) 3| + ong) [| ) El- oef | ， 
-2 4 2 


(3) 矩阵 A 有 重 特征 根 . 
JE - E RERECCayley- Hamilton) 定理 :每 一 个 mxr 阶 族 阵 请 足 它 的 特征 方程 ， 
Bi ; 
EJA) = 人 0 是 4 的 特征 方程 , 则 AA) = 0. 
由 这 个 定理 可 知 ,4" 可 以 表示 成 A ,47,…,A"' 的 线性 组 会 .因而 的 任何 
KREET AER L A,A, A 的 线性 组 合 . 
现在 设 41,49,…14,( 不 必 相 异 } 是 第 阵 4 的 特征 根 , 鞭 中 每 一 个 特征 根 重复 
的 次 数 与 它 的 重 数 相同 .定义 
M, =f, 
-(A-ADM;, Ugiga), (3-17) 
由 凯 莱 - HEREA M, = 0. 
(3-17) 式 意 昧 着 每 一 个 A (Lom ix n) MM CUM, 的 线性 组 合 , 从 而 
ERF A 的 任何 次 生 A Me M. HRH, Hp 


EM 
REH kE 2 ,而 c Go 为 待定 . 因此 ， TRAG- 12) 的 解 叫 以 表示 为 
Y( k) 二 A'B - Se UM. 


其 中 下 是 初 值 向 量 . 代入 方程 组 (3-12) ,确定 e UD. 于 是 就 得 到 下 面 的 定理 5. 
定理 5 线性 差分 方程 组 (3.12) 满足 初 值 条 件 YO) - 的 解 是 


Y(k) = S au MB, (3-18) 
其 中 NICE SUME & TIMOR. 
cike D a 9 9 0 e, Ck) 
a«D| (189 9 7 91 aa) 
PU. sjo 12-5: 9]|| .| (3-19) 
cal € E) 0 L A. aik} 


0 "PM 
e (0) j| 

和 和 E - | I (3-20) 
e, C) 0 


A7 解 差分 方程 组 
1 


xasDn2[ 1 ivo vo-[; 


外 
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解 PIAR 


或 432-44+4= Q. 
由 (3-17) xfi 
M, = 4, M -A-2 - |^ i |. 
由 方程 组 (3-19) (3-20), 
eiCk + l) = 2608. e 00 = 1， 
Wr OR) = 站 .因此 
cf 1) = 2c ky +2 o) = 0, 
解 之 得 clk) = 下 
由 定理 5 中 的 (3-19) 式 , 就 得 到 壤 差 分 方程 组 的 解 


YO) = Ga + elem a] 


- (fo eE EG 


| : | 
22 [e]. 
E k |*8 
> 1*5 
3.3.5. 常数 变易 法 


如 果 已 经 知道 非 齐 次 线性 差分 方程 组 (3-3)》 对 应 的 齐 次 方程 组 (3-4) 的 通 解 ， 
则 可 以 用 常数 变易 法 来 求 出 非 齐 次 方程 组 的 一 个 特 解 ,从 而 就 得 到 这 个 非 齐 次 差 
分 方程 组 的 通 解 . 

先 将 定理 3 写成 矩阵 形式 ,为 此 有 如 于 的 定妆 5. 

ETAS EHE YO Y; KE) n LY. Ck) 为 齐 次 线性 差分 方程 组 (3-4) 
的 =” 个 线性 无 关 的 解 , 则 矩阵 


yntk) Ut yy, CR) 
ss t Ut nU) 
yah) cc yx40O 
称 为 差分 方程 组 (3-4) AE ERER, 其 中 YO = (nC yui), 
了 
这 时 定理 3 可 以 写成 下 面 定 理 & 的 形式 . 


EEG 车 DO 是 齐 次 线性 差分 方程 组 (3-4) BUSES RAE E LC E BEN 
伍 意 常数 前 常 向 量 . 则 齐 次 线 社 差分 方程 组 (3-4) 的 通 解 为 
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YCR) = (IC. (3-20) 
用 常数 变易 法 来 求解 非 齐 次 线性 差分 方程 组 (3-3) 的 特 解 的 步骤 如 下 : 
I^ 设 对 应 齐 次 线性 差分 方程 组 (3-4) 的 通 解 为 
YUE) = BULK)C, 
其 由 CE = (0,07. 0)T 为 任意 常 向 量 . 
29 把 常 向 量 C EHE E BST BS C (E) ,并 设 
YCE) = BOE COR) (3-22) 
fj IE TEUCE AT 7E PRERH (3-3) 的 一 个 解 .将 (3-22) 3X SA G- 22 式 得 
dk DC++ 1) = ACD CURE + REK), 
Hi bikt Ds ACE) CO. 18 
dk + 1D)AC(K) = RC) (3-23) 
ax, AC(k) = di'(k - ORIK), (3-24) 
HEP ACIE) = Ck + D - Cik). 
? 从 方程 组 (3-23) 或 (3-24) PAR US C( k) Bh 


C(k) - So- i+ DR(GD, 


BREAG.22 式 ， 就 得 到 非 齐 次 线性 基 分 方程 组 (3- 3) 的 -: 个 特 解 了“ (从 而 由 
定理 4 就 得 到 非 齐 次 线性 差分 方程 组 (3- 3) 的 通 解 


Y(k) = d(k)C + Soa- (i x DRG). 


在 具体 应 用 上 述 常数 变易 法 求 非 齐 次 线性 差分 方程 组 的 特 解 时 ， 往往 将 
(3-23) 式 写 成 线性 代数 方程 组 的 形式 H ACCK) ,从 而 证 求 出 CCR) 来 ,这 样 可 
避免 计算 首 第 阵 . 

Ps 解 差分 方程 组 

[na = yp 44 T (3-25) 

ikel = — Yr + AUR X. 
1 
-I 


HE [i 
因此 ,方程 组 (3-25) IMATRA RARER A 
p yj = 2(- 0-7 2* 36, 
z = (= D'C + 36. 
将 它 写 成 (3-21) 式 的 形式 ,有 
ld [X -nD* Ege 
ui - D* 


解 ”方程 组 的 系数 矩阵 为 4 = [ 
应 的 特征 向 量 分 别 为 


"d ,其 特征 根 为 Ày =- 1,À4 三 3,4} 


利用 常数 变易 法 ,假定 
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x] [X-nD* -2:3'[60) | 
[^ ] :| | | (3-2) 


(— 1) 3* Cik) 
为 原 方 程 组 (3-25) 的 一 个 特 解 ,将 它 代 人 (3-25) 式 , 这 时 .由 方程 组 {3-23) 得 
2(- p^! 22. 3 ] [409 E [2 
= [zd 


( — ps! 38+1 AGk) 
解 之 得 
25.2 3* 
ACC) 一 一 4(— D* 1 
2 
ACUD = Ta: 
因此 


eO = CD CM. 


1 1í(23* 
GG = ga À)- 
所 以 原 差 分 方程 组 {2-25) 的 通 解 为 
2 
l | 


3 


a = (16 «36 «15 g 6 
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孝 分 方程 的 初 值 问题 虽然 已 给 出 解 的 一 种 迭代 计算 时 方法 ,但 在 差分 方程 的 
很 才 应 用 中 ,往往 需要 首先 弄 清 楚 , 当 上 很 大 时 方程 解 了 (7) 的 变化 性 质 . 这 就 是 入 
分 方程 稳定 性 理论 的 基本 问题 . 


4.1 ”差分 方程 稳定 性 基本 概念 


4.1.1. 世 任 意 解 的 稳定 性 为 零 解 的 稳定 性 


考虑 差分 方程 组 
Xk+ D = G(E,XCk)), (4-1) 
其 中 


x, Ck) gi onov CR) 
THI : | | : | 


x, Ck) FACES k) (k)) 
eR GRAD XE k € Z* EB XOGoO 都 有 定 交 ,保证 方 各 组 (4 四 的 解 存在 啡 -. 
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设 X(k) = p(k) 是 方程 组 (4-1) 的 一 个 解 , 作 变 量 代 换 
Y(k) = X(À) - pik), 
则 方程 组 (4-1) 就 化 为 
Ykri) = 和 
A F(k,YCK)). 
所 以 方程 组 (4-1) 的 解 o CK) 的 稳定 性 等 件 于 


了 = FCk, YCE)) (4-2) 
零 解 的 稳定 性 . 
因此 ,不 失 一 般 性 ,总 假设 FOO) = 0, 并 只 研究 方程 组 (4-2) 的 零 解 稳定 性 
SEE T. 


差分 方程 组 (4-2) 的 解 Y CIO ,在 几何 上 可 以 表示 为 n 维 向 量 空间 R^ 的 点 列 ， 
用 Yo p ia Yik) 的 范 数 . 
车 方程 组 (4-2) 右边 函数 不 显 富 万, 即 
Y(k e 1) = F(Y(k)), (4-3) 
则 (4-3) 式 称 为 自治 差分 方程 组 ;否则 (4-2) 式 称 为 非 自 治 差分 方程 组 . 
4.1.2 差分 方程 稳定 性 定义 
将 方程 组 (4-2) 满足 初 值 条 件 YCR) = Yo 的 解 记 为 YCk: ko, Yo). 
定义 1 方程 组 (4-2) 的 零 解 称 为 稳定 的 ,如 果 对 于 任意 的 e > 0, 及 任意 的 知 
€ Z ,都 存在 5 = 8C koe) > 0, [E389 l Yol < êle, RD ELSE UI k > ko SIR 
l Yek: ko Y ll. « e. 
反之 , 称 方程 组 (4-2) 的 零 解 为 不 稳定 的 , 即 存 在 so 及 如 ,值得 对 于 任意 的 人 > 0, 
总 存在 Yo BA || Yol < 了, 但 存在 k > ko tE 
l| Y kis ko, Yo) ll. z £o. 
IEX2 方程 组 (4-2) 的 霍 解 称 为 浙 近 稳定 的 ,如 果 
C 方程 组 (4-2) 的 零 解 是 稳定 的 ; 
2 EEEH (ko > 0, 使 得 当 || Yo || 三 了 时 ,都 有 
lim | YER; Ko, Yo) = 0. 
EX3 方程 组 (4-2) BTERRAM ERER , ME 
F 方程 组 (4-2) 的 零 解 是 稳定 的 ; 
r 对 方程 组 (4-2) 的 每 一 个 解 YC k ko Y) ,都 有 
lim | Fk; koyo) = 0. 
定义 4 方程 组 (4-2) 的 零 解 称 为 一 致 稳定 的 .如 果 对 于 任意 的 e > 0 及 任意 
的 ko € Z*. Eb EP IKCT ku 9 6 = (6) > 0, 使 得 当 | Yol < 8 BE ,XI—UL k 
== ko BI 
| Fik; ko, Yo l|. « e. 
显然 ,对 于 自治 差分 方程 组 (4-3) , 它 的 零 解 的 一 致 稳定 与 稳定 是 等 价 的 . 
EXS 方程 组 (4-2) 的 零 解 称 为 一 致 羡 近 稳 定 的 . d 


4 ”差分 方程 的 稳定 性 * 639 - 


1 方程 组 (4-2) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 ; 
P 存在 为 > 0, 对 任意 的 * > 0 及 任意 的 名 所 Z+ ,存在 不 依赖 于 二 的 Tle) > 
0, 司 得 当 | Yol < go BI,XI—UI k zm ko e T(s), 有 
| Fek; kos Yo? l|. <e. 
5X 6 方程 组 (4-2) 的 零 解 称 为 全 局 一 致 新 近 稳 定 的 ,如 果 
e 方程 组 (4-2) 的 零 解 是 一 至 稳定 的 ; 
7 HHEH p > 0, 任 意 。 > 人 0 及 任意 的 后 ,存在 不 依 斑 于 二 的 Tle, m) > 
,使 得 当 | Yo] < 时 ,对 一 切记 半生 + Tle, pA 
| Yik: Eg, Yo ll <e. 


例 1 考虑 差分 方程 
yiE+t1) 2 olk)ytk) (ET). (4-4) 


因 方 程 (4-4) 满足 初 值 条 件 y(ko) = yo 的 解 为 
yu) = n] leo. 
则 有 如 下 几 种 稳定 性 : 
te 当 | Ig Dl < MO« 时 ,方程 (4-4) 的 零 解 是 稳定 的 ; 


zz 当 | | a] < 时 ,方程 (4-4) 的 堆 解 是 一 致 稳定 的 ; 
P g | | | oC | 无 界 时 ,方程 (4-4) 的 零 解 不 稳定 ; 
4P 当 Jim | [l [ato | = 0 时 ,方程 (4-4) KERRIE REN: 


5 sijos pto f, DKR EB > 0,0 < y< 1 时 .方程 (4-4) 的 零 


解 是 一 一 臻 浙 近 稳定 的 . 
由 定义 知 , 几 种 稳定 性 有 图 4-1 的 蕴涵 关系 (用 一 R): 


- 
ft fr 
Beds = 浙 近 稳定 | 
稳定 
fl 1l 
全 局 一 臻 使 局 新 近 
Burgos | 一 | ”稳定 
图 4-1 
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4.0 ”自治 线性 差分 方程 组 的 稳定 性 


考虑 常 系数 线性 差分 方程 组 
YCE +i) 
HB A En x a Pta BER. 
定 兴 7 了 BRE A 的 特征 根 为 4.(i = 1,2,…,n); 则 


r(A) = mx pu 
下 :可 让 :本 


H 


AY(CA), (4-5) 


称 为 矩阵 4 的 谱 半 径 . 
EEG ”差分 方程 组 (4-5) 的 零 解 全 局 渐 近 稳定 的 充 王 条 件 是 
r( A) « I. 
1 -5 
82 YD = faas | ro 
il - 
& BEA- | o -1 的 特征 方程 为 
| 
à a 可 = 0, 
特征 根 为 EP 
Eq HA) =}. 


Br EA, 38 5 7) PEEH IET RR EARE. 
定理 2 差分 方程 组 (4-5) 的 零 解 稳定 的 充 要 条 件 是 HA) s 1, 和 县 1%;1= 【的 
特征 根 只 对 应 简单 的 初等 因子 . 


83 xks«nes[ f ro». 


解 mA-[ | 0| 的 特征 方程 为 


A? 十 站 = 0, 
特征 根 为 À= i. 
谱 半 径 为 rt4) = LBIA ES 1 基 单 根 , 因 而 只 对 应 篇 单 的 初等 因子 .所 以 ,差分 
方程 组 的 霍 解 是 稳定 的 . 


事实 上 ,矩阵 A = | S maesti p vo 所 得 到 的 向 量 ,是 由 


Y (X) 顺 时 针 旋 转子 得 到 的 .因此 ,方程 的 每 一 个 解 都 位 于 图 心 在 坐标 原点 ,半径 


为 yO 上 的 圆周 上 .所 以 ,方程 组 的 零 解 显然 是 稳定 的 ， 

定理 3 r(A) > 1, 则 差分 方程 组 (4-5) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

在 上 述 这 些 稳 定性 定理 中 ,验证 关于 谱 半 径 的 不 等 式 : 般 比较 困难 ,因此 人 们 
在 不 断 寻 找 较 容易 验证 的 充 要 类 件 或 充分 条 件 . 下 面 是 共 中 著名 的 居 利 (jury) A 
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据 . 
WIERE A 的 特征 多项式 为 
P(A) = del A — Af] = ag" + aA] FA 6, (4-6) 
其 中 ag = l. 
Hin TERE RE 2n - 3110: 
T a, ti Uto da 3 Ga- Eu 
US da-l 他 mn -二 "OC€4 a, 8n 
bo bi by 0 bno ba 
ba b ba c b, bo 
eu ČI £2 m 
fr-2 Ca- — Cy-4 U Co 
39 $1 35 
其 中 
ba - n 8, bi - | äg ÜHua |I h, _ üp a, 
ff, o ün 1 ün — . ] 
bo b bo 5.2 bo bi 
O7 [Pha 5] C [ha b "7 [ba Bal 


这 样 继 续 下 去 ,直到 表 中 的 同一 行 只 有 3 个 元 素 为 止 .由 上述 数 表 就 得 到 居 利 判 据 
GEM 4): . 
定理 4 ”多项式 P(4) 的 所 有 零点 都 在 4 复 平 面 的 六 位 图 内 的 充 要 条 忻 是 
PO > 0,(— D'R- 1) > 0,1a,1< 1, 
l bol> l bade lela telen, sisial 


9 .] Y(x). 


84 - ua 
& nas| 2o _ 。] 的 特征 多 项 式 为 


P(A)-2À aca. an= 1 


I E! Y+) = |. 


HRSA y 
] a, G 
于 是 , 电 定 理 4 知 ,方程 组 的 零 解 汤 近 稳定 的 充 要 条 件 古 
PD = 上 + QI+ Ta >D, 
(-IyP(-D)1-a «a 50, ll>lal, 
即 Lla;1« l, a; »-l-«a, t > Hu-1. 
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4.3 ”自治 非 线性 差分 方程 组 的 稳定 牲 


考虑 首 治 非 线性 差分 方程 组 


Y(k 4 1) = FCYCE)). (4-7) 
其 中 F(0) - 0, 


yi CR) AG GO vn y CR )) 
Yí) = : , Fí(Y(k)) = : | 


y C fU os UO) 
4.3,1 代数 方法 


定义 8 nx zn 失常 数 和 矩阵 4(aj) 称 为 非 负 算 阵 , 若 my 00i,j = 1,2,.… n). 
定理 5 假设 方程 组 (4-7) AAAA FER 中 包含 原点 的 某 个 开 球 B: 
l| Y] < 帮 内 满足 :对 任意 的 天 ,YE BFE nx n BERIN A, (118 
| FUOD - FEY) «gAlX-YM. 
DES 


I? r( A) < 1 时 ,方程 组 (4-7) 的 零 解 浙 近 稳定 ; 

7 r(A) = 1, HA EIRE A 的 模 为 1 的 特征 根 只 有 简单 的 初等 四 子叶 ,方程 组 
(4-7) 的 堆 解 是 稳定 的 . 

特别 地 , 若 方程 (4-7) 是 纯 量 方程 的 情形 

y(k 4 1) = fiy C k)D, (4-8) 

其 中 yt) € R.Ay) € RH, O = 0, 则 还 有 如 下 定理 6: 

定理 6 (BRE, IEBUA IB EMÁTAEIBPmS — Er ES SC. DH 

Pafii 1< 1 时 ,方程 (4-8) ERRARE: 

2 1F'(y) 1> 1 时 ,方程 (4-8) 的 零 解 不 稳定 . 

WS yik l) = 2r(R)Cl — yCE)). (4-9) 

解 È Fu) = 2u(1 - u}, 
4 f(u) = 4, 解 之 得 


uz 和 ue 
因此 ,差分 方程 (4-9) 有 常数 解 
y(k)=0 48) y=. 
由 "(0) = 2 > 1, 知 方程 (4-9) 的 零 解 不 稳定 ， 


下 面 把 方程 (4-9) 的 解 y(%) = T 的 稳定 性 化 为 零 解 的 稳定 性 来 讨论 . 为 此 作 
TERR 


l 
"E 


x( k) = yk) 一 +, 
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方 称 (4-9) 化 为 
x(k 1) 2-2x(k). (4-10) 
iple) = - 2e. di p (0) = 0, 知 方程 (4-10) EE BRE REOR Ur EGEA, A im 7; Fi (A- 9) 


的 解 yY(#) = T 是 渐 近 稳定 的 . 


这 个 结果 也 可 以 直接 从 解 的 表达 式 得 出 .事实 上 ,由 2.5.5 PA 21, 5n JE 8E 
(4-9) 的 通 解 为 


yu) = laü-e9. 
& k = Oet = 1 - 2yo. 所 以 ,方程 (4-9) 满足 初 值 (0) = yo 的 解 为 
yk) = EL- C- 23 1. 
如 果 D < yo < 1 那么 -1 < l- 2yo < 1, 于 是 
Jr = 7- 
因此 方程 (4-9) 的 解 y(k) = y EAEE A yO = 0 是 不 稳定 的 . 


4,3,2 ” 按 线 性 近似 部 分 决定 稳定 性 


在 某 些 情况 下 , 非 线 性 差分 方程 的 稳定 性 可 以 用 它 的 浅 性 近似 部 分 来 决定 . 
假设 方程 (4-7) 右边 的 向量 函数 FC) 可 以 表示 成 


F(Y) = AY + g( Y), (4-11) 
Hp A Ra x n 阶 常数 短 阵 ,而 gt 了) 满足 
lim RC - 0. (4-12) 


条 件 (4-11) $0(4-12) 意味 着 函数 FY) de Y = 0 5n p RES. EE, UR REX F 
E Y - 0 BE GER SEN 4-11) (4-12) 式 也 必然 成 了 .这 时, 征 阵 4 是 函数 
FEY = 0 的 蕉 可 出 (Jaeobi) 矩阵 


Jy, dy, Jy, 
A = dy, du, dy, " 
dy, y, Jy, 


H Add EF HoE, H HAE RHR BUE IR UII. 
定理 7 BAR F E-111) (4-12) 式 , 则 
l^ M r(A) < 1 时 ,方程 组 (4-7) 的 零 解 是 汤 近 稳 是 的 ; 
205 HA) > 1 时 ,方程 组 {4-7) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 
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例 6 [nt £1) = 6.5y CE) + ey, CE) v; CR), 
yak + 1) 2 - 0. 7 ySCKO + By CK ys CK), 
其 中 2,8 为 任意 常数 ， 
解 ”方程 组 右边 的 函数 在 原点 关于 y My 有 一 阶 连 续 偏 导数 ,因此 条 什 
(4-11) 和 (4-12) 式 成 立 .而 这 个 方程 组 的 雅 可 比 矩 阵 
Az [97^ 0 | 
0 -0.7 
注意 到 AA) = 0.7 < 1 所 以 ,方程 组 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ， 


4.4 ” 李 雅 普 诺 夫 直 接 方 法 


研究 差分 方程 稳定 性 的 强 有 力 的 方法 是 李 雅 普 庶 去 (1iapunov) 直接 方法 .这 
一 方法 的 核心 思想 是 针对 所 研究 的 方程 ,构造 出 其 相应 的 李 雅 普 诺 夫 沙 数 ,利用 所 
来 判定 方程 的 稳定 性 .下面 介 绍 李 雅 普 诺 夫 直接 方法 的 有 关 概 念 及 基本 定理 . 

id R* 为 非 负 实数 集 [0, 90, BOO 为 R^ 中 包含 原点 的 球 | YI < ^. 

考虑 差分 方程 组 (4-2) 

Yk+1) = F(k,YCk)). 

定义 9 连续 函数 VO, 了 :Zr x R' 一 RR( 或 Ztx BOD 一 R) HARI kE 

Z'.V(k,0) = 0. 则 称 
AVa y (k,Y) = VOR e V, YCk + 1)) - Vi, YCR)) 
= Vk d3,F(OR, Y(k)))- VCE, YCA)) 

ABRIR vik, Y) 182r f (4-2) 的 差分 . 

现在 给 出 ¢ 函数 可 能 具有 的 几 个 性 质 . 

定义 G0 ”连续 函数 下 (了 ):R* 一 及, 如果 

i*W(0) -0; 

P 对 一 切 了 < 0, W(Y) > Q(WCY) < 0.352 88:3X IV AEE AEH). 

mEXd10 连续 函数 WC 了 ):R" 一 R, WE 

^ mop = 0; 

P HERY E R, WOY) 2 0(WCGY) «0). 852 97 P536 多 为 半 正 定 的 ( 半 负 
EA) 

TEX 让 ”连续 函数 WCY):R^ 一 及 ,如 果 

L FO) = 0; 

2 对 一 切 了 0, FIF} > 0; 

4 | Y || — = Bt, W( Y) 7 a. 
那么 称 函 数 W 为 径 向 无 界 的 . 

例 7 Wt y, ,2) = 2yi * y + 2173 为 正定 函数 ; 

W(yi,y) = yt 5i - 2x08 为 半 正 定 函 数 ; 

Wily yi) = 2y? + 2 + 2y17a2cos( y, + y2) HARE A BS RC. 
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X gn EHHA Vik, Y): Z+ x RD RUD P ECER W Y: Zx Rh 
-~ 及 , 使 得 

PvE 90, -U kc; 

Dx: u&ez'mWmnvemR'AHVkY)z.-Wy vy) > wor), 
35 -z FRAR V 为止 定 的 !{ 负 年 的)， 

定义 1 ERA Vk, F): Zx RR? 一 及, 如果 对 DgkczWHyYcR'ü 
VE z 06s O0). BE c PE V AbPEIEEIMIOCERG ED. 

zEMOaS ERAM Vik, Y: Zx R"— R Rrit 55 ud Wi v): Ra 
-+ R, tE fH 

I? VEO = 0,3 -U kE Z*; 

2 4 kc Z HYC R^,VCEL.Y) z WY). HARRIE V Aio em. 

定义 16 EAR Vk, Z x R^ — R. Bn (6 dE PRAE W Y): R^ R. 
E -REZ 和 了 YE Rr" 有 VE, 了 x PY) MARAS V yl. 

例 8 RE Vk, Y) = (1+ cos k) 1 à 2y3 RAE ADIRE RAR, 

FUÉ VOCE Y) = Od e yDsi 等 REAS: 

BE VEA, Y) = (Le kiyi + yD RIDERE AL Bg REAN]: 

BRE VE 了) = Cya- ya Y CL + k) PE ERER. 

几 个 主要 结果 : 

定理 8 如 朵 存在 正定 函数 VA, 了) ,使 得 差分 AV SCR, Y) 是 半 负 定 的 . 则 
方程 组 (4-2) 的 零 解 是 稳定 的 . 

定理 9 ”如果 存 在 一 个 正定 、 且 是 淅 小 的 汕 数 VA. 了) ,使 得 差分 Vu aC. 
Y) 是 半 负 十 的 , 则 方程 组 人 4-2) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 . 

定理 10 WRA- AEEA Vok, Y), WBA AV nS Gi 是 负 定 的 . 
则 方程 组 (4-2) 的 零 解 是 新 近 稳 定 的 ， 

定理 贡 如果 存在 一 个 正定 . 且 是 渐 小 的 函数 FA, 好 ,使 得 差分 AYG a. 
y) 是 负 定 的 . 则 方程 组 (4-2) 的 零 解 是 一 致 源 近 稳定 的 . 

TEL 如果 存在 一 个 正定 、 渐 小 且 径 麒 无 界 的 明 数 Vk., Y), 618 32 ^y 
AVa s Ck, Y) 是 鳃 定 的 . 则 方程 组 (4-2) 的 零 解 是 全 局 SARREN. 

对 于 自治 差分 方程 组 (4-3) ,还 有 下 面 的 定理 13. 

定理 1 如果 存在 正定 函数 Vy) ,使 得 差分 AP o EENEN. HERE 
和 解 外 ,方程 组 (4-3) 的 任何 解 Y CR, kos Fo 对 充分 大 的 让 .都 不 能 使 

AVant YE, ko, oD = 0 

成 立 , 则 方程 组 (4-3} 的 堆 解 是 新 近 稳 定 的 . 

例 9 考虑 莽 分 方程 组 

TI 二 + 1) = ylk), 
Me Il) = CE) vit ko. (4-13) 

中 | FR Ls a «tl. 

取 正 征 , 渐 小 的 前 数 Vy y) = yi + ys. MU] 
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AV ay GG. vi £22 
= Virik e D, yoCk e D) - VCyi CAD CK 
= (Xi kt Doe syiGeD)- (ytCk) + vSCAED) 
= XE) € "GO y (GE) ~ y10k) - ybi k} 
=— (1 fI Dy). 
BI I CR) Ea a < 1 所 以 差分 AKC GO y (O00 RP fixe BU. Eut , H3 E TR 
9 知 方程 组 (4- 13) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 . 
例 10 考虑 自治 非 线性 差分 方程 组 


nika = 2E, 


21x yk? 
L yi CK) 
vk D = 30 RE) 
REE MUERE JMESS V( y, yi) = yi +y W 
AVa uri, v CE 
= VKGOnuG + DG € D) = VOnCGO y CO) 


= E+ D e XXE e D - yik) - RR) 


2X0) 8 yilk) ; 
= AG ADP + s e dy 7 009 7 6009 


«(t - JOE - y) 
--$300- gn. 


即 差分 Avam Ga Go yk) 是 贷 定 的 .因此 ,由 定理 11 知 方程 组 (4-14) 的 零 解 


是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
Bu 考 虚 自治 非 线性 差分 方程 组 
W + D = yak- Xx1(, 


Gc D = ya E- d340). 


REERK VC y, y =1 y iai yi PERE BLA 1 yi 3 ed y< 1 的 范 
围 内 讨论 就 能 了 .事实 上 , 当 1 y CO E Ly? CK) < 1 时 ,由 方程 组 (4-15) 就 有 


IG D b ne DIS Lys - Xx (e 1+ [no(t - LO 
sl yk) | B - AG € y 19 rU 


(4-14) 


(4-15) 


«|l yal k) l+% l yiC K) I 
ly) 1l S [« d. 


这 时 AVaasy CyiC RO , yo CR)) 
= V(yaCk + Du yak 19) - Vyk). CK) 
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zy DI yk | yk) I 

2| yalki — viCAK)D l+ EO - ix k)) |- 
tykk) I-I ylk) | 

=- yik) Lys) 1 一 -i 5300 I yi |- i I yik} 1 


= -Iyk T tik) 1 4X0) 

= 0, 
BEER OAVaasGua GO nO). 是 半 负 定 的 , HHAH ju) = 0 时， 
AV asyCyiC R3, ya CE) 二 0, 这 时 在 范围 | YI E yas Iel I3. Hm AHH CA- 15) 看 出 
只 要 yak) x 0. RU yu CE e 了 天 所 以 , 除 零 解 以 外 . 林 包 人 洁 方 程 组 (4-15) KE 
何 非 零 解 ,使 

AVa as CyiGCO y; CE) = 0 
成 立 .因此 ,由 定理 13 知 方程 组 (4-15) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
通常 称 满 足 本 节 行 何 一 个 定理 结论 的 函数 为 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 值 得 指出 的 

是 ,针对 所 研究 的 方程 构造 出 适当 的 李 雅 普 诺 夫 画 数 , 技 与 性 很 强 , 设 有 一 般 规律 
可 御 , 这 是 这 一 方法 的 缺陷 .但 一 旦 能 构造 出 适当 的 李 芷 普 诺 卖 函 数 ,不 必 预 先知 
道 方程 的 解 ,就 可 以 判定 方程 解 的 稳定 性 ， 
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积分 方程 是 近代 数学 的 -- 个 重要 分 支 .数学 .自然 科学 和 工程 技术 领域 中 的 许 
多 问题 都 十 以 归结 为 积分 方程 问题 . 正 是 由 于 这 种 观 向 联系 和 这 人 的 特点 .积分 方 
程 论 得 到 了 刀 速 的 发 展 ,成 为 包括 众多 研究 方向 的 数学 分 支 . 

积分 方程 理论 的 发 展 ,始终 与 数学 物理 问题 的 研究 紧密 相 联 , 它 在 并 程 .力学 
等 方面 有 着 极其 广泛 的 应 用 .通常 认为 ,最 早 自 觉 应 用 积分 方程 并 求 出 解 的 基 阿 由 
^R CAbel) ,他 在 1823 年 研究 质点 力学 问题 时 引出 阿 凡 和 泉 方 程 .此 前 , 拉 普 拉 斯 
(Laplace) F 1782 年 在 数学 物理 中 研究 拉 普 拉 斯 变换 的 道 六 换 以 及 傅 里 叶 ( Fourier) 
于 1811 年 研究 博 里 叶 变 换 的 反 演 问题 实际 上 都 是 解 一 类 机 分 方程 . 随 着 计算 技术 
的 发 展 ,作为 工程 计算 的 重要 基础 之 一 ,积分 方程 进一步 得 到 了 广泛 而 有 效 的 应 
用 .如 今 “物理 问题 变 得 越 来 越 复 杂 , 积分 方程 变 得 越 来 战 有 用 ”, 

积分 方程 与 数学 的 其 他 分 支 , 例 如 ,微分 方程 . 泛 函 分 析 、 复 分 析 、 计 算数 学 ,位 
势 理 论 和 随机 分 析 等 都 有 闭 紧 密 而 重要 的 联系 .甚至 它 的 彤 成 和 发 展 是 很 黎 重 要 
数学 思想 和 概念 的 量 初 来 源 和 模型 .例如 ,对 证 六 分 析 中 阅 方 可 积 函 数 .平均 收 伍 、 
算 子 等 的 形成 ,对 一 般 线 性 算 子 理论 的 创立 ,以 至 于 对 整个 斌 函 分 析 的 形成 都 起 着 
重要 的 推动 作用 . 积分 方程 论 中 许多 思想 和 方法 ,例如 , XT 35 Rh gp m qum 
( Fredholm) 8145-75 £2 i 35 28 $8 3I VR] BLEU AE ROUES IPLE (Noether) 理论 以 及 
FRESE, ERA erp UI DE 3E BED 7 —. 

因此 ,积分 方程 论 对 于 现代 数学 工作 者 和 科技 工作 者 已 成 为 必须 的 基础 知识 . 


本 篇 仅 介 绍 积 分 方程 沦 中 最 基本 的 内 容 . 
1 £& it 
1.1 积分 方程 的 概念 和 分 类 
1.1.1 积分 方程 的 概念 


在 积分 符号 下 售 有 未 知 函 数 的 方程 称 为 积分 方程 ,下 所 的 方程 都 是 积分 方 视 ， 
b 
[ ki rp rdr = f), TET 


eG) - al kGinecOde = f0), (1-2) 


JG. ecode = fO. (1-3) 
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e(t) 一 a| Cr) ple)dr = fi), (1-4) 
e) = | Hez)g(rg(r))dr， (1-5) 
plr) = [cic oC e. (1-6) 


在 上 述 各 方程 中 ,a,#8 AUG IB LOG LAS iS DUE XXL a < 6 的 情形 ;A 为 复 
参数 , 它 的 引入 形式 上 不 一 定 必 要 ,但 在 讨论 中 却 相当 有 就 :pfr) 是 未 知 函 数 LE 
2E 23g ELITR BR C C15) CRDI CI- 6) SL FP EB. gz,xr) 和 大 trys) 分 别 是 关于 
变 元 x HIERAR, D o de] a CL-2235 ERE. 


01.1.2. 积分 方程 的 分 类 


以 上 几 例 实际 上 给 出 了 积分 方程 最 为 常见 的 分 类 .1-3) 式 和 (1-5) 式 由 于 它 
们 美 于 未 知 函 数 是 非 线性 的 , 故 称 为 非 线性 积分 方程 . (1-5} 式 通常 称 为 哈 黑 斯坦 
( Hammerstein) 77 FE , ( 1-6) BR JS E EH (Urysohn) 方程, C-D ~ (1-4) 式 由 于 其 左 端 
ADEGROCT RR ESTERI ERSTE RE T" SCR OS E VEU 77 38. FE fL -DARGIN 
£X VERUS] Fe i T ARES CDU BU S FUR LCS EAR ERG 77 TE 
nCi-2)5X f (1-3 BER PETRA 77 , Er FR A eR b EG FC M 77, CERO 9E 
二 种 线性 积分 方程 . 

在 线性 积分 方程 和 上 胎 墨 斯坦 方程 中 函数 上 称 为 积分 方程 的 核 .第 二 种 线性 积 
分 方程 中 的 已 知 困 数 了 称 为 积分 方程 的 自由 项 . 当 自由 项 /=0 时 , 称 方程 


plr) = af kir THE rd, (1-7) 
e) = af &G. e pr)dr (1-8) 
为 第 二 种 齐 次 线性 积分 方程 ,或 者 相伴 于 (1-2) 式 和 {1-4) 式 的 齐 次 方程 . 


1.1.3 核 的 分 类 


线性 积分 方程 的 特征 实质 上 是 由 它 的 核 决定 的 . 核 的 分 类 方式 很 多 ,常见 的 有 
下 面 几 种 类 型 的 核 . 
(1) 若 大 er) 在 [ab]x[ae,5] 上 连续 ,并 且 带 神 
l &l =b- a)maxiI&kCt, cM oto cul, (1-9) 
JE ER k AERE. 
(2) € ku, ola, d] La, b] EXEZEFHTIR 3E BOE E 


I &li = (T | kt, c) ärar}? (1-10) 


则 称 k À L E. 
带 连 续 核 或 L, PRBOERTETH 2367 C1 - ORC 1-2) 4 9E B 3 SR — Eh 3E E OE 96 
15217; Uf 56 ORRERA 88 Cih RLUL Au 73D E RUE B CE 
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出 并 加 以 系统 研究 . un dps (EE EE 4375 PRIP TEE HAT EAE: S agter 
mb Htl r) 0 ARA k ERDSIKIRGERr( Volterra) f£ EE G- DxRCI-22 AA AN 
G-DAAU-HA, EHan AE AARE aAA mE put IrES! 
RAE TERKEREN Be Jb er UE IR Br Zr RA, B EITA CT TE. 
一 般 加 世 单 独 讨论 ,它们 由 意大利 数学 家 法 尔 秦 拉 首先 提出 并 加 妃 研 究 ， 

{3) 若 核 具 有 如 下 形式 : 


kt c) Ao, Ocacl,Ah ERAUR, TRIT 


r|? 
MJE k ABATER. RN RER TERA EE DER ERIN. 
(4) 若 核 为 下 面 形 式 : 
k(tr)- hann) GO-12) 


一 下 


其 中 六 为 赫 尔 德 ( Halderm) 连 续 函 数 , 则 称 天 为 村西 (Caucby) 核 
1.2 导出 积分 方程 两 例 


数学 理论 的 发 展 和 工程 问题 的 需要 都 是 产生 积分 方程 的 丰 官 源 果 ,下 曾 通 过 
两 例 , 扼 要 峰 明 如 何 导 出 积分 方程 . 


1.2.1 两 点 边 值 问题 


考察 两 点 边界 条 件 的 二 阶 微分 方程 
y" Cx) 3 f(x,y), 
[x ee; (1-13) 
yCD - B, 
其 中 f déxESEORE La 和 有 是 已 知 的 常数 ， 
对 {1-13) 式 中 的 微分 方程 积分 二 次 并 注意 到 边界 条 件 , 得 到 下 面 等 价 的 积分 
方程 


y(x) = h(x) -f k(x. c) f( c, rer)idr, 
其 中 


ho) ert- kG Ds [T 70 ETAT 


如 果 (1-13) 式 中 的 微分 方程 是 线性 的 ,例如 
præ *ày(x) 2 f(x), 
y(0) = y(1) 20, 
那么 与 之 等 价 的 是 -个 第 二 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 


yix) -afi klx z)yCr)dr = Fia), 


其 中 FG) = - | Oft Ode. 
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在 一 定 条 件 下 积分 算 子 比 微 分 算 子 在 某 些 方面 长 有 蝎 好 的 特性 ,因此 不 少 往 
分 方程 的 问题 往往 化 为 积分 方程 处 理 更 为 有 利 . 


1.2.2 质点 力学 问题 


1823 年 , 阿 贝尔 研究 过 这 样 一 个 力学 癌 题 :一 质点 请 儿 直 平面 上 之 一 - 光 谓 曲 
线 自由 下 落 , 试 求 这 样 的 曲线 ,使 得 质点 达到 最 低 点 所 需 的 时 间 为 其 所 经 之 高 的 已 
ABE FCR). 

首先 取 一 垂直 钱 为 了 轴 , 通 过 最 低 点 之 水 平 线 为 * 轴 , 命 该 质点 之 原 位 置 为 
P(£, h), £8 xd t EFIE QU S, y) EX IBS 1-1 所 示 ,s 表示 PP 和 8 两 点 间 所 求 曲 
ERRIME. v= dsd AATE Q 点 的 速度 ,由 熟知 移 力 学 定 亩 知 


| - gh y), 
? EP g 为 重力 加 速度 . 于 是 
PLE, h) un 5] ds 


udydy = = jov dyd” = f(h), 
故 
上 ds dy... RA h). 
dy /2g(h — y) 
设 所 求 曲 线 的 方程 为 x = Fiy), Wl 
ds =v 1«[F'Cy dy. rfl Bpl Se 1H Bg D Aq 84 3 
Bl 1-1 方程 


[genas /EA 
其 中 e(y) mx v I«[FGD)OP. 

阿 由 和 尔 方 程 是 一 种 特殊 的 第 一 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 . CADE ENSE 
和 讨论 的 积分 方程 之 一 ， 


1.3 线性 积分 算 子 


1.3.1 Cla,5] 上 的 线性 积分 算 子 
C[ 4a, 表示 [a,b] 上 连续 隙 数 空间 ,其 上 装配 范 数 


TF 2maxtl/COl, oxtxbl. (1-14) 
因此 Cla, bl EA E ay Banach) T. kle, c) EXESE EL E C[ a,b). 5E X. 
pe) = [ke of cod. (1-15) 
那么 o 也 是 [fc,5] 上 的 连续 函数 ,事实 上 
ep, h)x(b- all Fl ek. A, (1-16) 


此 处 olp, ) E PRACIEDESIEUASS RIRHECT-15)X S LAE K: 


(KAO) = a On, (1-17) 
那么 K 是 从 Cla, 188 C[ a, 6 HIR RRE RREN. WEBEAN H): 
IKI = liki. (1-18) 


K 称 为 C[ a,5}j 上 的 线性 积分 算 子 .从 (1-16) 式 和 (1-18) 式 ,由 阿尔 最 拉 ( Arzela) 引 
理 知道 KK 是 一 个 紧 算 子 . 

(1-15) 武 中 的 o 的 连续 性 并 非 来 自 f 的 连 急 性 , 它 完 个 源 于 核 上 的 连续 性 . 若 
用 号 [e,5] 记 [ae, 训 上 平方 可 积 函 数 空间 ,其 上 装配 的 内 程 和 诱导 范 数 分 别 为 


gans Rosa Ml = (Fino Pa)*. — 2» 


W Lla, bl EtA REPRE CHilbert) Z2 08]. A E [a 5. E $£— Tr iESEER ,那么 
E JR EL 2£ ( Schwarz) P^ 35:50 ( 0 - 16) 35 EJ 


ep, hav (b- a) fl o(k. A). (1-20) 
这 表明 也 可 以 把 K 看 成 是 从 瑟 [e,b 到 Ca ,6] 的 钱 性 各 分 算 子 ,并 且 有 
IKI < (1-20) 


因而 同 前 一 样 可 知 K: Lla, ble C[o,5]u R— Tr RE P. 
[.3.2 MN 


B kU c) LSE D [a 5], SE B Or 15) E LH p Ela, 6 1 E JLOE AE 
处 有 定义 ,并 且 由 富 比 尼 ( Fubini) 定 理 和 施 瓦 兹 不 等 式 可 和 


| | plt) ds «Jf | RCE, c) l?dirde T i fir) l dr. (1-22) 


上 式 表 明 ,([-15} 式 定 久 了 一 个 从 bla blaf La o ESTER T EH 
Kilki. (1-23) 
此 时 , 称 攻 为 六 [at 上 的 线性 积分 算 子 .可以 证 明 必 是 … 个 紧 算 子 , 因 为 它 本 由 :- 
列 连 续 核 的 线性 积分 算 子 K, 3X VEL K, 是 D a bal cfa,5] 的 紧 算 子 , 当 然 也 是 
[a,5] 到 [a,5] 的 紧 算 子 . 有 时 也 称 玉 , 为 上 [a,b1 到 la d IRMAT. 


1.3.3 合成 核 


为 方便 ,用 B 表示 Cla, bZ AR [6,5j 空 间 之 …. 相应 地 , B 上 的 线性 积 
HATEN Cla, bl EBR [a,8] 上 的 线性 积分 算 子 之 HI OC BOR SEA, 
B3 5 的 有 界线 性 算 于 空间 ,. 税 8) 是 一 个 巴 拿 赫 代数 .因此 可 以 考虑 两 个 线性 积 
分 算 子 的 乘积 ,当然 它 仍然 是 一 个 有 界线 性 算 子 ,但 我 们 关心 它 是 否 仍 是 一 个 线性 
积分 算 子 . 

设 由 核 ht1,75) 定 义 的 线性 积分 算 于 


PU) = | hl Of rar (1-24) 
是 日 上 的 一 个 线性 积分 算 子 , 它 与 8 上 的 线性 积分 算 了 K 的 乘积 为 
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Gioco = Pao o [P ico A de] 
- [ac els eas] rar 


= [iC edr, 
其 中 
b 
ise) | h(t,s) kCs, r)ds. (1-25) 


以 上 重 积分 交换 积分 次 序 的 合理 往 在 AÀ Uk AERA k BARA E hOBIk 3L, 
校 时 用 到 了 富 比 尼 定 理 及 其 推广 的 托尼 列 - 赫 伯 生 {Toneli-Hobsom) 定理 . (1-25) 式 
表明 A Hk REREN b RRR, H 
EZ s AI DEI. (1-26) 
h ak JL, PERI pua LEER SENA LE L, 核 且 仍 有 (1-26) 式 . 
因此 L- HK 也 是 8 上 的 线性 积分 算 子 ,以 1 为 核 . 核 RAE h Ak KRAE 
核 . 线 性 积分 算 子 K^ 的 核 称 为 上 的 第 = 次 玛 核 , 记 为 如 .显然 


lj t*"Ót.v)- | tt, s) ds. Ek os lE All. (1-27) 
1.3.4 RAL 
F ku, EA TENER 
kr) = Xelo EG), (1-28) 


其 中 aj, 5; HERE ROC DUI k ABER JE k ERRO- AC BUNTE EOIIC a 称 
为 的 秩 , 如 果 上 的 秩 为 n, 那 么 (1-28) 式 中 的 1a1f 和 1 分 别 是 线性 无 关 的 . 反 
之 ,车 aj? flot 都 是 线性 无 关 的 , 则 上 的 秩 为 . 

若是 秩 为 4 的 退化 核 ,如 {1-28) 式 ,那么 以 上 为 核 的 线性 积分 算 子 为 


Kf = Dy b;) aj, (1-29) 
帮 攻 称 为 有 限 秩 的 ,又 若 卫 是 以 上 为 核 的 线性 积分 算 子 , 孙 么 
HK = 2:4. b) Ha;, (1-30) 
也 就 是 说 h Fk 的 合成 核 仍然 是 一 个 退化 核 ， 即 
l(t,r) = C b). (1-31) 
1.3.5 3e Z4 AT 


WkRLE.S.E 
k'(t,ct) - kirt), (1-32) 
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Wl k' 也 是 L BEA k RUSESEREL ES kn c) k' 17.7), 则 二 称 为 埃 尔 米 特 
{Hemite}) 核 , 实 值 的 埃 尔 米 特 核 称 为 对 称 核 .由 上 共 锋 核 的 UI 
CR 
LiU K Xp db k 定义 的 线性 积分 算 于 , 慎 么 对 丁 任何 Lla. blir 
LM EU TESI 


(ra = [eco [I ron ]ae 


- f fo | Je cena dz | dr 

= (Kg) 
上 式 表 明 由 共 思 核定 义 的 线性 积分 算 子 K" 起 由 二 定 文 的 线性 积分 算 了 天 的 
共 配 算 子 , 称 为 线性 税 分 算 子 K 的 共 轿 线性 积分 算 子 . Gil LEE, PR S K 
R B3B JOSCRITOS k EIRIK. 


称 积分 方程 
$=g+AK*$ (1-34) 
为 积分 方程 
Q2f-AKg (1-35) 
的 共 辆 方程 . 
X paATERUERCP BUSETEC FP EE 3E 1; DU) 
(HK)' -K'H*. (1-368) 


1.3.6 特征 值 和 特征 函数 
显然 o =0 是 第 二 种 齐 次 弗 雷 德 堆 姆 方 牲 
eaa k(t,r)gíz)dr (1-37) 


的 解 , 称 为 平凡 解 .如 果 (1-37) 式 只 有 平凡 和 解 , 则 称 2 为 正则 值 ; 埋 除 平凡 解 外 还 有 寞 了 于 
FHR p MERA 为 特征 值 ,此 解 称 为 K 或 者 方程 人 135) 对 应 上 4 的 一 个 特征 函数 ;对 
并 于 特征 值 4 的 一 切 特征 函数 张 成 的 线性 子 空间 称 为 对 | 3 的 特征 子 空间 . 


2 第 二 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 小 参数 情形 


2.1 选 代 解法 


2.1.1 ARARE i AE 
FES AIEEE A 
pD = KO) e ab kn,r) pt rd (2-1) 
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A kADESRE € Cla, b], Æ Cla, bl ERE w, 那 么 说 (2-1) 式 是 C[a,81 上 的 
积分 方程 . 若 大 为 已 核 ,AE Lla, b], Æ Lla, bl ERË mp, 那么 说 (2-1) 式 是 
fo[ a ,5 上 的 积分 方程 . 如 前 ,着 这 两 种 情况 不 需 区 分 时 , 则 说 (2-1) 式 是 8 上 的 积 
分 方程 . 

BEDRES p MAFAO- DERE e 代 人 右 端 积分 导 下 ,有 


e) = RO+ DONS Va ode exl ee pde, (2-3 


Rp A kWj RAR. 
引 理 1 着 (2-1) 式 有 和 解 SH 


limat f io(or)g(r)dr = 0, (2-3) 
那么 eO = ORDI Wf de. (2-4) 


极限 (2-317 和 级 数 (2-4) 都 是 在 空间 中 上 的 .具体 地 讲 , 苦 大 为 连续 核 , 则 8 = 
C[ 2,5] HR (2-3) J&— AAA 63 (2-4) d di — Sc dy ke L, 核 ,极限 (2-3) 
和 级 数 (2-4) 均 在 平均 收敛 意义 下 理解 . 

引 理 2 若 级 数 (2-4) 在 LESE , 则 它 是 (2-1) 式 的 解 ， 


2.1.2 小 参数 情形 的 选 代 解法 
将 (2-1) 式 改写 成 算 子 的 形式 


(一 AK) pz f, (2-5) 
其 中 1 为 恒 等 算 子 ,K 为 核 上 定义 的 线性 积分 算 子 ， 
是 然 , 当 
Il AKI] «1 (2-6) 
EF, 
b 
lat] eto rp de ls FaKI "t 一 0， (2-7) 
2;wj gn rA c)dr ll « IAU È IAK <+ æ. (2-8) 
定理 1 £u IKI <1, 那 么 8 上 的 第 二 种 弗 雷 德 息 婚 积 分 方程 (2-1) 有 唯 
一 和 解 (2.4). 


这 个 结果 用 .向 B8) 上 算 子 级 数 的 驱 点 看 相当 明了 ;. 闹 8) 是 巴 拿 赫 空间 ,因此 
在 条 件 {2-6) 下 有 算 子 展 式 


(I ~ AK)-! 2352 (2-9) 
定理 2 SElilkKl «1.5352 B 上 的 第 二 -种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 (2- DAE 
一 解 
p= (I« AR; f, | (2-10) 
其 中 


2 第 … 种 弗 雷 德 电 姆 积分 方程 .小 参数 情形 - 659 ， 
R= Dwg (2-10) 


推论 1 AALIK < LAKA Aa 是 的 正则 值 
这 个 结果 表明 存 = 0 充分 小 的 邻 域内 的 值 都 是 正则 位, 因此 说 讨论 的 是 小 参 
SB 


2.2 WD FERIBUEEE 


2.2.1 诺 伊 景 级 数 


在 小 参数 14| | ki <1 HRE TS A AREI ET EE -W.E 

将 讨论 线性 算 子 R, AHIRE B LATRA T. AE, RARR E 
-ARA I ERE GRT 36 ROLE: A Fm eR 

n, c) = r(t cA) = 2 ACH CC 0) (2-12) 


的 收 化 性 ， 

引 理 3 lal] kl «eL BI AE k EERE, EZ ES 1€ (2-12) 3E C([ a,b] x 
[a,5)) ES -ARAF retr, A) ATI] c, BEERE k E LE MARAN 
(2-12) 在 E([a,5] x La, 6]) EMSESRECEIESEO T. rCr c AD MAM n 也 是 L FC. 

(2-12) 3&9 9) SR CER OS E fA B (Neumann) 级 数 , 当 上 是 连续 核 时 
D AEU, e) 1 在 a s tor «cb E—SüCAR UERO- 12) 民 正 规 收效 .此 时 e,r, 


A) 对 于 固定 的 {5,ry AEA < 1/7] & l| FARTEN. C EE LS ERRE Cr n.) 
对 于 几乎 所 有 固定 的 ft zy 也 是 4 在 4 «1l kl 中 的 解析 函数 , 因 平均 收 化 的 组 
Yr(2-12) ue ED sx m. 

引 理 4 若是 三 核 ,| 和 上 <1, 那 么 级 数 (2-12) 概 收 做 于 rtr, A). 


同样 地 ,对 于 hE LL a b] x [ 6.6]) 时 有 [ [Gc 0 hG dide ÆFA 的 


解析 性 和 对 于 fE€ Llad) 时 有 | rr WA Dd S| x tf,A)ACr)dr 关于 A 的 


解析 性 ， 
定理 3 dlall El «1.95228 — Ep3B 38 $E 377 P-(2- DTE B. E-RTÉE— 


gi) = Kt) + TERROS (2-13) 
其 中 r(t 2, AXAO-I2)X 
2.2.2 预 解 核 


对 上 照 (2-13)? 式 和 (2-10) 式 ,可知 RB 是 以 六 为 核 的 线性 租 分 算 于 . 核 声称 为 预 
解 核 .显然 ， 
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[mot AKH;, 
Ri = K+ARK, (2M) 
BD, FREE DS A IRL BS FARE FR 
m = klt, T) | kts) rs rAds. 
(2-15) 
r(t,r,.À) = klir) + af rit s, A) ki s, cds, 


以 上 结果 是 在 小 范 数 ‖ 对 外 < 的 情况 下 得 到 的 ,对 般 情况 可 给 出 好 下定 


EX BTE L 核 ,使 得 (2-15) 式 成 立 , 那 么 称 n REEL. 

引 理 $ E n EERE k UHRE, IA n 也 是 连续 的 ， 

定理 4 SHTEENA TERRI r(t,r,14) ,那么 第 二 种 弗 雷 德 志 姆 方程 
{2-1) 在 器 上 有 唯一 解 , 旦 这 个 解 可 由 预 解 核 表 示 成 (2-13) 世 .反之 , 若 (2-1) 式 对 
任何 /存在 只 IEAA ritr, ADC ritr, O) = kit, ED REP IR (2-13) 3, HIE 
A rit, c. AMETIBERE. 

推论 2 对 于 给 定 的 4 值 , 校 上 的 预 解 核 是 唯一 的 ， 

定理 5 若 rli,r,A) 是 KK 对 应 于 4 的 预 解 核 ,那么 r AEK HFA 
的 预 解 核 . 


3 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 


3.1 第 二 种 沃 尔 秦 拉 积分 方程 


吾 上 的 第 二 种 沃 尔 素 拉 积分 方程 
pli) - 让 klt c) g(c)de = fi) (3-1) 
是 中 上 的 第 二 种 弗 雷 德 赴 姆 积分 方程 的 特殊 情况 ,因而 前 而 所 述 的 方法 和 工具 对 
此 完全 有 效 ,而 且 在 这 种 情况 下 ,可 以 对 诺 仇 曼 级 数 进行 更 精细 的 估计 ， 
3.1.1 ARHAR, 
HrikR3E DeC) xe XM, MATERNE LEES P8 REIR RE EE. 事实 
E, 
b 
Iese) = | htss)k(s, eds. (3-2) 
Hi ter TIRES hrs) S0 RE kx, 7) 20, IT tr) =0, 即 /为 活 尔 秦 拉 校 . 
显然 
Htr) = | aC sOk(s c)ds, 4x mb (3-3) 


eS: 


3 话 尔 泰 拉 和 分 方程 * 66] * 
Ha ERRERA GEERSERGTRGE UE. 县 对 于 它们 的 范 数 有 下 面 的 估计 . 
E k JERR. H 
IkCt,r) b M, 


Ep 
FIOR DUET DI rrr CE E P 
特别 
& k dé L TA.LB. 
l kll M, 
4 


r b t 
ALt) -| | kit T) dr, Bir) =| | Ct, e) l"dr.pC) = J'ACods. 


LATIO aT LACOB) (0, naz2. (3-5) 
特别 
l 
eils k || ^. - 
Pa s verb | (3-6) 


3.1.2. iK c d dt ag ie ELE 
38 1 对 于 任何 给 定 》 值 ,第 二 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 (3- DRIED OI 
r(t,c,A) = SA Ge) (3-7) 
ERAR JEE rC, r,a) 仍然 是 沃 尔 泰 拉 核 ,特别 在 上 为 连续 核 时 ,r 也 是 连续 核 
注意 由 (3-4) 式 或 (3-6) 式 知 范 数 级 数 >， EIEEE CELE 


时 称 {3-7) 式 绝对 收 策 . 
定理 1 8 上 的 第 二 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 (3-17 有 唯 W, HATEN 


eO = KO ea re A rd. 


根据 连续 核 的 定义 , 沃 尔 泰 拉 核 * 当 且 仅 当 在 对 角 线 4 to ce b ERGO 
- 0 时 是 连续 核 . 在 实际 中 常见 的 沃 尔 泰 拉 核 在 三 角形 区 成 a。< 5 < : b EIE 
续 , 称 为 连续 的 沃 尔 泰 拉 核 , 它 可 能 在 对 角 线 上 a < t = r < 5 有 第 一 种 不 连续 点 . 
这 时 对 于 连续 的 沃 尔 泰 拉 校 前 面 的 结果 仍然 成 立 ,因为 它们 定义 的 线性 积分 算 子 
仍然 是 C[ a,5] — Cia,6] 的 ,它们 的 合成 核 甚至 是 连续 核 
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3.2 ”第 -- 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方 各 


一般 来 讲 ,求解 第 一 种 沃 尔 秦 拉 积分 方程 
Jim yr)dr = f) (3-8) 


HERRER Ep UK AR bt Jy RAE, 6 FD CR E RIEF ILG-S) SOS SUME 
尔 泰 拉 积 分 方程 求解 ， 


3.2.1 微分 法 


RE ku, Ela, b] x Ca, b] ExESEIJEH TE GE SE P i Se cC e) S E 
[a.b] EXEZEBI SS, EL Aa) =0. 微 分 (3-8) 式 得 到 


ki DPU) + or)p(rjdr = f). (3-9) 


反之 ,积分 (3-9) 式 自然 得 到 (3-8) 式 .因此 (3-83) 式 与 (3-9) 江 等 价 ， 

X kt, t) x0(astsc ,那么 3-9) 式 化 为 

"ER ET) (eye - P (3-10) 

zE -A Cla. b] EHEAR R REBUS hE, CA R. 

定理 2 若 和 tr) 在 [aa,5]x[a,tb] 寺 连续 并 日 存在 连续 的 偏 导数 如 ,全 ,rzr)， 
k(t,0 x 0(asts bof dE[La.bl EET, E f(a) 20, MARGA E H 
连续 解 ， 

3.2.2 积分 法 

在 定理 > 的 条 件 下 , 姓 果 还 存在 连续 的 杭 导 散 LC 0 ,也 可 用 分 部 积分 法 将 


13-8) 式 化 成 一 个 第 二 种 沃 尔 泰 拉 积分 方程 . 
令 


$(0 = | (oadr. 
对 (3-8) 式 分 部 积分 ,得 
A DSU) - 'LGio$COde = fO). 


Pk) 0o g ta 5), BI 


utr) (0 
He) -Í ES Cr)dr = ie, 


这 是 一 个 C[e,8] 上 的 第 二 种 话 尔 泰 拉 积 分 方程 CAME 一 解 . 
如 C4, 让 在 La,5] 上 有 零点 ,反复 运用 微分 法 或 积分 法 ,总 能 把 方程 简化 成 第 
二 种 活 尔 秦 拉 积分 方程 . 


3 沃 尔 秦 拉 积 分 方程 


3.3 MURED Jj E 


阿 贝尔 积分 方程 的 一 般 形 趟 为 
| dr = f). Ó « a « Il. 


— Tr) 
3.3.1 解 的 唯一 性 
HG- IDA SELU T MAER» 从 a 到 :积分 ,得 


[Tics ee [Pe 
变换 上 式 左 边 的 积分 顺序 , 便 得 


| er) EINST dr = IN ? Ae ds, 


作 代 换 s= r+ tt 一 +), 可 算出 上 式 右 端 内 层 积 分 


x 


1 R Lo .a X. 
| (t= s) {s Ded - fa 一 yap ^ sinen’ 


因此 
| et r)d: = sien" Keh ar, 


at 一 r)i? 
SERRAR FOBAE D in FATTE ) , 即 得 
simaz d fx) 
gu) = Sm Ag e -a 
由 此 还 同时 证 明了 解 的 唯一 性 . 
3.3.2 解 的 存在 性 
(3-13) 式 确实 是 (3-10) 式 的 解 . 记 
: ) 
Flt) = | ab ste 
sco - f z men E Gg, 


开 
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(3-10) 


(3-12) 


(3-139 


(3-143 


(3-15) 


要 证 解 的 存在 性 ,只 需 证 明 gs) = fi. o 15) 3X ERR PARLÉ. sine fr) 


m.-eB[ngRBJ R.ESBo- 10x 30-1235 BOE S6 FEBR ,得 
F(t) z foe 
对 比 3-14) 式 和 (3-16}) 式 有 


前 面 已 经 证 明 , 阿 贝尔 积分 方程 的 解 唯 一 , 故 Kr) = gCO- 


(3- 16) 
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4 第 二 种 弗 雷 德 堆 姆 积分 方程 :退化 核 情 形 


4. 相伴 线 代 方程 


如 果 上 是 退化 核 , 形 如 !t- 加 ) 式 ,那么 第 二 种 弗 雷 德 鹤 姆 积分 方程 人 2- 1} 成 为 


9? -À2 Qu = f. 
求解 (4-1) 式 可 化 成 求解 一 个 线 代 方 程 组 . 
4.1,1 相伴 线 代 方程 


(4-1) 


用 E" ERE n 维 列 向 量 组 成 的 复 欧 几 里 德 {Euclid) 空间 .引信 算 子 P: Lla, 


b]— Fr AAF LE — Lla, bl] 如 下 ; 


Tg = (Cp, b. (Cp, Ba), (9). 


Lô, = f+ 1 之 ,bw 


其 中 6, 三 (CB. 
显然 ,车 o 是 (4-1) 式 的 解 ,那么 


p = Le, 
并 且 用 工作 用 (4-1) AH 8, = De 是 下 面 线 代 方 程 组 
(I, 一 AK, ) 6, 三 rf 
BOSE HE p, 9 n KERERE, K, 为 n Br ER: 


K, = [kgj]. kj = aj, b,). 


II GÉ 6, 是 (4-5) 式 的 解 ,那么 

rL, = Cf + AK Ó, = ô.. 
于 是 (4-3) 式 成 为 

Là, = f+ A2 (L&, b) aj, 
Hj o = Lo, 为 (4-1) 式 的 解 ， 


(4-2) 


(4-3) 


(4-4) 


(4-5) 


(4-6) 


线 代 方程 (4-5) 称 为 积分 方程 (4.1) 的 相伴 线 代 方程 .用 号 表示 (4-1) 式 的 解 


d. F d - S)SRS BAHAREAE L3 CA) RI CA-6) 7S P BIS] RE. 


引 理 1 T:E—FADL:F—EH OW T.G HBHATE-OQÜULTF-0. 
推论 1 (4-1) 式 的 齐 次 方程 与 (4-5) 式 的 齐 次 方程 的 解 空间 具有 相同 维 数 . 


把 已 有 的 结果 用 于 (4-1) 式 的 齐 人 次 共 辆 方程 
$ 一 AD ($, a)b; = 0, 


(4-7) 
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它 的 相伴 线 代 方 程 是 
(I, - AK; ) f, - 0. (4-8) 
其 中 
K; -[k;]. kjpz(b.a). B= CB Bacci Bu. 
ER:ik-(5.2)-2(a.b5)-k,, K EK, "TET PUER. (4-8) 3X Æ (4- 5) 
AHEHE. 
3|382 若 点 是 (4-7) 式 的 解 ,上 是 (4-8) 式 的 解 ,那么 119) = 0T, 8) =0. 


4.1.2 b d ed wu EG 


[EX JT ALNIETESH ICI JOE QUE IUE PRRE ES UT 77 PéCA- 0) EK. 

定理 1 HF OB DRY GEGBREBBgBSHBG-, 

I^ 34 A 是 正则 值 时 , 它 有 上 唯一 解 ; 

r 35 1 HREH, SERS £F Ej pK HERB 7; PECADO CETRIRE 9 EZ, BS, 
$)-0Hl, KARLIE 2; 

P (4-DBIITIK JP SSEUCIHES PROLLT ANAE [8] EH ERAR] . 


4.0 WREEKT 


4.2.] 预 解 核 的 表示 
UR CL - S) B RTT HESS, 


d(À) = det( I, - AK, ) #0, (4-9) 

MWER - AK.) AE, E 
(,- AK)" e 305, (4-10) 
其 中 心 -[4,0)0)38m h - AK, 人 此 时 ,人 4- 细 式 的 唯一 解 为 
$, = quA. (4-10) 


(4-1) 式 的 唯一 解 为 
oC) = (L8, y) 


= /(0) + D 224000. ba) 


= KO + rsr A rr, (4-12) 
其 中 rcu) = i524 0)«0 5i 5 (4-13) 


是 一 个 退化 核 .特别 


r( t, 7,07 - Sa b; T). 
isl 
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由 定理 3 知 rir, e, 4) 为 预 解 核 . 同 时 由 于 d(4) 和 dd(4) 部 是 4 的 多 项 式 , 于 是 
ritr AJE A TARAN. 


4.2.2 特征 值 与 正则 值 


定理 2 对 于 第 二 种 弗 雷 德 晨 姆 积分 方程 (4-1)， 

I* A 是 特征 值 当 且 仅 当 它 的 相伴 钱 代 方程 (4-5) 的 系数 行列 式 d(4) =0, 因 而 
它 只 有 有 限 个 特征 值 ; 

T 当 4 是 正则 值 时 ,其 相应 的 预 解 核 为 (4- 13) 式 ,其 唯一 解 为 


eG) e fG) a [r( eoo fcr. (4-14) 


这 个 结果 表明 在 4 = + % 的 分 域内 的 值 都 是 正则 值 , 因 此 说 讨论 的 是 大 参数 
DE. 


5 第 二 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 :一般 情形 


5.1 Xo 
结合 对 有 共 小 参数 和 退化 核 的 第 二 种 弗 雷 德 置 姆 积分 方程 讨论 时 的 两 种 方法 ， 

可 以 讨论 号 上 一 般 核 的 第 二 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 
p) -A [ki DeC Ode = KO. (5-1) 


5.1.1 w 分解 


引 理 1 设 上 是 一 个 核 (或 连续 核 ),w 是 一 个 正 数 ,那么 存在 D, 核 (或 连续 
BO s 和 退化 的 D, 核 (或 连续 核 )jp ,使 


下 = srp, lele æ, p(t,.z? = I bír). (5-2) 


(5-2) 称 为 核 k I P eo RR. ER. EA o SERIES LA Le e, 3EHIGK, 
SPANARE kis, p 的 线性 积分 算 子 .由 于 lasl < 1 于 是 5 相应 于 ， 存在 预 
HE hitr A) iE H RE Rr A) 的 线性 积分 算 子 . 

引 理 2 方程 45-1) 与 

(1— AG) e = (+ AH )Ff (5-3) 


同 解 ,其 中 
Gi = P+ AH, FP (5-4) 


IBIES e(1 0,2) 的 线性 积分 算 子 ,再 
gc.) = (a(t) + ACHa) (D bC). (5-5) 
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引 理 3 方程 
(I- AK*)$-0 (5-6) 
和 方程 
(I- AG*)4$ =0 (5-7) 
的 解 空间 在 映射 1- 4S "下 线性 同 构 . 
引 理 4 (f$) E COL ARA (L2 A879). 


5.1.2. f S ETE VE SE 


H51 R8 2 -= 4 ELI XE 3E 4E BR CS-3) 895552 (4.1.2 PEM DRBIXE E 
《5-1) 的 如 下 结果 : 

定理 1( 弗 需 德 置 姆 定理 ) 对 于 8 上 的 第 二 类 井 备 德 党 姆 积分 方程 (5- 1)， 

I^ 344 是 正则 值 时 ,对 于 任何 上 它 有 唯一 解 ; 

2 当 为 特征 值 时 , 当 且 仪 当 站 与 齐 次 共 四 方程 (5-7?) 的 任何 解 # 正 交 , 即 (， 
$) = 0 时 , 它 有 解 (不 了 唯 --…); 

3 (5- 届 的 齐 次 方程 与 齐 次 共 配 方程 45-7) 的 解 空间 的 排 数 相 同 ， 

定理 1 中 0580 20 fA BER (SR SEHE IB 


5.2 预 解 核 的 半 纯 性 质 


5.2.1 预 解 核 的 局 部 表示 


设 方 各 (5-3) 的 相伴 线 代 方程 的 系数 矩阵 为 了- AG, ,其 中 G, = C 01. R4. 
由 (5-5) 式 ,有 

gy (A) = Ca, + AHi 5), (5-8) 
从 而 d(A) = de(  - au)rz0 时 ,方程 (5-3) 有 唯一 解 : 


BD = f() APOD + ge Pd QUE + AB B Ca (0 + A CO) 


= f) AGO + 352240 Xf, b, + AGLO balt)  ACIa Q0), 


KP D, = [4,00 388 h - AG, CURT SCBU E. XC] REI RETE ER CS- 10) 
的 唯一 解 ,从 而 由 2.2.2 FER 4 知 , 此 时 方程 (5-1) 的 预 解 核 为 


r(t,r,À) = h(t,r, A) + 345224 0LaCO + A Hia) (] 
[S r) e ACCH)* &0Ce)]. (5-9) 
5.2.2. TRE JA 68 XE bb ER 


tru - DR) HE r(1 c AD ,根据 预 解 核 的 唯 -性 , 知 它 的 局 部 表达 式 
A G-9)Xx. 又 由 3.2 PARA (Haa COO ROCCHS 2 b CBE h(i,r,4) 都 是 141 


* 668 ` *12R« 积分 方程 
<ie Ha WRR, A tr OEI < to 中 革 包 有 有 限 个 极点 ,从 而 
r(t, c, ADEA EAA. 
定理 2 对 于 OB DO BODEN RO-D, 
I? fETEREB PECIA, 38 EUR FRATREGET ; 
2 当 AEREN ,其 预 解 核 存 在 . 


5.3. 股 奇 性 核 的 积分 方程 


5.3.1 FHA RDSE 


讨论 具 弱 奇 性 核 的 积分 方程 
et) -à f kte pt Dae = fit), (5-10) 
其 中 核 上 是 弱 奇 性 核 ,其 形 为 
bls, r) = Ben Ocal. (5-11) 


Iz-i07 
若 {5-11) 式 中 上 为 [a,b]x[a,b5] 上 的 连续 函数 ,fE Cla, b] Æ Cla, b] E 
解 ?, 称 (5S-11) 式 是 Cla. 5] EBSRIS SETEREERSEET S DE. A h Ela, b]xla, b] E 
有 界 可 测 ,AE Lla b] Æ Lla bl ERE p, 那 么 称 (5-10) 式 是 Lla, b] ER 
弱 奇 性 核 的 积分 方程 . 仿 前 ,我 们 说 (5-101 式 是 忠 上 的 具 弱 奇 性 核 的 积分 方程 是 
指 这 两 种 情况 之 一 . 


5.3.2 化 为 第 二 种 弗 雷 德 征 姆 积分 方程 


号 上 的 具 弱 奇 性 核 的 积分 方程 (5-10) 可 以 化 为 一 个 等 价 的 B. E BUS — Eh ob 
雷 德 置 姆 积分 方程 .这 可 由 下 到 几 个 引 理 来 完成 . 
引 理 5 若 上 在 [a,$]x[a,b] 上 连续 ,那么 积分 算 陡 


KD) = keed (5-12) 


是 C[a,5]8] CL a, 5 )H B FERTEREC E A Ela, b] x [a,b ARTTA, E I CS- 
12) 式 是 DL a. 518] [i[ a,4] 的 有 界线 性 算 子 .5.12) 式 称 为 带 弱 奇 性 核 的 线性 
BERT. 
KERE, H & Æla, b] x [ae,b] 上 连续 ,了 在 [a,5] 上 连续 时 ,有 下 面 估计 式 
WLKA Escl elh, g +E], c ERR. (5-13) 
8] 6. BIke Cle- rit, c) Clo clo P EP 0,0 E 


常数 , 0 < a,8 < 1. 则 对 合成 核 m(t,r) = k(t,s)4(s,r)ds, 下 面 估 计 式 成 立 


C, & -HÜ«l, 
msn le [Geri e. +=1, 
Gli-cI* 7, a 十 月 > 1 
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其 中 忆 是 常数 .因而 合成 核 仍 是 弱 奇 性 的 ， 
引 理 了 设 m>1c1-e), 若 关连 续 , 那 么 释 核 名 也 是 连续 的 # 若 请 有 界 林 测 ， 
HB BRE 如 也 是 有 界 可 测 欧 . 
it n > Ll- e) e = ec W FAE 如 ,显然 有 
(I- AKIE- e AK) ei- er TAK -AK)Y = E- AK". (5-14) 
显然 ,由 引 理 5 ~ 70, E: o REB ERSSSEHERLIEJBU Js PECS- 10) AA, AEA č li it 
B 上 第 二 种 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 


(I -= à^K)g = FJa- ey (5-15) 
IE 
的 解 ， 
由 此 及 定理 2 立即 有 下 面 结 果 . 
定理 3 对 于 带 如 奇 性 核 点 的 线 人 性 积分 算 子 上 ,在 有 卉 区 域 中 至 包 有 有 限 个 特 
征 值 . 


若 在 (5-14) 式 中 诸 烤 A, eA, eT 14 均 不 是 的 特征 值 , 称 K" ouk EAT hi 
标准 的 ,标准 的 kK" - - 定 存 在 .事实 上 ERA p(j 21.2, HDRIT O-ha 
数 . 反 设 Kr(=1.2,…) 都 不 是 标准 的 ,那么 存在 mile m; < pj) lE exp(2xim;/ p) 
(j2 02 是 K 的 特征 值 , 因 户 为 素数 ,这 些 数 彼此 不 机 党 ,于 是 在 圆周 151 = 
LE K* 有 无 穷 个 特征 值 .由 定理 3 知 , 这 是 不 可 能 的 . 

引 理 8 FEH r 是 标准 的 ,那么 B 上 的 具 弱 奇 性 以 上 的 积分 方程 (5- 10) 1 
号 上 的 第 二 种 弗 雷 德 电 姆 方程 (5-16) 同 解 . 

大 如 是 标准 的 , 则 (如 ) ”也 是 标准 的 ， 

推论 1 5-10) 式 的 齐 次 共 生 方程 

(I- AK" )$-0 (5-1 
与 1 一 ATK” )')$ z0 (5-17) 


AR. MAME 15.0 是 (5-17) "EVE GE PARIT - AAK) iP 也 是 (5-16) Ri 
j=1 


(5-17) HERR. 

定理 4 对 于 8 上 具 弱 育 性 核 的 积分 方程 (5-10)， 

I? 24 A 是 正则 值 时 ,对 于 任何 了 它 有 唯一 解 ; 

P 94 A ARIAT, SERY SSRDS- IDEER $ ELI 
Cf. $) = 时 , 它 有 解 1 不 唯一 ); 

六 (5-10) 的 齐 次 方程 与 齐 次 共 应 方程 (5-17) 的 解 空 间 汐 维 数 相同 ， 


5.4 若干 推广 


已 经 获得 的 上 述 结果 ,可 多 方面 加 以 推广 , 现 给 出 应 上 用 议 多 的 两 种 情 沈 以 太 椎 
广 中 的 要 点 . 
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5.4.1 A dh Hp AS 
PARERE ELSE X8 1 和 定理 2 中 P2) 可 以 推广 到 含 复 变 元 和 语 曲 线 的 
积分 方程 B € 
e) -a | Rer9e(r)dz = f), (5-18) 


Ep n 3 AX EROS HA HARE, ka, DE DX D ER RAAE 
[R(s- 12) 3 P & Err EER) f TED EEZ, Rr EZA AE g. 推广 要 
点 是 将 的 自然 参数 方程 c= z C0)(0<s < 上 代入 ,化 为 c[o,L] EBUSS PIE 
德 瞧 姆 积分 方程 或 弱 奇 福 核 的 方程 . 


5.4.2 高 维 积 分 方程 
弗 雷 德 堆 媚 定 理 也 可 推广 到 高 维 积分 方程 
pM) - A | KOM, Nyo Ndow = fM), (5-19) 


其 中 MN Ds n 维 空间 中 的 点 ,为 n 维 空间 中 某 个 区 域 或 曲面 ,dow 相应 于 变 点 
N 处 的 "体积" 元素. 推广 的 整个 思想 与 一 维 完全 类 似 , 仅 计算 复杂 些 . 


6 积分 方程 的 数值 解法 


6.1 机 械 求 积 公式 


6.1.1 机 械 求 积 公式 的 定义 


在 实际 应 用 中 往往 需要 提出 方便 简洁 的 方法 来 求 出 积分 方程 的 近似 解 , 这 就 
是 积分 方程 数值 解法 的 扩容 .通常 的 想法 是 利用 一 个 有 限 秩 算 子 逼 近 积 分 算 子 , 然 
后 把 带 有 眼 秩 算 子 的 方程 化 成 线 代 方程 组 .实现 这 种 想法 的 前 担 是 考虑 积分 


T= [foc (6-0 
的 近似 计算 问题 .一般 地 ,需要 考虑 
b 
T= [ecce (6-2) 


的 近似 计算 问题 .其 中 oC 是 一 个 固定 的 非 负 可 积 函 数 , H| wr)dr > 0, 称 为 权 
函数 

Bg n ARHI gle «T, «0 xcU« ny x b) H n TUE HC 21,2, 
n) JH f E c, 的 值 定义 线性 泛 函 


6 积分 方程 的 数值 解法 - 671 : 


Q, f= DH Ko). (6-3) 
jz1 
H Q, EW T, BI 
[moede » 2:5 fis). (6-4) 


此 时 ,计算 当然 方便 , 仅 需 要 n 次 乘法 和 加 法 . 因此 (46-4) 式 称 为 一 个 机 械 求 积 全 
x. ry 称 为 求 积 公式 的 节点 , H, 称 为 求 积 公式 的 系数 .(6-4) 式 的 右边 和 式 称 为 求 
TUE. a.b 者 不 是 节点 时 称 (6-4) 式 是 一 个 开 型 求 积 公式 ， GMA RRRA. 


R, f- Tf - Q, f (6-5) 
称 为 求 积 公式 的 余 项 . 

有 各 种 原则 纺 出 节点 和 系数 .例如 ,对 于 (6-D 式 , 取 字 距 节 点 z= at+j($- 
a)/n JUSSI H =b- a)/n,(6-3) XXE E RUE BUS Co- L) B3 SE (Rieman) fI. 
这 种 情况 对 计算 最 为 方便 ,但 估计 部 的 信息 太 少 .另外 “个 常用 构造 机 械 求 积 
的 原则 是 以 多 项 式 为 标准 


6.1.2 代数 精确 度 


用 IL, 表示 全 体 次 数 不 超 过 m WEMA EREC 说 < 和 时 约定 IL, = (01). 
EX1 若 对 于 任何 PE IL, RAS 0B f£dE g CIL, E Rgt, ERGR RU 
式 (6-4) 具 有 m 阶 代数 精确 度 , 记 作 pr( Q.D = m. 


记 A = [lt - 9p. (6-6) 


称 为 节点 多 项 式 . 

显然 R,(O) = 0M R, CAD > 0, 因 此 -1 uz pr(Q,) < 2n. 也 就 是 说 任何 机 械 
求 积 公式 有 确定 的 代数 精确 座 且 最 密 只 能 有 2m — 工 阶 代数 精确 度 . 这 种 带 最 高 代 
数 精确 讼 的 求 积 公式 确实 存在 , 它 就 是 熟知 的 离 斯 {Gauss) 求 积 公式 ,其 节点 和 系 
3r ph PRÉC 如 唯一 决定 . 

REX2 d pQ 2 -1, 称 求 积 公 式 [6-4) ^5 vtm. 

对 于 内 插 型 的 求 积 公式 ,其 系数 FH 由 节点 完全 决定 .它们 是 关于 节点 嘱 项 式 
A, Ebr kit BH A (Lagrange) SUN 即 
b T 
= Ej), ae jedem. (6-7) 

JEX3 若 prQo) = a-i r RGO 式 为 一 个 上 拟 的 高 斯 求 积 公式 . 

Eyd 对 于 节点 密 项 式 A, ,车 对 于 和 任何 EH 有 TA 了) = 0, 但 存在 # € 
[i TA, eg) < 0, WF A, RA r REZE, ie fEOde( ^.) = r. 

定理 1 车 (6-4) 式 是 内 插 型 的 求 积 公式 ,那么 priQ,) = n -1+r 等 价 于 
Ode( ^.) =F. 


H; 
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6.2 积分 方程 的 数值 解法 


6.2.1 数值 解法 
考虑 Cla. bl ERPI REER A E 
eG) - A wok OC = IO (6-8) 
的 数值 解法 . 
用 一 个 机 械 求 积 公 式 代替 (6-8) 式 中 的 积分 ,得 到 方 各 
"DE 2 kc eC) = OD. (6-9) 


Jj (6-9) 称 为 (6- 3) 式 的 逼近 方程 ， 其 解 p, FURER. Tle b] ERa TA < 
tQ < < h ERRET racla, b] — E WF: 


ng-eueinteso GO. (6-10) 
FH s, TERT (6-9) 式 两 端 ,得 到 线 代 方程 
(R - AK,)6, = v, f. (6-11) 


其 中 
K, = [ĦH; kj. ky = kitz). 
方程 (6-11) 称 为 方程 (6-9) 的 数值 方程 ,其 解 称 为 数值 解 . 
HERAT LE" C[a, b] 如 下 : 


DORT OETH A OLN (6-12) 


完全 同 4.1.1 节 引 理 1 一 样 ,有 下 面 结 果 : 

定理 2 用品 表示 方程 (6-9) 的 解 集 , F, 表示 方程 (6- 11) 的 解 集 ,那么 r: E 
一 F,L,:F,— E, E AERE EE EE E, = OO MULT PF, =Ø. 

LU EU SCHBAREE TERBIC E08 SEUTSEDI T IURE Eb o AE VIAE E TE TET: 
{也 就 是 数值 解 的 存在 性 ) ,通常 叫做 方法 的 可 行 性 问题 . 其 次 是 通 近 解 p, 在 一 定 
意义 下 逼近 9 ,通常 叫 租 方法 的 收 化 性 和 柯 题 ,前 者 一 般 依 赖 后 者 的 结果 . 而 研究 收 
但 性 问题 是 一 个 相当 困难 的 事 . 

6.2.2 例子 


考虑 积分 方程 
pU) -a | kG, Oed: = f). (6-13) 
FENCE du 3k yr Jp RR CO- 13) PARI BLUE 77 PR 
e. (D - xc E =A), (6-14) 


6 积分 方程 的 数值 解法 。673 ， 


Hs = (15 - an. T= a+ 户 .. 取 离散 点 t = ”那么 数值 方程 为 


(I, — Ac,K,)8, = f., (6-15) 
HP f-GD.KGODso GOD) K T De] km KG, HUE 
| !- Ski 一 FAK UT 一 ,Ak 
dy- lT onn l- as Ut - eas PET 
一 FAKI -= Taka tt 1 = TAk 


8.2.25 PR CO- 158 PEE 


ó, -i0j5 pr (6-16) 


其 中 D, = [d,C22] 9 E, - Ao, K, POSER. TERRE I Il EAR 
Ga) = CL8,)€0) = OD 365244 (QUU EG, go. (6-17) 


SOBRE o, 收 全 于 方程 (6- 13) 的 解 是 件 困难 的 事 . 我 们 仅 来 观察 一 下 这 
个 过 程 .注意 


d,(A) = i- 930 + hal: 


k; ý 


kj ky) 
kj ka | 
"e t- DM asdetK,.. (6-18) 


-JA 2s 


J«Fig E] 


k c " 
逐次 考察 (6- 18) 式 的 右边 中 的 一 切 项 :和 数 o。 D ky DERS Ca, udu WRS 


和 ,和 数 


ay 


也 是 关于 积分 
n k(uj ul) kuj, uo) 
ala | klusu) Kus. u5) 
的 歼 曼 和 , 余 依 此 类 推 .于 是 ,对 (6-17) ARRE, ELSE SEPT A NS 


di, dns 


dA) = 14 È Wid, (6-19) 
其 中 
ki uj, t) ki usu) t k( TM 
-]Vfépf& [5| k(Qu,uj) k(u,,u) * Alg, ui) 
kCuj wu) kCuj, ua) e ku uj) 


(6-20) 
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假设 (6-18) RP 914, 0) RC ARMER DU, c PE = = 处 的 值 ,也 


就 是 说 (6- 17) 式 右边 的 和 式 是 | D(4,r ,4)&(4，z)J(r)dz RRN. WE ERK 
4) 的 过 程 ,形式 上 又 导致 下 面 关于 2 HRAM 


Dit, A) = kitr) + Sa r), (6-21) 
j=l 
其 中 
EE) RR) cs Ku) 
auo) = CRETA kluse) Fn) -— Fen) durdur du. 
kQu,c) kkm) ceo kiy.) 
(6-22) 
7 SPHÍSEIIIR 
7. 弗 雷 德 霍 姆 行列 式 及 其 子 式 
7.1.1 记号 


从 6.2.2 节 中 得 到 启示 ,rit,r A) 2 DU, c, AJ/d(C AD MEER Cla, b] E38 
二 种 弗 曙 德 沁 姆 积分 方程 


pir) 一 a| kr, Oed = fla) (7-1) 


的 预 解 核 ,其 中 a0 Dite ,4) 分 别 由 (6-19) 式 和 (6-21) 式 给 出 , 且 d(CAD «0. 
卓 雷 德 霍 姆 在 研究 方程 (7-1) 时 正 是 采用 这 种 工具 的 ,为 方 合计 , 引 人 记 和 号 


站 xy kC n 52) tr kx, , Ya) 
| X1: X235 Ua, 网 H k( x4, 91) ESTEI. M k x2, Ya) 
ye Yn s Yal : : : 
k anr Kx, yo). c0 Khaniy) 
于 是 
dA) = Dd, A^, (7-2) 
a= 


D(t,2,3) 2 > (rn， (7-3) 
naŭ 


7 弗 雷 德 霍 姆 工具 * 675 - 


其 中 
一 arbre b LIENS PEE 
dy 2l, d= eu | -f «| ME ^ udis du, n z= l, (7-4) 


1 "T 
n. ERA + lia 


= nibh b P "tener 
do ,v) = kir), 由 人 - ( D l k UT Un du,du dg Bom]. 
n! Tui. 2 it = 
. co a sHs (HR 


(7-5) 

显然 dlt, Ela, b] xia, b] 上 连续 . 

7.1.2 弗 雷 德 堆 姆 行列 式 及 其 子 式 

定理 1 设 #(1,r) 是 连续 核 , 那 去 ， 

l^ 级 数 {7-2) 对 一 切 复 数 4 kA A 4(%} 是 整 函数 ,并 且 在 4 的 任何 有 界 区 
域内 它 至 条 有 有 人 限 个 零点 . 

2e XI TE fT MERERI 3)HEIA ER Miami rub Eug. Mm. xp T ibxE 
J tr, Dit, Tt, ARA DEAA, Dtr AVEW A iuc HOAR, EER. 

RR (A) ERDAHEE kU, WEARTEN BEHBRE 
iS TEMP XC. 


7.2 预 解 核 和 特征 什 


7.2.] 预 解 核 


定理 2 若 dlo SEA rlr A= Diter AM dia EER k SIE T A 
的 预 解 核 , 即 Cla 5] LARARE AEO- OHER 六 有 唯一 解 


e) = fia Jeg. DG rr. 


这 只 需 验证 r(1,r,4) 满 足 预 解 核 方程 即 可 , 它 由 下 洛 引 理 完成 ; 
引 理 1 说 点 是 连续 核 ,那么 


duc) = duc) e [Lis EG rdsn 1 (7-6) 
dalt) = dC) e ks) Css ds 1. (1-7) 
因此 
DG 7,2) = 有 Le + AJ DU s KG rds, (7-8) 
DG c3) = dR + aJ iss) DG e Dd. (7-9) 
7.2.0 特征 值 


由 定理 1 知 连续 核 在 任何 有 界 多 域 至 多 只 有 有 限 个 特征 值 ,并 且 若 4 是 特征 
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值 ,那么 da) =0. 本 节 证 明 其 道 亦 真 . 
引 理 2 设 上 是 连续 核 ,那么 


b 
d, = 一 i| d, a(s,s)ds, n» |, (7-10) 


d' (1) -- [46.5.2088 (7-11) 
(7-10) 式 可 直接 从 d, 和 二 -tr 的 定 交 得 出 .由 些 以 用 定理 E 醒 知 (7-11) 


X. 
引 理 3 E D( t0, AME A= Ag 处 的 展开 式 为 
Dlt tA) = Dau r) (A - AQ. m zm 0. (7-12) 


BEA e(t rT) 是 [a,b] xfa， 5 上 的 连续 函数 , 县 对 于 任何 正 数 型,(7-121 式 在 
lA-Aglsz M,asmt,csb EIE SE. 
定理 3 SHAY 40 =0 时 ,4 是 方程 (7- DBSTRE (fI. 


8 埃 尔 米 特 核 理论 


8.1 特征 值 存在 定理 


X ED 上 是 埃 尔 灯 特 核 
k(t, v) k'(t,r) = ktr,t), (8-1) 
HÉZ Bd koEXDHBASETKIEBIESM. Tax mE P ENSE BE 
姆 积分 方程 


pit} - A| sr)p(zrjdr = fü) (8-2) 
具有 较 一 般 情 杭 更 多 的 特性 . 
8.1.1. 大 在 定理 


首先 ,(8-1) 的 特征 什 必 是 实 的 .事实 上 E p - MoK9 ,那么 ， 
(9,9) = (AgKp, 9) = A( Kg. p), 
(p.e) =(P AgKo) = A Kye, 9). 
从 而 io = 0 为 实数 . 
其 次 ,对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 彼此 是 正 交 的 .事实 上 , 若 plipp 
- Agp lA A AA 
(pi p2) = (AKp pi) = A Kpr e . 
(gi. q33 = (pi AK) = Aal Kp pr), 
Maite, e) = 0. 


8 埃 尔 采 特 核 理 论 671 ， 


对 于 . - 般 第 二 种 弗 雷 德 稚 姆 积分 方程 并 不 : 定 存在 特征 值 ,例如 , 试 尔 泰 接 积 
分 方程 ,对 于 带 埃 尔 米 特 核 的 积分 方程 却 一 定 存 在 特定 估 . 可 指出 一 个 明 蜡 事实 ， 
E k Eg ,把 它 看 成 一 个 连续 的 LS, BEL 88 d O20) X ATE ILL; 特征 函数 e 
一 定 仍然 是 HESS. Em FX Llad] KAY A Pe(8-2)8 RHEN 
在 性 . 

引 理 1 i H ER RIE], K: AA RAIE KI x0. A - 
定 存 在 e€ H, ll ell -1.4 | Kell = i K| e fh KI RATE. RAe EK 
对 应 于 特征 值 | K J| 289 ERE E RE. 

推论 1 在 引 理 1 的 条 件 下 ,K 有 特征 值 . 

在 1.3 切中 已 有 结论 , 带 埃 尔 米 特 核 的 线性 积分 算是 bia, bixle bl ER 
&R HIER. 

定理 1 若 上 是 埃 尔 米 特 核 ,那么 对 于 中 上 的 第 -本 籼 雷 德 电 姆 积分 方程 (8- 
2), 

1* 至 少 存 在 - -个 特征 值 ， 

2 每 一 个 特征 值 都 是 实 的 ， 

3 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 彼此 正光 ， 

8.1.2 HIER 

由 第 二 种 厘 震 德 志 每 积分 方程 的 一 般 理论 可 知 , 方 种 (-2) 的 特征 值 个 数 为 串 
数 的 ,并 且 对 应 于 和 任何-- 个 特征 值 的 特征 子 空间 是 有 限 维 的 , 按 特 征 值 的 绝对 值 太 
小 排列 为 

làilszla;le s mlA Ens (8-3) 

且 性 何 特征 值 出 现在 (8-3) 式 中 的 次 数 等 于 它 的 秩 . n IEEE A A Cg GERE, M 
limihl = e. H N RR Besse) TERA 


S FE g klè. (8-4) 
ja Aj 

PAE He GE BEC HER ZR 
quique (8-5) 


并 且 由 正 交 化 方法 ,可 试 为 它们 是 标准 正 交 的 .48-5) 称 为 模 上 或 积分 方程 (8-2) 的 
FEAR) 系 .有 时 写 为 fq ,4,|. 对 于 特征 系 , 由 (8-4) 208 


e] 
~ g likl. (8-6) 
2x 


8.2 ”展开 定理 和 解 的 表示 


8.2.1 AFE 
定理 2 设 1g, ,a,| 为 点 的 特征 系 , 则 
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k(t,r) = ESOS (8-7) 


ix B SS BOE PESCE. kar). 
推论 2 ”在 定理 2 的 条 件 下 


2)u yg cbe (8-8) 


定理 3{ 希 尔 怕 特 - 施 密 特 (Hilbert Schmidt) ERE) — £i, AL] 是 核 上 的 特征 
系 , op E hlad], f = Ko. Jl 


f= > (ke， Palpa = > pp, (8-9) 
HUPSUÉ OE JS SE XC cs x k 是 连续 核 ， 那么 (8- » PUTAT 
8.2.2. 解 的 表示 


定理 4 设 上 是 一 非 零 的 埃 尔 米 特 核 , 1 oaAni 是 下 的 特征 系 , 是 方程 (8-2) 
的 正则 值 ,那么 对 于 任何 f, 8 上 方程 (8-2) m 


p=f+ 1 A. t os. (8-10) 
定理 5 设 上 是 非 零 埃 尔 米 特 核 . » Anl Æ k ERA AR LA 是 其 特征 值 , 1n 
monl 是 4 对 应 的 特征 子 空 间 的 标准 正 交 基 .方程 (8-2) 有 和 解 的 充 要 条 件 是 
(fou) 20, je L2,r. (8-11) 
24 (8-11) 式 成 立时 ,有 
p=f+25 uam E 2s. (8-12) 


中 “ 是 任意 常数 . 
以 上 两 定理 是 弗 雷 德 置 姆 择 一 定理 在 对 称 核 积分 方程 时 的 特殊 形式 ， 


9 非 线性 积分 方程 


9.1 dEETESDEHEREBUOIOG E 
非 线性 积分 方程 不 像 线性 积分 方程 那样 简单 . 但 对 于 小 参数 情形 ,所 用 的 原理 
仍然 有 效 . 例如 考虑 非 线性 弗 需 德 震 姆 积分 方程 
eG) -A ker oec = f0). (9-1) 


虽然 对 o 而 言 不 是 线性 的 ,但 在 小 参数 情形 时 用 逐次 遏 近 法 代替 选 代 法 仍然 有 
效 . 其 原理 由 算 子 展 式 (2- 多 而 代 之 更 基本 的 压缩 映 得 原理 ( 不 动 点 原理 ). 


9 非 线 性 积分 方程 


0.1.1 AREPA 


设 (X,d) 是 度 革 空间 ,映射 T: X X 称 为 压缩 映射 .中 指 存在 数 。< 1 使 对 X 

HERA x,y, A 
d(Tx, Ty) s edi x,y). (9-2) 

定理 1 巴 拿 未 定理 ) 没 度 量 空间 (1Y ,4 是 完备 的 ,区 设 T 是 压缩 映射 ,那么 
T 有 了 唯一 的 不 动 点 , 即 Tx = x 有 唯一 解 .而 且 这 个 解 可 以 汕 任 一 初始 S € X 逐次 
3 Uri BU x = Jim T^g. 

推论 1 RO. EZEBE H. mE TH ET N31 ERRA, 
那么 Tx = x 有 唯一 解 ,此 和 解 仍 由 任 一 初始 xo ERORIA, BA x = lim Tz. 


9.1.2 非 线性 弗 埋 德 堆 姆 积分 方程 
考虑 非 线 性 弗 雷 德 和 看 姆 积分 方程 (9-1). 候 定 


fecere | «aco. (9-3) 
w EL} FILA z ,zz ,有 
th rz) {ty voz) la a(t,rT) bz, -zls (9-4) 
b b 
MI a(i1,c)dtdz = A^ c+, (9-5) 
| $c "2: 2 (9-6) 


B f€ hla, bl, E La[a.6] 上 求 方程 9-1) 的 解 p. 
de 
Te2f*AKgp. (9-7) 
其 中 


(Kg) = | klet pr))dr . (9-8) 


由 前 面条 件 (9-3) ~ 00-6) TAKE Lla, bl hla b | 的 算 子 , 且 对 于 任何 g. 
PE] 


l 
| Kg, - Ks I [ alie) I ec) - ei 1 de g pos i le - ell. 
Ari 
I Kp- Kp l «4l o7 ll. (9-9) 
Ar 
l Te - Tg; ll «lalalei-el. (9-10) 
HII «17A BT,T REFESRSE T. 
定理 2 Hbf ok dWUEXE(EO-3) ~ (9-60), E [a.b]. 1A « 1/A. 85 AARO- 
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DAHR Lla, b] ERE 
P = Pot TX, - paai). (9-10) 
s TT 
PDS pD EAD A T kleepida. (9-12) 


9.2 非 线性 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 和 哈 墨 斯 坦 方程 


9.2.1 ERRA REEI TJA 


从 某 种 意义 上 讲 FRERE 7E PEIE YE UL SCALE OUR er RR 
论 之 前 就 有 了 .例如 ,用 古典 的 逐次 逼近 法 求 最 简单 的 常 微 分 方程 初 值 问题 
y(x)-2F(x,y). Ylxo0)= yo 
时 ,就 是 把 上 述 方程 化 成 非 线性 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 


y(x) m yo+ [. Fla, y(0)8t. 
逐次 逼近 法 也 可 以 用 于 更 一 般 的 非 线 性 活 尔 泰 拉 积 分 方程 
eG) - A arse o(eDde = KO. (9-13) 
在 方程 (9-13) H, BESE Eu La]. 


| ketar] < 30), (9-14) 
而 且 对 于 任何 z2 
l kCt; cz - KC co 2) l gato la - nl. (9-15) 
其 中 
TRES 
NI a (i, r)dtde = A^ « c, (9-16) 
| (mdr <+ (9-17) 
fpXUEAÉFT , 令 hla, b) > hla, bAT T, KAT: 
To = f/* AKg, (9-18) 
(Ke) C) = [Ge pt Xie. (9-19) 
E 
eo» lode, p) = | Aoa, 
那么 


LGTo)€) - (Tepa 1 «1a A | ei - ll?, 
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| (T ep) - (T^ (i) P 1A reo | (Ter) - (Tg) ir} ldr 


gla FAD e - yl:. 
WR 3.1 节 的 证 明 过 程 ， KERAMER 


ICT^o 366 )- (eX Pec MU "(0l e - sl. 


于 二 
2 
| gi- p ll7, 


l| To, — T"; || ^x e (5) «42 
Bp 
Te - T'es | x -| . (9-20) 
| T^g, - T^c. | A Pı- 


于 是 存在 Nel T 为 压缩 算 子 . 
定理 3 设 放大 满足 条 件 (9-14) ~ (9-1). f€ Lle. bl ARTEN a, 278 
(9-13) 在 Lla. b EfrrkERE—RE 


p = y+ 24. 一 的 1) ， 


其 中 
TORTORICI GETIN ERT nal 
9.2.2 ENEJ {E 
考虑 险 墨 斯坦 方程 
p= [à Date glar. (9-20 
假定 上 为 LEV 
A^) = | | kCr 0 Idr, Bir) = | | kit, T} Ide. (9-22) 
BIS g(r DXi u WEP A (Lipschitz) 2 fF 
lg(r.ui) - g(r,uj Ix CCr)bÓui- uil, (9-23) 
H. 
[ | g( 7,0) ldr = N? <+. (9-24) 


定理 4 TER (E (9-23) ~ (924) F. E | Br)Cr)dr < 1 或 首 
OOT < 1, 那 么 方程 (9-21) 有 唯一 Lla, b] | 的 解 


P= fot »" - $44). (9-25) 
其 中 
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qut) 20, eC s | kr gr,p, ode. n zl. 


1:135 | Ej $C Schauder) 4: 8I AX XE, TEE PERO TE FJ CIA BIBAT) 7E PR. 

定理 生肖 德 不 动 点 定理 ) Ho 是 巴 拿 赫 空间 中 的 闭 凸 集 ,T 是 :一 * 的 连续 
映射 ,而且 Ts) 致密 , 则 至 少 存 在 一 点 x€ s, ll Tx = x. 

定理 6 设 上 为 连续 核 (或 LEO. 1elp€ Lla di lel MIS pcs 


时 j ， [ lgliz oiri) dz « C^, 而 且 算 子 G;: g(r) I gc ,gplr)) 在 :上 连续 ,那么 
44 || k f| s M/CHEZEERO- DE s PESAH. 


10 奇异 积分 方程 的 基本 概念 


10.1 柯 西 主 值 积 分 
Ape por 
eC eG) « E | Ey de - KD. t€ L, (10-1) 


其 中 上 = Xu j& —t8 H AR AHAEBU YGHEBEPH BEER o REL CHEARN, K EL x 


L 上 前 已 知 函 数 ， 而 oL EAS. 
在 方程 (10-1) 中 出 现 的 积分 通常 意义 下 一 般 是 没有 意义 的 ,因此 必须 首先 给 
这 类 积分 以 - :个 确定 的 合 义 ， 


10.1.1 HEARDE 


证 世 是 一 有 向 光滑 曲线 (封闭 或 开口 ),p JE L EBU SCR DAR epu ,充分 

小 正 数 为 半径 作 圆 0L e) ,使 它 与 上 交点 恰 为 两 点 , 按 了 的 正 向 ,一 个 是 所 在 : 

的 前 边 , 另 - -个 是 n 在 1 的 后 边 ,以 ier a CRLES 10- D .在 函数 o 是 通常 的 绝对 
可 积 的 情况 下 , 考 嵌 极限 


F(t) = lim zif, gia, (10-2) 
定义 1 如 果 极 限 (10-2) 存 在 ,将 此 极限 仍 记 为 
xi, glr) jr = lim ij, gae, (10-3) 
milrrt-t c 2E —t 


WEB. CIO- 3) SCPEON. pL 上 的 柯 西 主 值 积分 ， e 称 为 它 的 
核 密 度 ,1A(r - t) 称 为 柯 西 核 ,这 个 极限 值 就 称 为 积分 主 值 . 


例如 , 设 pl) 21,24 L= 大 是 一 开口 光滑 弧 眉 时 ,5E 工 
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但 tx a,8( 见 图 10-2), 作 小 图 如 前 ,那么 


L dr _ L decal 


2Ti 5 | 总 一 二 | 


er l 1 有 有 一 上 | B 


ton tX Ta tl ^x 


其 中 0 ral S8 NOR TI He fü LOS BRUN 
线 ( 取 反 时 针 为 正 向 ) 时 ,显然 
1 dr l 
md, T-T 21 (10-5) 


10.1.2. 赫 尔 德 条 件 


对 于 一 般 的 核 密 度 .为 了 保证 柯 西 主 值 积分 存在 ,必须 要求 核 效 度 满足 某 种 条 
i. ARPE UE ad E ob EIS au 

X2 dGgGEXOTOLMEBUEE 所 开口 或 封闭 ;上 ,如 对 /上 任意 两 点 后 和 o4 

Ie(n) -oltp leali- lt, Ocul, 

其 中 4,a 都 是 确定 的 常数 , 则 称 v 在 上 满足 a 阶 的 赫 尔 德 条 件 , 记 作 oC 
H^(L) ,或 简 记 为 pE H". 称 a 为 赫 尔 德 指数 ,如 不 强调 指数 ,也 醋 记 为 pc H, 
BB H= ULH". 

定理 1 设 工 是 一 开 如 或 封闭 的 有 向 光 消 曲线 , 若 cE HL), WEARS 
上 为 开口 曲线 时 + 不 为 上 的 端点 )】 

d. gir) a. d. gir) - eG). + | dr IEL (10-6) 


Paidir- Paie r-i 2231 r-t’ 

存在 ,其 中 第 一 个 积分 已 是 通常 广 六 积分 ,第 二 个 积分 如 40-4) 或 (10-5) 式 ， 

对 于 上 类 函数 , 蕊 下 一 些 性 质 成 立 . 

?如果 gE 上 8, 则 o HER. 

2 如 果 pE R ME pE H Oc peog), I H*c H'(gsa). 

3» uo.$c H*,.W ptp p AA) AERE H". 

4 H 3E pes LE Gr ESO C H. 

P WR odELABIRTNXEE EC H, ME pE HL). 

PCT AR RAE TERI AE AERE XX EBERT. MaR F Lx LERS 
ZUR. 

EXI Ue EXT LxLEGADBAEUSCH MÁ ERE E), MEX I 
xL EPHESIGO,. v7.5, 73) ,TRUH 


IgG 71) - gta ca) I Al — tl" m E nU. 


0c o, xl. 
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WR p ÆELx L EEH PR H RIF, IA pE HP Lx 1)9 e€ H(Lx E),3X 
里 4,B,0e,B 都 是 常数 ,a,8 分 别称 为 关于 41,z HAREE. 
ADT Lx EEH RGN, LEA ~ 了 也 是 成 立 的 . 


定理 2 若 PE H(Lx L) ,那么 柯 西 主 值 积分 站 | "Desa. 
10.2 JS Brei c EE PR 
10.2.1. 首 菜 梅 公式 - 首 里 瓦 洛 夫 定 理 


设 上 是 一 封闭 光滑 曲线 , 取 定 正 向 为 反 时 针 向 ,转战 的 内 域 记 为 D* ,外 域 记 
为 D.A pE H(L). 利 用 柯 西 型 积分 和 柯 西 主 值 积分 


LJ. tdr, (z€ L), ) 
{Sep)(z) = (10-7 
ij gc). (z2tC€ L), 
iT- È 
引入 下 面 两 个 算 子 
(SgY(z) (z€ D*). 
‘$ 9G Litas so (2-1€ L), (10-8) 
{Sw){z) (zE D^), 
(5 9o iss (221€ D, (10-9) 
这 些 算 子 称 为 柯 西 奇异 积分 算 子 . 


定理 3 设 上 是 封闭 的 光滑 曲线 , pE H(L) ,那么 S'pE HD), SpE 
HC(D7 ). BB S+; HCD HCD ORMS: ML)> HCD). AIU E pE HL), i 
么 对 于 任何 2,2€ D' GERD 下 式 成 立 
Clz-2zl*, Ozax«l, 
Cla- z;l[(1e Ihla- zi], a=1, 
(10-10) 


I($* p) (z1) - (s: g(a 1 


其 中 c mt. 

这 是 一 个 基础 性 定理 . 它 包括 了 两 个 著名 的 定理 .在 {10-10) 式 中 取 q€ Dt, 
z;€ L, W 10- 10) 3 E HH (Sg) (2) (2€ D* )n  LLAM IR fe BE SERE XA P E E, BI 
它 的 正 负 边 值 存 在 , 且 


(Sg)* (0 = (SteX) = zen * zs, T- 2 IEL (10-11) 


(Sp) (1) = (Spa) =- 4 ple) + ij, 2 


L Lad 
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(10-11) 3È £g A 38 3€ 36 (Pleme) 公式 . (10-10) 式 的 其 汞 情形 就 是 普 里 瓦 党 大 
(Tipan zE J88 , E5025 z, — (€ L.z; = 二 万 上 时 ,(10-10) 式 描述 了 柯 西 主管 的 赫 
TRE EE. 

推论 1 i LE AHAH, pE HL) BA 

l H*(L) (0Ocac«l), 
(Spt) = al, tUa € {i (L1) (a-l0cecD., UP 
Han, EES ] 的 条 件 于 Sp- o METSERS RR S*- IL 
fr 


l[ e ide = f(D), (€ E (10-13) 
pi); T- 
Wii S BESTE] 
sos KD ar. (10-14) 


同样 由 {10-14}) 式 可 得 (10-13) 式 .这 表明 后 (2 上 的 奇异 和 分 方程 (10-13) 有 惟 - E 
【10- 14] . 公式 (0- 137 和 (10-14) 构 成 一 对 柯 西 主 值 积 分 的 上 应 演 公 式 ,或 称 为 对 合 全 
式 . 


10.2.2. 4r E HS ER C 


定理 3 自然 对 于 工 = DOLAR IRAKCECFUR ENIOCNEH DOLAR esr. Ho 


梅 公式 (10-1) 对 于 工 为 光滑 开口 曲线 时 也 成 立 , 仅 需 注意 上 不 为 工 的 端点 . 柯 西 
证 信 积 分 的 赫 尔 德 性 质 {10-12) 对 于 开 石 曲线 除 端 点 的 企 将 小 邻 域 外 成 立 , 即 So 
EH(L) ,其 中 4 是 上 上 不 含 端点 的 7 邻 域 的 一 段 弧 ， 
定义 4 设 工 是 有 限 条 互 不 相交 的 封闭 曲线 , 它 把 外 平面 分 成 有 限 个 区 域 , 函 
数 @ 在 每 个 这 种 区 域 中 全 纯 , 在 z= % 处 至 多 是 极点 , 且 当 z 从 大 的 任 -确定 侧 赵 
于 上 上 的 点 :时 ,人 @ 的 极限 值 即 边 值 存 在 , 则 称 @ 是 以 /为 跳跃 曲线 或 间断 曲线 
HAKLARA E 上 中 含有 开口 狐 眉 , 则 不 要 求 边 值 在 淇 点 存在 ,但 要 求 在 各 端 
点 附近 ,有 不 到 一 阶 的 奇异 性 , 即 , 若 c 为 工 的 一 端点 , 则 在 =。 附近 
és) ec. O«vel, CAER. (10-15) 
如 果 在 :- ob PCa) AOTER Laurent) RIERA 
lz) = x (a, A 0). 


则 Eiz) z= 吧 处 为 点 阶 或 阶 数 为 k. 因此 ， PRAKARA z — 处 有 有 限 
Ur. FE NB XP. ,函数 (5gp)(z) 是 以 上 为 跳跃 曲线 的 分 多 全 纯 函 数 ,上 且 z= o b E 
3-18. 
10.2.3 ERAK 
一 个 美 于 柯 西 主 值 积分 的 重要 公式 是 黑 次 积分 交换 次 序 的 置换 公式 ,这 与 
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通常 积分 的 相应 会 式 的 结果 有 很 大 不 同 . 
定理 站 兽 换 公式 或 论 加 药 由 特 度 (Poincars Bertrand) 4t) it L RE— CB BI 
T. F€ HGL x L), w 


| | 35], 信人 Er = 一 到 fte, io) +f aef r dr, ig € L. 


r-t rlt- tr - t 


若 上 = 人 站 是 光滑 开口 曲线 ,那么 上 式 中 名 不 能 是 工 的 端点 fH. fF RIO TF BIER T 


其 中 gE HCLx L) it, c) - Ie-al*l)z-blPlz-al"Ir- bl, Oca, fv p Ha 
*BXlvtgcl. 


10.3. TERIVUELBS AE REBU ZEE 


TUA; PECGO- 1) ELS ARE T: BE a, FE HL), KC HCE x L), IR] ET 3E 
H(L) 中 寻求 未 知 函 数 o, 7; PRCLI0-L)HP BELA ERR REP. EEE. EHER 
方程 {10- 1) 为 带 柯 西 核 的 奇异 积分 方程 ， 

带 柯 西 核 的 奇异 积分 方程 的 理论 差不多 是 紧 接 善 弗 十 德 置 姆 积分 方程 的 理论 
发 生 便 开始 了 的 .在 1903 年 至 1904 年 法 国 数学 家 庆 加 茱 和 德国 数学 家 和 希 尔 伯 特 各 
自在 研究 汗水 理论 及 解析 函数 边 值 问题 时 提出 了 这 类 积分 方程 ,并 且 莫 定 了 它 的 
理论 基础 .今天 , 奇 异 积分 方程 在 复 分 杭 , 偏 微分 方程 ,弹性 上 旋 学 ,流体 力学 及 近 民 
物理 等 方面 都 有 广泛 应 用 .作为 解决 数学 和 工程 科学 等 方面 问题 的 一 个 有 效 工具 ， 
它 正 在 产生 日 益 显 著 的 作用 . 


10.3.1. 凡 个 奇异 算 子 
车 e€ HD) ,引入 下 面 算 子 
(Kp)  a(Ogt eO +] Etalea, (10-16) 


显然 由 定理 > 知 KgE 下 ,因而 天 是 后 (一 下 (二 的 线性 算 子 , 称 为 奇异 积分 算 
子 . 现 在 改写 方程 (10-1) 为 
Ke - f. (10-17) 


b KG. D, kar) SOS KG. (10-18) 


zi(r-t) 
那么 方程 i10-1) 及 可 改写 为 
(Kg) s aldol) « 2 | ea [ keoded = KO, (€ L 
(10-19) 


如 果 记 


Hi MR RS ESO) TERRE A bE HLA 
klt,z) = Me Ozecl, ACHO.x L), (10-20) 


一 上 | 省 ” 
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HU LR -ARAE RE a,b 称 为 方程 (10-19) 的 系数 ,如 果 方 程 (10-19? 中 肯 山 
项 /= 0, 就 称 方程 (10-19) 为 齐 次 方程 ,否则 称 为 非 齐 次 方 吉 . 
方程 
(Kp) = ao + HOJ ga, -g EL (I0-21) 
称 为 方程 (10- 17) 或 (10-19) 前 特征 方程 ,到 称 汶 的 特征 算 子 .相应 地 ,方程 (0- 
I9) 称 为 完全 奉 异 积分 方程 , 即 在 方程 {10-19}) 中 除 舍 K'e 项 外 ,还 会 形 如 (10-21} 
式 的 弱 奇 性 核 的 算 TI 
(Koe) = | rnp ryder, (10-22) 
ik A T HOS -—3€ m 8 ES NTC L EIEH c SEE RE HCL) IS PRI 
{援引 (5- 1405X). 
称 方程 
(KO Da DGD - T | E Decae = a0). ce L (10-2) 


或 即 
(KAMO = aC p(t) - i Big ede + 


| Cr g(r)dr = hl). EL (10-24) 
AI PRCIO- 19) B3 75 ER, K' £y K 的 相 联 算 闻 . 
10.3.2. 正则 型 条 件 和 指标 


ESAW BEES 
s(t) m aCi) e b(t) 0, | d(t)s a(1) - bU 0, 1 L. (10-25) 
这 个 条 件 称 为 方程 (10-t9)? 或 奇异 积分 算 子 8 的 正则 型 条 件 , 此 寺 奇 异 积分 方程 
(0-19) 称 为 正则 型 奇异 积分 方程 ,8& 称 为 正则 型 奇异 积分 算 子 .在 卢 = 站 时 ,由 正 
MRAR IEA a{ #0, 方程 C10-19) 便 是 带 弱 奇 性 核 的 第 种 弗 雷 德 置 姆 积分 方 
程 ,并 且 注 意 K 把 £ 上 的 连续 阴 数 变 成 和 (上) 类 的 函数 , 故 它 的 连续 解 … 定 是 
HC L)?E SR. IET ER K ARO ERRUR. 
称 整 数 
1 a — b l d 
ezali alls), (10-26) 
AERIAL REUS HE0- ORARAA T KR. EARR T r E B 
(10-21). ECIO-26) 3E P PEZ O 1, ARA TE L AIE In] E it eR A 7s 15 9 P8 
PLE EE SEDE E. MP -0B[, Zr fRCIO- 19) f DIE EE (EE HER 2 7E RE CIR 
THREE AAEREN E K 5: HLSP TR ORE 00 
T. 
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11 特征 方程 


11.1 ARS MARRE 


设 上 DL RSCEBITHERACURIRISIOA DNE 4 L REN L 取 定 正 


方向 ， 使 得 把 整个 平面 分 成 两 组 ， 一 组 记 作 D* ,都 位 干 LECE) MIEL SS — ER UN 
D^ ÆT LHRC H, IERI := TED. 
S Uri EC RIIER) RA LNBIEEECHIEX BI 5r Ds EAN Cz) ,满足 边 
值 条 件 
p'(ion-zcineé-o(n)ne-g(iD. t€ LL, (il- 0) 
其 中 G, gE HCL). 如果 要 求 ODE z= % 外 至 密 为 m 阶 . 则 此 问题 将 记 为 Ra- 
当 666) 0, 则 称 此 歼 曼 问题 为 正则 型 的 ,否则 称 为 例外 型 的 . 
11.1.1 跳跃 问题 
车 在 (11- 让 式 中 6=1, 即 
$*(0-eé ipagi, EL, (11-2) 
则 此 问题 称 为 跳跃 问题 . 


定理 1 对 于 路 婚 问 题 {11-2)， 
l moont, AA 


eo. | Ea + Pml), Pm € Mns (1t-3) 


也 就 是 说 ,在 一 般 解 中 有 me 工 个 任意 常数 , 称 为 具 m+1 个 自由 度 . 
T M m= -1 时 ,有 唯一 解 


ec - ij. £C. (11-4) 
解 的 县 由 度 认 为 是 0. 
F Hms -1 人 时, 当 且 仅 当 
MO 2-0, j20,1,2,7,m-2 (11-3) 


Bf EE SECIE-AD 也 就 是 说 应 有 - (m+ DARRI mE. m + 1( 负 数 ) 个 
自由 度 ， 


11.1.2 4 S £L 82b] 


车 在 (11-t) 式 中 g z0, Hp 
pi GOB (t, (CL, (11-6) 
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则 此 问题 称 为 齐 次 黎 曼 边 值 问题 . 先 对 三 仅 由 -一 条 光 谓 曲线 构成 的 情况 讨论 齐 次 
化 曼 边 值 问题 . 

先 验 邮 对 (11-6) 式 两 边 取 对 数 , 立 即 得 到 一 个 跳 获 门 多 .但 麻烦 是 Inet 41) 可 能 
是 LEES EISE ,因为 整数 值 


e= z {neteis [aegC(D)j {il-70 
起 着 重要 作用 ,此 整数 值 称 为 6 关于 二 的 指标 , 记 作 
x= hd;Gí t}. (11-8) 
A38 3T Er i8 SUPER Te. 上 的 内 域 中 任 取 - .点 za, 取 
Go( t) = (17 a) *GÉD. (1-9) 
显然 Ind,Go( 1) 2 0. 3A — THERE A UC Bb eR ER 
Piz), z& D*', 
Ye D. (1-10) 
则 (1-6) 式 成 为 
= O00 C). EL. C1L- 002? 
3535 Hb LE BERR [o] 8 
P*(ti)-(n)zlnGg i), (11-122 
其 中 D(z) = ln 名 (>》. 
问题 11- 12) 的 一 个 特 解 为 
rof ar, lg (11-13) 
这 个 先 验 过 程 是 成 功 的 , 即 由 直接 验证 可 知 
Xot z) 一 eri) = exp Loi: ACA] 
Jf SE Rer SX SER AAO- M m 
elo, z 它 D+ ， 
KG e ro z€ D- CIT-104) 


是 齐 次 黎 曼 边 值 问题 (11-6) 的 解 .这 个 解 具 有 以 下 特点 : 

PPX)= A(t), tE L; 

2e ERTA PR BI E XC 2 0, AIE LEX G) 0; 

Y Era 4b Xz) H- « Br. 

PLRCR LA E. 3 7 TE RS A D 8l PRICC RR 7 pO rn TR] RRLC LL -6) Br BC UJ 
函数 .容易 证 明 , 典 则 函数 在 不 计 非 零 常 数 因 子 时 是 唯 - :的 . 


回 到 = DIL 的 一 般 情况 .对 于 每 个 / 作 齐 次 黎 电 让 值 问题 


XOD = GGO X; (OO. (€ R (11-13) 
的 典 则 函数 X62 .由 于 点 不 相交 ,从 而 XGO TE ECE ux D 上 全 纯 , 即 
EI) = CIL- 16) 
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A 
X(z) = 上 Ixco, (41-17 
则 XCz) 是 以 也 为 号 跃 曲线 的 分 区 全 纯 函 数 ， 且 由 (11-16) 和 (11-17) 3X TII 
X* (0 = GOX (D, FEL, (11-18) 
HE z= -ÀbXG)BRIT 
- Sw =- S IndiG CC) -- [Índ;GCi) 2 — x, (11-19) 
j=l j-1 


KC e OS GU) EP Lo > 三 的 指标 . XCO 满足 前 述 性 质 IP ~ P, EAN 


MEETS ITIIL WEM CEU UDLIELIL EL 
Ri (11-1) S£ EPERE BE jo] Et 


(Gg I9 _ 
prO) FO EE, EL, (11-20) 

其 中 
F(a) = RER. (11-21) 


Ra BAOL- DST Rae eE L-20), EARRA I-20. 
定理 2 对 于 RR_| 问 题 (11-1)， 
I 当 xz0 时 无 条 件 可 解 , 且 其 一 般 解 为 
P(r) = E f a "IE + pea XGO, pa € Epi. Gr 22) 
2 Heco, SARH 
girio 
LX* (c) 
满足 时 才 有 唯一 和 解 , 解 仍 为 (11-2) 式 ( 视 p, 2 0). 
总 之 ,只 -1 间 题 中 的 解 有 «THEBIS. 


11.2 特征 方程 及 其 相 联 方程 
求解 特征 方程 及 其 相 联 方程 的 思想 是 将 其 化 成 求解 黎 上 总 边 值 间 题 . 


dr 20, j20,12,7,- «- 1 (11-23) 


H.2.] 特征 方程 
d 
Piz) = (Spg)(z). (11-24) 
由 普 莱 梅 公式 ,着 o 是 特征 方程 
«(oec D| 2a - KÒ, (€L (11-25) 
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的 解 ,那么 So RESE 
BAL - JD 
{is GDP (Ot OD e BUD" (E (11-26) 
在 R | 中 的 解 ,其 中 
_ alt) - bii) 
6CGU- "Hywrnt (11-27) 
He. B ER. 问题 {11-26) 的 解 ,那么 
git) 2 d*(- d^ (r) (11-28) 


是 问题 (11-26) B E. SEE E, I CIL-28) EER R VIP ER, FE (22 = 
(Se) Bul et GO) =F (e eG) € Ge COMSA BEBCOT-26) BERT RRCUL- 
25). X FE ,方程 (11-25) 就 等 价 于 在 RI] RR CTI -26) ER fet. Jer HB IE PR 
(11-250 HR 9r. CI1-25) HR EE SIE E TIE. 
定理 3 ITE RR -25), 
I* ez OB I FET FILI BERE 
gU) = (KJK OHE COZI p, a0. pe (€ IL s (11-29) 
其 中 
" E b'CIOZ(O | fir) 
(K Dit)=a CF- xi ze (11-30) 


ero 10 RN sy hi 
eO-u0-gay (0) Wy 


Zi -2[a( e b(0]X* Go = lato - bCo]X" OD, (11-31) 
Xz) 为 问题 (11-255) 的 上 典 则 函数 ,Z(1) 称 为 问题 (11-26) 泣 标准 函数 ， 
P 当 ww <0, 当 日 仪 当 满 中 -x« 个 条 忻 


| Lies, j=01,2., kl (1E-32} 


¿ zir) 
时 ,有 唯一 解 (11-29){ p, (0) 20). 
总 之 ,一般 解 有 «个 自由 度 . 


11.2.2. HKZ 


利 几 同样 的 思想 可 以 第 (1-5) 的 相 联 方程 
KAD de = hit), E&L. (101-33) 


VG) = (S8) (2) = | CO, (11-34) 


t T-z 


aj i Dé dr = V (u)evo(o, (SE (11-35) 


L T 


[uoa P), 


mi 
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把 (11-35) 式 中 第 一 个 上 方程 代入 (141-33) 式 ,再 与 (11-35) 式 中 第 二 个 方程 相 加 减 , 便 
得 


2 L) hí t) 23r (i htt) 
vViO-lyrMO'anasby FOS GR aD KG 
(11-36) 
从 而 
VD a o e A MUS: (€ L, (11-37) 
式 中 C00) 扔 如 (1-27) 式 .01-33) 式 等 价 于 R18] CLE -37) ,它们 的 解 由 (11-34) 
式 和 {11- 手 ) 式 {之 中 任 一 ) 联 系 .问题 (11-37) 称 为 问题 (11.1) 的 相 联 问题 , 它 的 指 
PRA m —ae HüM ERÉE A Xi). 
定理 4 对 于 OR OBEE[OIARRCII-37), 
L 0 e^ 80 BI OCA FE PERE EL RL— fl Ri 2g 
1 t X'(Cc)b( co h(r) qat) 
Xiz) per - b(r)]íc - z) ts) 9 € I. 


Mrz) = 


(11-38) 
P Hw comp BOCA 
i XE RE T A PE RECII-38) (e, 1 20). 
定理 5 对 于 相 联 方程 (11-33)， 
I? 当 w 守 0 时 ,对 于 任何 ,其 一 般 解 为 


$0) = (C00) e $8252 e, EL, (11-40) 
其 中 
(KO CORO « zL;  [ ZG COMSML, (11-41) 
KUE K' 的 相 联 算 子 . 
T My <0 时 , 当 且 仅 当 满足 «个 条 件 


| b* Cr Zir)hlr)ridr = 0, j= 012 1 (11-42) 

时 ,有 了 叭 -一 解 (11-40) ige -1 20). 

11.2.3 特征 方程 的 诺 特 定理 

定理 6 对 于 特征 方程 Ky = /和 相 联 方程 Kg =h, 

to 它们 的 齐 次 方程 的 线性 无 关 解 的 个 数 均 为 有 限 , 即 解 空 间 为 有 限 维 . 

P 设 Rp=0 和 K$=0 的 线性 无 关 解 的 个 数 分 别 为 二 和, 则 -了 了 =x, 其 中 
e HK Pm. 

> Ko = /可 解 的 充 要 条 件 为 与 Kr =0 的 一 切 解 乡下 交 , 即 | COS COR 


Liu vhr 
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= f. 
以 王 这 些 结果 构成 了 诺 特 定理 的 内 容 . 


12 完全 奇异 积分 方程 


12.1 奇异 积分 算 子 的 性 质 


12.1.1 奇异 积分 算 子 的 合成 
假定 K- KK, 
(K, eos aet) d. | Esa j= 1,2. (12-1) 


Ei HE A 3E SIE ik R 7: 35 EE 9 
(Kg) (O0 s [ai( D aC) + Db) pir) 


L| usui (rr 
- Lon, (12-2) 
RE blr) = KG OQz21,2)m 
(APK = | ki rp( dr, (12-3) 


其 中 


了 一 人 
OzeoxclhC€H(LxL). (12-4) 
因此 ,着 K 和 ks 是 两 个 奇异 积分 算 子 , 则 KiKs 也 是 奇异 积分 算 子 . 
奇异 积分 算 子 的 乘法 满足 结合 律 
(KK)K, = K (KK), {12-5} 


£e) e | Psd hit. r). 


但 一 般 不 满足 交换 律 
KK kK,. (12-6) 


12.1.2. 奇异 积分 竹子 的 性 质 

记 K 的 系数 为 a 和 ,指标 为 <,s = e+ bod a- bL HEBR am w+ 
° a= ajat bb, b= aby + b a. 

=38 d= didy. 


Dazu tK. 
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4 若 K 的 指标 为 <,K' 的 指标 为 c ,那么 
«'--x. 
5 (KK) 一 K-K’, . 
6 设 p,$E 所 在 ,那么 
| scoagcoee = | ecooeecoar. (12-7) 


T 车 长 是 奇异 积分 算 子 GC RR —JÓESBEE ESSE IA KEAK AE 
"h.e dpi T. 


12.2 奇异 积分 方程 的 正则 化 


求解 完全 奇异 积分 方程 的 思想 是 把 它 归 结 为 求解 某 个 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 ， 
所 采用 的 途径 就 是 正则 化 . 即 如 果 K, Ko 是 第 二 类 弗 土 德 蛤 姆 算 子 ,那么 称 K 是 Ko 
的 ( 左 ) 正 则 化 算 子 ,同样 称 K E K 的 ( 右 ) 正 则 化 笨 子 .出 算 子 合成 的 性 质 , 显然 
Hs a4 b; * b a; -0HE 5154 = did. Aka AERE 5. d 0, 1R i $452 — 3, 
dih =d AJh K, 确定 KR, 或 由 Ko HE 铅 , 所 以 有 各 种 各 样 的 正则 化 方 法 .常用 于 
考虑 方程 
Kg z f (12-8) 
FJ ap SU EDT TEEGE FRE. 


12.2.1 走 正 则 化 方法 


F K HIK < 痉 0, 存 在 站 的 左 正 则 北 算 子 M, 司 Mg =0 没 有 非 零 解 ,例如 ,KR 
或 者 K. 用 M 作 用 方程 (12-8) 两 边 ,得 
(MK) o = Mf. (12-9) 
方程 (12-8) 的 解 o ER RE E COIZ-0 B) EE RE. Z, o 是 方程 (12-9) 的 连续 
解 , 则 oc HOD 10-3 $5) ,因此 
M(Ke - f) -0, (12-10) 
AX Ko = f, Bl o 是 方程 (12-8) 的 解 .于 是 方程 (12-8) 与 (12-9) 同 解 . 


12.2.2. EMAY $ 


设 < 近 0, 存 在 发 的 右 正 则 化 算 子 M, {E Mé = g IHEM g TAR, P, KERA 
K'? 9 ZR RI eR IEEE 
9-2 M$, (12-11) 
方程 (12-8}) 成 为 
(KM) À =f. (12-12) 
如 果 方 程 (12-12) 有 连续 解 $, MA $ € HCL) ,从 而 由 (12-11) 式 得 到 p, 它 是 方程 
(12-8) 的 解 .反之 ,车 o 是 方程 (12-8) 的 解 ,那么 从 (12-11) 式 可 解 出 引 , 当 然 也 是 方 
程 (12-12) 的 解 .因此 ,在 (12-11} 式 的 联系 下 ,方程 (12-8) 与 方程 (12-12) 等 价 .具体 
Wt , 求 方程 (12-8) 的 一 般 解 时 ,可 先 求 出 方程 (12-12) 的 一 舱 解 


12 完全 奇异 积分 方程 * 695 * 


$2 $9 2.6 Ó. (12-13) 
j=l 


其 中 和 是 方程 (12- 12) 的 一 个 特 解 , 151P 是 齐 次 方程 (KM)#$ = 0 的 全 解 系 ,taiP 
为 -组 任意 常数 ,那么 方程 (12-8) 的 一 般 解 为 


p= MB + > oM$. (12-14) 
J= 了 


12.2.3 irii EXE 


定理 (等 价 性 定理 ) 设 奇 异 积分 方程 1{12-8) 是 正则 噶 的 ， 

I? 当 xz0 时 ,方程 (12-8) 与 第 二 种 弗 雷 德 直 姆 积分 方 各 (12-9]) 同 解 . 

r egoti Jr TRCIZ-8) E38 —- feb d (ed lor PRCIS-DD TE X CI- 
IDF. 

12.2.4 卡 列 要 - 维 库 拉 正 则 化 方法 


采用 方程 (12-8) 的 另 一 种 记 法 


Kpt X oc f, (12-15) 
其 中 K? RK BUTRUERECT ZERA HR AGE IRE TF 
(Hp) (1) = Í, ki c) gt rr. (12-16) 
其 中 由 (10-20) 式 给 出 .把 (12-15) 式 改写 成 
Kp = f- Ap. (12-17) 
视 右边 为 已 知 沙 数 , 解 出 这 个 方程 . 当 x 闫 0 时， 
+K Æp K+ b" Ipi (12-18) 


其 中 K* mt 300325815, Z EEBS, p, C TL... H 奇异 积分 算 子 性 质 TH 
K .多 是 第 一 类 弗 雷 德 直 姆 算 子 ,从 而 方程 (12-18) 是 第 二 种 弗 雷 德 志 姆 积分 方程 
gi 11.2.1 节 中 的 定理 3 AAE (12-15) 3027 ££ (12-18) A [i] 85 75 B. 3$ e <0 时 ,由 
[1.2.1 节 中 的 定理 3 知 方程 (12-15) 同 解 于 方程 组 
p+K’ pe zK f, 
[[ sapo, , [dra 
: Ze) LIT de 
xt JF EAILS - ik (Onion Ba 正则 化 方法 


12.2.5 诺 特 定理 


定理 2( 诺 特定 理 ) 没 方 程 (12- 人 中 民 是 …… 正 则 型 背 红 积分 算 子 , 则 

e Kp=-0 H Ké =0 的 线性 无 关 解 的 个 数 必 有 限 . 

T it Ke-0 5 Ki -0RR CRTA i mr MA- r APEK 
指标 ， 

r FE Kop- TENTER IE 


12-19 
j20,2.—.- e —- 1. t ) 
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| triflr}dr = 0,j = 1,2…,7 . (12-20) 
其 中 1 而 | 六 是 KE =0O 的 全 解 系 ， 
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13.1 概念 和 术语 


13.1.1 H' 类 函数 


讨论 光滑 开口 曲线 L- 地 上 的 奇异 积分 方程 需要 引进 -类 新 函数 . 

定义 1 设 f 定 义 于 L= 动 上 (g= ea 和 (= 了 除外) ,如 果 在 t= o 的 充分 小 邻 城 
"ig BUTS. LES 

f) e E UE Lotta) a «1/7 € HG, (13-1) 

则 称 在 := a 附近 马上 各 (a); 在 不 强调 a 时 , 记 为 FE H (a), BB H'Ca) - 
UH? ae) .同样 可 定义 PE Hz OODULER JE HA5). 若 f 在 任何 不 包含 端点 a Mb 
&jTJg3 FcH.Hf€H'(a)fyeH'(b,ltk FEL EEH WASE 
H* (L). 


设 工 = 地 是 一 光滑 开口 曲线 ,考虑 方程 
(Kem tO p+ E | Egede = f), (€ Lt ab, 
(13-2) 
这 里 a,fE HIL), KEHL x L) TE H" (ZL) 类 中 求解 p. 方程 (13-2) 称 为 开口 曲线 
L- 由 上 的 奇异 积分 方程 . 
13.1.2. Jp e b HS ih dE TUS 


AE 10.3 节 中 不 涉及 曲线 形状 的 概念 和 术语 在 这 里 仍然 有 效 . 例 如 ,特征 算 
子 和 特征 方程 . 相 联 算 子 和 相 联 方程 .正则 型 条 件 等 等 . 但 景 为 重要 的 指标 定义 
(10-26) 式 失效 ,由 此 引起 一 桑 列 新 的 概念 DAE ra a RII p EC .标准 函数 等 等 需要 予以 
EEL. 由 于 奇异 积分 方程 的 这 些 概念 是 寄生 在 黎 虹 边 值 问 题 的 相应 概念 土 的 ， 
因此 我 们 必须 从 源头 做 起 . 


考虑 了 = ob EDO Vo (RE 


Br) CB (tglt), tCL- ab.tsa,b, (13-3) 
此 处 G,g€ HCL) B. GGD 0,REA L AARD ARA A) EC de PER D. 
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由 于 问题 {13-3) 中 不 要 求 上 = ab, 仅 要 求 在 它们 附近 d» PETAAE SETECIO- 
15) 式 .这 带 来 一 些 方便 .首先 ,对 于 跳 凤 问 题 


pti- Dt = gle, (13-4) 
1.1.1 节 中 的 定理 1 原封 不 动 成 立 .其 次 ,对 于 齐 次 R Ppa 
Dt) = GLB (1. (13-5) 
现在 可 以 直接 在 LERE InG(O B tint, S 
Pea) = 起 | Baa. (13-6) 
便 知 eC S A E] RB (13-5) ,同时 不 难 直 接 验 证 它 在 := a, b 附近 
e? (r-a) 2), el =fz- h a), (13-7) 
其 中 
&, + d, = -h6to) dp + ip = PER, (13-8) 


, Hi 0, EALAR TEA, H lim 2, C z lim Q(z) 存在 选取 
HH alea bi 
-leg tà cl. (13.9) 
容易 看 出 
X(z) - (z— a)'s(z - Bie (13- 10) 
EBA (13-5) 58 — TR 3c T RC D. EIER AE m BERE .而 且 1/X 也 是 分 区 全 纯 
函数 ,具有 这 种 性 质 的 解 ,我 们 称 它 为 问题 (13-5) 的 一 个 典 则 解 , 或 者 问题 (13-3) 
的 一 个 典 则 函数 .注意 ,即使 不 计 非 零 常数 因子 ,现在 典 则 解 也 不 一 定 唯一 , 因为 只 
有 在 c, 是 一 个 整数 的 情况 下 4 才 唯 一 确定 , 即 
a, + À, 20. (13-11) 
此 时 ,我 们 称 * 为 特殊 端 { 结 ) 点 ,否则 称 为 普通 端 { 结 } 点 .对 于 普通 端点 ,整数 4。 
可 以 精确 到 仅 差 一 个 二 1, 亦 即 
a, *À,»0 (13-12) 
或 者 
a, t À, «0. (13-13) 
【13-42) 式 使 立 在 端点 < 附近 有 界 . 
EX2 # etA g0, ast AsO, DUE X 是 问题 (13-5) 在 ho 类 的 典 刚 解 . 若 
aa + >O, a+ A0 MP 是 问题 (13-5) 在 h(a) 类 的 歇 则 解 .着 co + AL E0 o, 
+ À; >0, 则 称 X 是 问题 { 13-S) 在 8 类 的 典 则 解 . 若 da t Aa > Oa, + Ap> 0, MFF 
是 问题 (13-5) 在 h= hCa , b) BLU RE. 
整数 
K= 一 (Au 十 Ab (13-14) 
称 为 问题 (13-5) 对 于 相应 类 的 指标 ， | 
x X.3 设 二 是 问题 (13-5) 的 解 , 记 为 ho 类 的 解 . 若 理 在 普通 端点 占 附近 有 
PR WREE ADXR. E 再 在 普通 端点 a 附近 有 界 . 则 称 它 是 h(a) 类 的 解 . 
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既是 ka) 类 又 是 4(5) 类 的 解 称 为 he h(a,5) 类 的 解 . 有 时 秆 统 用 上 类 表示 以 上 
定 疼 的 类 之 一 . 

很 清楚 ,上 类 的 解 实质 上 是 要 求解 在 某 些 给 定 的 普通 端点 附近 有 界 . 若 要 求 在 
其 余 普 通 端点 附近 有 界 , 则 记 为 kÆ, 站 类 为 严 类 的 相 联 类 ， 

3 8 1338 ( 13-3) BL BELL B C ,指标 . 特 珠 端点 .普通 端点 . 解 类 等 概念 同时 视 为 
奇异 积分 方程 (13-2) 的 相应 概念 ,其 中 黎 曙 问题 (13-3) 的 系 娄 避 与 方程 (13-2) 的 
系数 a 和 请 之 间 仍 出 (1t-27) 式 联系 . 

如 果 X AA 类 的 典 则 西数 ,那么 称 

Ze)= [a e bC(O]X* (o2 latO - BX CO (13-15) 
为 方程 (13-2) 在 & 类 的 标准 函数 . 


13.2 AE Æ$ E M 
13.2.1 特征 方程 
对 于 开口 曲线 上 的 奇异 积分 方程 可 以 得 到 与 11.2 节 中 的 定理 3 和 定理 5 形 
式 一 臻 的 结果 . 


定理 1 设 特 征 方程 
(pap + O2 f PD gr = At), tc L- ab, t 区 a,b 
Tl LT- 
(13- 16) 
YE A ARA, JEO 类 ) 指 标 为 <, 标准 画 数 为 Z. 相 联 方 程 
PDD -E [Gas s), Le Lo dii past 
(13-17) 
在 相 联 类 中 求解 .那么 


e 当 xe0 时 ,方程 (13-16) 对 于 任何 上 有 一 般 解 
e) -O* DG) bD Zp- p Enis (13-18) 


其 中 
. « boz j .— fto) 
(KAO = at (ODRO -1 S i (13-19) 
"EE att) rar blt) ` 
a (N= PO b G3) - Y (13-20) 
P 当 x <0, 当 且 仅 当 满足 - «个 条 件 
上 rigdr 2 0, j20,2,.-x-1 (13-21) 


LZ) 
讨 Zr ERCI3- 16) 8 PEE — 88 CI3- 18) (p, -1 = 0). 
和 当心 = -xs0 时 ,方程 (13-17) 对 于 任何 有 一 般 解 


$60 = (Kp) + Eu qoa € Ue (13-22) 
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其 中 


L| Zib (Da. (13-23) 


miy t-i! 


(Kg) =at tgl) + Zi 


K'E K ”的 相 联 算 子 . 

4 Uu .-&cO SEHRE tR 

J eZee de = 0 je osse - d (13-24) 

R, APG- AIE BECIS-22 ge (70). 

13.2.2 诺 特 定理 

由 定理 1, 采 用 卡 列 曼 - 维 库 拉 正 则 化 方法 ,可 以 过 论 j= 站 上 的 完全 奇 措 各 
分 方程 的 诺 特 定理 . 

定理 站 庶 特 定理 ) 

I? 齐 次 方程 Kgp=0 在 义 类 和 相 联 方程 K 人 =0 在 相 联 # 类 中 均 有 有 限 个 线性 
无 关 的 解 . 

2 KP = 了 在 上 类 可 解 的 充 要 条 伞 为 


[ $c: 20, j= Lont, (13-25) 
其 中 1 上 E K'ó =0 EAR rA ense NER. 
P 设 Ke = 了 在 请 类 的 指标 为 ,那么 了 -六 = 天 
13.3 实 3j; ĦA 


考虑 下 面 的 实 方程 
afD9CD+ HO) eaey AS! one(ejdr = f), Te 
(13-26) 
其 中 a,b, EH - 11D, € H([- 5,1] x[ 7 15,1D. # ELEC HC] SE E E R.A 
E- TESH, TEE h 类 求解 .此 类 方程 应 用 中 最 为 常 凡 . 
13.3.1 标准 方程 
假定 方程 (43-26)} 是 正则 型 的 , 即 满足 正则 型 人 条件 
riy ae e bi) SO. (13-27) 
不 失 一 般 性 ,假定 5C-1 «0282 b(- D 20Hf a( —- 20, TE[ — 1,1] EREM 
T 
GC) = Hagl a(t) + ib(1)] (13-28) 


的 连续 分 支 使 -1< 人 名 ( — 1) cO, IE BTE 如 类 
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I tig. 26€ 一 D,a tif -6(1),A., 20,14, 2[OCD].e = -[&e(0]. 


(13-29) 
此 村 符号 [x] 表示 x 的 整数 部 分 . ho 类 典 则 函数 为 
X(z) = {1- 2) ex] - QUA), (13-30) 
标准 函数 为 
Z) = r(1X1- O7texp[ - f 9c (13-31) 
NE NL 
显然 
Zi) =l- 0 (b 0000, -1«a 2 [600] - 9(D «0, 
-1«8268(-1)«0, (13-32) 
从 而 ZG) d&— T BURG, a DT ERE 1-77 SCRERTEE (Jacobi ) BUR Br. 4 
Z) 
w= ETP (EH J, m() = FE H), (13-33) 
它们 分 别称 为 方程 (13-26) 的 第 一 类 权 函 数 和 第 二 类 权 函 数 . 作 函 数 变 挽 
eG) w(t} y(t), (13-34) 
方程 {13-236) 成 为 
aC)w Co) yc) D f nora 
+ 二 uii c)kCt,c)w(r)dr = t), -L«t«1. (13-35) 


TRE y 是 方程 (13-35) 的 H 类 解 ,那么 由 (13-34) 式 决定 的 o 是 方程 (13-26) 的 
H' 类 的 解 .反之 ,车 o 是 方程 (13-26) 的 H" 类 的 解 ,那么 


FEA) -AKP mA) -È f kc) pr)dr € BO). 03-36 


Ei o(Ke Duo(k OD! 1 ple) 1 dr ,于 是 由 定理 1( 注 意 取 实 解 ), 有 


J. mH. + b(Opa(0 € H, 
(13-37) 

其 中 p,_1(t) 是 一 个 实 系数 多项式 .于 是 由 (13-34) 式 决定 的 y RE $IOa-35)8) H 
类 解 . 

定理 3 方程 (13-26) 在 h 类 求解 p 等 价 于 方程 (13-35) 在 HARE y, Ei 
之 间 由 (13-34} 式 联系 . 

方程 (13-35) 称 为 方程 (413-26) 的 标准 方程 ,以 后 只 对 标准 方程 讨论 ,这 种 处 理 
十 分 有 用 . 


13.3.2. da—46X- eRT 
引信 两 个 奇异 积分 算 子 


y(t) = $05. a(t)w(o) FC) - EC) 
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r-i 


AyD aay ED FEN, (cs) 


O= a dO- f Eae, 03.%) 
和 它们 的 相 联 算 子 tA* = B'.B' =A} 
TOODET OMON OEGI [metae (13-40) 


r-i: 
(B= a wD [EOM a, asan 


r-i 
HAERE ( 13-40 RIRE, E HE P 9 5] EB: 
引 理 1 i db REAL — 1,1] GE T ER EE E XL RI P. PEC A 
它 在 z= AE ER, IA 
Lea. = Dre) + P(N- 2P. PIHO, -teich 


T=- L 
E p,ET, 取 tz) Xp OR DG) x X7! (Gp, (2) ,得 到 下 面 定理 : 
定理 4 A'p,- P.PCXp,), B" p, = P. P(X ! p). 
pi Be 3E - AURRA FRU ES LEGE 上, 可 得 下 面 定 理 ， 
定理 5 AB=f+ bp ,BA=T-5D, 此 处 1 是 恒 等 算 子 ， 
wilr P. PX Dr) —- P. P(Q X7DGO]Io(Ce) 


(13-42) 
oo = 二 | wP. PUOC) = P. POOH] C es (13-43) 


这 个 定理 有 一 系列 推论 ， 

推论 1 车 k=0, 则 DD,=0, 因 此 8B 是 名 的 右 道 .车 k0, 则 DD -0, CR HA 
B zr 

推论 2 ^ ker( A) = bl sker B) = biyi Imai Dj) = U,. |, imac D) 7 HI. s. 
RAE b, X; x, E I, 则 Dir, = moe A xxi HAB De uu 
—T.x-I- 

推论 3 5D fU - 5D, EASA. D, 和 DD, 分别 是 B 和 不 的 左 零 因子 .8D 和 
bD: ARE A A BAFA F.E DB = D;A - AbD = Bbl =0. 

推论 4 E r=0, 0 Ay 2 / REE y — BF. 若 <>0, 则 方程 4&y f AEri 
Diy= Ai FRAE— M y= Bf e bN ,其 中 入 -EDU 是 一 个 给 定 的 多 项 式 ， 
车 <0, 则 方程 Ay - /O4 BARS Df ZOBDERUE— RR y = n. 

所 以 D, 称 为 归 一 化 算 子 ,Ds 称 为 约束 算 子 . 

从 (13-30) 式 知 P. PXE -r ELLE 

Ke) = EPAD) - P. PAD cmn, (13-44) 


工 一 上 
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Xale, e) = PEU) P. POOO E a, (13-45) 
这 里 
Ib = {P,P = Phair, ow = oon 0) m 0.1 = 101m < 0) 
7 (13-46) 


表示 上 次 齐 次 二 元 多 项 式 组 .由 此 不 难 直 接 验 证 
I 
Df-0es|. wirid rider = 0 (j = 0,1,2, n, 一 D, (13-47) 


Df=00) wr aAr)dr = 0 (= 012 x- 1). (13-48) 
同样 的 途径 也 可 用 于 考虑 相 联 方程 &" Ag. 
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14.1 ARRET 


奇异 积分 方程 的 数值 解法 有 十 分 重要 的 实用 意义 .中 国学 者 在 这 方面 人 稻 了 有 具 
有 特色 的 工作 ,本 节 但 绍 一 个 求解 方程 (13-35) 的 数值 方法 的 一 般 框 架 , 属 于 配 位 
法 的 范畴 . 其 思想 同 第 6 章 , 即 利用 数值 求 积 化 奇异 积分 方程 为 不 含 末 知 函 数 积分 
的 函数 方程 ,然后 利用 配 位 法 离散 成 线 代 方程 ,因此 必须 事先 寻求 合理 的 奇异 求 积 
算 子 . 


14.1.1 相伴 多 项 式 对 


ENI E pE In KEMA HEA oyl =1,2,-… ,nj) 全 部 位 于 [ -1,1] 
上 且 是 葡 单 零点 ; qa 是 一 个 m KEMA, HEA Bu(jo 1,2,…,m) 也 全 部 位 于 
[ 一 1,1] EB E ERA x 六 二 下 二 区 得 Áp, z qm: Bqn, = Pa SB APR pa qa) ERE 
异 积分 算 子 对 (A,B) 的 一 个 相伴 多 项 式 对 . 

以 下 假定 方程 (13-35) 的 系数 为 一 个 KERA. AA minja, ml zu. 
在 这 个 假定 下 ,可 以 找到 许多 这 种 相伴 多 项 式 对 ,例如 , 当 o, 是 以 由 为 权 的 正 交 
EMA, ga REEL wa 为 权 的 正 交 多 项 式 时 ,(p。, qm) 就 是 (A,B) 的 一 个 相伴 害 项 式 
对 . 

后 面 要 用 到 以 下 一 些 记号 ,车 x, 是 一 个 次 多 项 式 , 它 的 零点 为 5(j = 1,2， 
LC (nn) 表示 在 [ -1,1] 和 上 连续 且 在 5(j= 1,2, 
… ,nn} 处 有 导数 的 后 数 全 体 . 在 x, 上 的 离散 化 算 子 记 为 

gg S= A aA ta). G1) 
在 x, AFA EO ERR HI CER ERECTO 
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【1 DG) = > n' EDIDI (14-2) 
FE RM J 
一 般 地 , 当 
LAJE CCm), GLIf-üuf (14-3) 


时 称 算 子 Lt 是 -- 个 关于 x 的 可 微 插 慎 算 子 .这 种 算 子 很 多 ,L'* 就 是 其 中 一 个 . 
14.1.2 相伴 奇异 未 积 算 子 对 


若 (p,, 9m) 是 (A,B) 的 相伴 多 项 式 对 ,构造 关于 A 和 8 的 奇异 求 积 算 子 Q^; 
CCp,)— C Co, ) f qui CA P OUI 


(QRU) = EE Aa) + i03 — fay). (14-4) 

QAU) = c eO - "A fS. (14-5) 
其 中 

we | ear J= ssn (14-6) 

ACCES Dar, j2dm. (14-7) 


E2 (Qi QRA, B8S— THBEESERCR FURCT X. 

同 6.2 5. 5E XE pr( Q^) = max! j TU; C kerC A — Q0 H  pr( QF) = max lj, I, C ker 
(B- Q98)1, 2r 9 a SGEBUBCT- Q 和 QIP 的 代数 精确 度 . 

3| EE 1. p(QhO m n pi QI zm. 

此 外 ,引信 两 个 关于 积分 算 子 Di 和 D 的 求 积 算 子 


(Qi) = 2 wi sas (14-8) 
(QRA) = Supali, Bap f By). (14-9) 


其 中 x 和 aahi- 44) 式 和 (13- .45) 式 定义 显然 ， 
[ei Xr x0, 
Qih-20. E egt. 
用 Ode, Cp, 37S. p ECT Lo, 的 正 交 度 Ode (a, ER 和 关于 权 ws 的 正 交 
度 , 由 (13-47) 式 和 (13- 各 ) 式 可 得 下 面 引 理 ， 
引 理 2 Ode ( p.) z maxlO, x! , Ode; ( q,,) ze maxi, - xt. 


14.1.3 基本 结果 


引 理 3 人 = DIU? f, QI: /= DL 889JUE  prC QUI ze n, pr (QE) x m, A 
中 pigg) = max! j. I; C kerC D, - Pm)! ,pr( QW) = maxi j, If; C kerl D; - QE^ E. 


(14-4) 
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定理 1 Qi QW =1+ DOR, QPO =T- b. 
FLA QRA 和 Q1? 的 相 联 奇异 求 积 算 子 , 即 关于 A* 和 B' 的 奇异 求 积 算 子 如 下 ， 


(Q^ PL) - de Aa) + D (as fan) (14-11) 
(QU pc) = POS = DO BEA Aa). (e) 
. ga 0 fCO - CL Pga DOO 
定理 2 (Qu AA) = "Em + 
aC UO) -L'S p, D) 
(Qf pG)- PRES =, 


这 两 个 定理 完全 平行 于 13.3.2 节 中 的 定理 4 和 定理 5. 因 此 关于 奇异 求 积 算 
FIE ,0 加) 也 有 类 似 于 奇异 积分 算 了 于 对 (A,B) 的 结果 . 

推论 1 #20 Mj oe -0 R oe E o 的 右 道 . 荐 x 万 0 则 Qs5 =0, 因 此 
QE E Qn^ 的 霸道 ， 

推论 2 ker(Q^^) = bH, isker QW@) = BILL c mal QPO = 1 mato) = 
II -具体 讲 , 若 m, ,€ I, W QD  ( bxc, 1) - ANTES m... € IM,- M Q: 
(bn., ))o xl 

推论 3 bOn 和 一 poe EPS, E Moe 分 别 是 Q 和 o^ 的 左 零 因 
F Aga ft bio 分 别 是 QUA 和 QIE 的 右 零 因 于 . 即 O = QRQ = Qib 
= QT = 0. 

推论 4 车 k=0 卓 Qr*y=/ 具 有 唯一 和 解 y= Qi9f. 若 x >0 则 方程 Qs*y=/ 在 
条 件 Dy- MW_1 下 具有 唯一 解 y = QESH oN BP ME DECEDERE 
项 式 .车 x <0 则 方程 Qo y= 六 当 且 仪 当 Qr f 20 ISCÉEPEE HE y - Q8 f. 


14.2 ARRE 


14.2.1 相伴 矩阵 对 


考虑 奇异 求 积 算 子 和 离散 化 算 子 的 复合 .用 蕊 作用 于 以" 得 到 
个 OP f= An, f. (14-13) 
这 里 4 = (oy) 是 m x n BER Jon 
[97912 "T 
nj Pmi 


人 = (Ru) 
FRE Cosi) us. daj 7 Pmi 


An A O WARE TB BE. 同样 
EQF J= Banta A (t4- 15) 


(14-14) 
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iU Bun lo È nx m MRF ed: 
n "d AEST 


b;, = (14-16) 


p AE. + D anj) taro 2) = fpr 


qm Par) 
Ba tA OF HAKER. 
EN 3l Ans Ban PEA (QUA. QO BB BERE PIERHT. 
引 理 4 Bl Am Bom EC, QUO BE EERE, APA S l0 F ALB, = 
LG kcx08] BLA -2 LIE n EAA E. 


14.2.2 Zehe 


H e = OET, ASIE B, Je n BrZE ER io A, AB. OE A50 ALB, 5 ELTE x 
站 时 ,出 可 以 寻求 到 这 种 业 似 物 . 
没 x >0, 在 | -1,1] 上 任意 选取 二 个 不 同 点 (= mlmt, 7.2), 


s) = Li Ba). (14-17) 
i m+l 
ZEE 离散 M E 
EQ f= As f, 00 (4-18) 
这 里 Aen = [ ame i E EX n EH, EL 
Umi ug Can s Dm ei). ( 14- 19) 
fF. n Er EE 
A 
Al]. B, - EB, Ba]. (14-20) 


XE B. -bi5b ne JE nxe, E 
b mir= ltn) Solon), Sett) = Ta NUN ey (14-21) 
VOL; f) = Burk f. (14-22) 
后 而 将 证 明 ALB, = 大 ,因此 称 A, LB, EAn AB, (CIE SE BRE. 
当 k «O,If SENE - IJE 一 k 个 不 同 的 点 an, nad E= | , 2。…， -x), 


sali) = VEG au). (14-23) 
Pine] 
M. 
OQ f= Bou f. (14-24) 
得 到 - «e x m Er ilk 
B laci. harper 5 Paral Gn, 2 pP. (14-25) 


s 
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Bn 

a." |. An = lAn Am, -xl (14-26) 

这 里 

Ån, -x 7 lanaj], inj 7 DC Bai) S -xj Bni) 

OEE ERE "EAT (14-27) 

显然 
id - bL'*, = A, er (14-28) 

VR A, MLB, 是 A 和 8B 的 完全 补 矩 阵 . 


定理 3 车 «=0 那 么 AB, = 不 ,A MB, 由 (14-14) 式 和 (14-16) 式 给 出 . 若 “ 
>0 那 么 A.B, = i, A, fO B, 由 (14-20) 式 给 出 . 若 <<0 那 么 ALB, = fn An PBa 
由 (14-26) 式 给 出 ， 

这 个 定理 的 证 明 由 下 面 几 个 引 理 完成 ,这 些 引 理 本 身 小 有 独立 的 间 义 . 

引 理 5 1.209] A, B, 0 LEE EON BLA, -= 和 LXX, Em 
x ec CBE. l 

引 理 6 32090 AB, 20, OB “Amn =O zee 

引 理 了 7 若 c>0 则 4 好 ,= 了 ,车 <<0 则 下 LA, 

推论 5 当 *2 关 0, 线 代 方 程 4.6, = f, HE — 1E S, LBI. Lco Aum 
Anab 7 fa E 25 B, Lf, =10 满 足 时 才 有 唯一 解 0, = B, f, 


14.3 直接 数值 解法 
现在 给 出 求解 方程 (13-35) 的 一 个 配 位 法 .改写 方程 113-35) 为 
(A AK) y- f, (14-29) 
Hp K i(13-36) zig X. S] ARBAT QE5 如 下 ; 
(Qi) = 2 kauf Gag), (14-30) 


其 中 328 表示 将 r 看 成 参数 ， HL ;作用 于 Cr， E)LA 如 (14-3) 式 ,用 rE CA- 
30) 式 得 到 
双人 = Kun? f, (14-31) 
这 里 
Kan = [kp], ky = upk Bais anj). (14-32) 
14.8.1 «»0 的 情形 
ABRE 20,508 
(A AK) y - f. l 
MA (14-33) 
其 中 N, EL ,是 一 个 给 定 的 多 项 式 ,Diy = M _1 称 为 妇 一 化 条 忻 . 在 (14-33) 式 


14 奇异 积分 方程 的 数值 解法 «707 ， 
H GAE, QoD ,分别 代 圭 ALK,D, ,六 得 到 
(QA AQ Yy, = L2 f, 
| fw, - Ne-1- 
{14-34) 称 为 (14-33}) 的 {直接 } 退 近 方 程 ,其 解 称 为 (直接 ) 首 近 解 , (直接) 逼近 解 的 
REIA EP. 
用 上 忆 和 上 分别 离散 (14-34) 式 中 两 个 方程 得 到 


( 14-34) 


(A, + AK,)6, — f. (14-35) 
其 中 
Kan 
K, = Pi ] (14-36) 


Ji f& 14-35 A 75 E CI4-33) 89 CA IE Hc 5 RT CAR PES CECI AL, 
直接) 数值 解 的 集合 记 汶 和 后. 周 6.2 节 所 述 , 若 入 是 数 作 解 , 引 入 延展 算 子 


(EP) = PBS a oco Da ( 249-6). 


qu CE Anj 
(14-37) 
那么 有 下 面 结 果 : 
定理 4 Er: F> EP Mg: EPEAN TF., 
14.3.2 egoi E 
若 xs0, 假 定 方程 (14-29) 有 解 ,那么 由 13.3.2 节 中 的 推论 知 
D,C/— AKy) 20 (14-38) 
(E x 2 O I] BARAA ERO LER EG 7p PR C14 29 JEAN 
(Ar AK)y o f+ bD f- AKy) (14-39) 
的 解 .在 这 个 方程 中 用 QUI QE gD Lar aat AK. D; ,和 得 到 
(QM e AQ + ADODO = (14-40) 
这 里 
f! hif bN pa N= QUIS fe IL, (14-41) 


此 时 , A PRU 14-39 FO Jr f CIA-29) EFE CÉCEE E E, HRR S CELER GERNE, 
W-E-3 fus 5 3297 E.A g SHRED EI 
(Apr + AKma + AK UO, = fn (14-42) 
这 里 Anr Kn AN, M mox n SEEKS 
Ky, 一 [k hk = b Bai) tajki a-a Bai) 


ki p= KEN = kn), (14-43) 
ff. (14-44) 

显然 
Kiar f= OD op. (14-45) 


此 时 ,方程 (14- 和 所 ) 称 为 方程 (14- 各 ) 的 (直接 } 数 值 方 积 . 比 解 称 为 (直接 ) 数 信和 解 ， 
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其 解 集 记 为 FP CE S, EBER, GAERA TUT: 


DIN Py b . 
(EB) = BESLE O - 23s ( 295 n ten)) wl» 
(14-46) 
这 里 
k' (tor) = {Ei ,r+ DILLAOC n), (14-47) 
那 笃 定理 4 仍然 成 立 . 
14.4 间接 数值 解法 
14.4.1 «»0 58 HE 
M e» 0,Ht 13.3.2 P RAEE 4 知 方程 (14-33) 等 价 卫 
{lral)y=F, (14-48) 


此 处 
ato = 二 | wydr, 


IC v,1) = (BED r,t), 
F = Bf + bN. (14-49) 
i, FAREL- LAE- 1,0 AML- 1,1) ERARE. 


14.4.2 < 二 0 的 情形 


当 F 芝 0 时 ,由 13.3.2 节 中 的 推论 4 知 在 条 件 (14- 了 9) 下 ,方程 (14-29) 等 价 于 
方程 (14-48)( 视 .| = 四 ,因此 不 论 <>0 或 <0, 均 只 要 讨论 方程 (14-48). 它 是 
— ^ AEE 8B (10-20) AENA C PESP EE RUE IR AR. SARRAT, 


QHP) = Dou sms (14-50) 
此 处 | 
LG, D (QELA Ct, r). (14-51) 
构造 方程 
(IAQ y= Fao (14-52) 
此 处 
F = QUL2 f+ SN 1， (14-53) 


Ji fRCl4- 52) PICS Jr f Ct -8) EA , ELE (0433) CH 8 C14 39) ) f) C] E) 
远近 方程 ,其 解 集 记 为 E'. 
骨 忆 作 用 方程 (14-52) 两 边 得 
(I, * AL,)6, = fF, (14-54) 
此 处 


14 奇异 积分 方程 的 数值 解法 : 709 ， 
,= hd, br = Unda Anje asi). (14-55) 
方程 (14- 34) 称 为 方程 (14-52) 的 (间接 ) 数 值 方程 ,其 解 集 i 记 为 Fg 6, 是 间接 数 
ÜUR 3| A SERERE T- 


(E£8 (0) = FG) - AP ul (sas 5 (14-56) 


14.4.3 基本 定理 
定理 5 EIFE AP ESF 互 为 道 算 子 ， 


14.5 理论 分 析 


14.5.1 同一 性 技术 


直接 数值 方法 方便 简单 ,可 用 于 求解 奇异 积分 方程 的 过 似 解 .间接 铬 值 方法 是 
基于 第 二 种 弗 雷 德 置 姆 积分 方程 ,便于 作 方 法 的 理论 分 析 , 这 两 者 之 间 有 下 面 有 趣 
而 重要 的 联系 , 称 为 同一 性 技术 . 

定理 6 当 *>0 时 ,方程 (i4-33) 妆 方程 (14-48) 同 船 . 当 *s0 时 ,方程 (14- 
39) 5r32 (14-48) [e] fi , 

引 理 8 QQE = Qs, QIQ 20, QQ = QP; - bOO. 

定理 了 7 Me» 0H[, 5 PÉCIA-340 55 5 E (14-52) Fal fj 25 c eO BT, 7r PRCI4- 
40) 57r Ri CIA-52) [RARE BD, E? = Ef. 

定理 # 3.20H],7r f2(14-35) 557r BR C 14-54) [n] t. 34 e cO B3, AE- 
42) 5r fi C 14-549] f . BB, FP — Fl. 

推论 若 e>0, 则 由 方程 (14-37) 和 (14-56) 趟 定义 的 延展 算 子 是 相同 的 . 苦 
vt «cO, Mh (14-46) 35 $0 (14-56) GE NL BEI T EB el 的 . 


14.5.2. :&ip fea AE IE 


无 论 怎 样 选取 插值 算 子 La. BTTS E (ELSE 2 EH [9] B9 : 411088 Er SRCRILAR ER E R 
3558 ^ PROS A (EE PRO HOA LS. 38 f€ C L- 111 ke e(L- n1]IxE[- n 
11) , 取 14=1, 此 时 的 通 近 解 称 为 第 一 类 通 近 解 , 次 fE H1, ke BG - 1.1] 
x[ -1,1]), 取 14=L4( 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 算 子 ) ,此 时 的 允 近 解 称 为 第 二 类 通 
近 解 .这 两 类 通 近 解 都 属 自然 插值 和 解 . 

假定 A 是 方程 (14-48) 的 正则 值 .对 所 考虑 的 函 娄 宅 间 装配 模 上 外 了 上 |‖ = 
marl ifl, - Tag esc 1| ,利用 间接 解法 作 理论 分 析 可 以 得 介 如 下 定理 : 

定理 9 Syccb-iagn&kec(-101á1IxE-1.1D.102*] fiios] 一致 有 
LE VA 

ls 当 k>0 时 .方程 114-33) 的 第 一 类 逼近 解 唯一 在 休 { 当然 数值 解 也 唯 --- 存 
JE), B- SUKA B 5 T£C4-33) BRE. 
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r 当 x 志 0 时 ,方程 (14- 折 ) 的 第 一 类 通 近 解 唯 一 存在 {当然 数值 解 也 唯一 存 
在 ), 且 一 至 收敛 到 方程 (14-39) 的 解 ， 

EH 10 若 8E 玉 ,QQ 如 一 致 有 界 , 并 且 i| QPL ll = o( n0 ,那么 

I^ 当 e>n0 时 ,方程 114-33) 的 第 二 类 逼近 解 叭 一 存在 ( 当 热 数值 解 也 唯一 存 
在 ), 且 一 致 收 化 到 方程 (14- 33) 的 解 . 

r 当 kx<s0 时 ,方程 (14-39) 的 第 二 类 逼近 艇 唯 一 存在 ( 当然 数值 解 也 唯一 奔 
在 ), 且 一 致 收 人 第 到 方程 (14-39) 的 解 . 

对 于 一 些 常用 情况 ,可 以 具体 居 计 出 上 oL | 来. 
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FAEERE eee (716) 
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偏 微分 方程 eee (718) 
2.3 CRRAHERRUDPTETS 

e < (721) 

2.4 Me a (23) 
—BErRTE RENTA ……… (728) 
3.1 数学 物理 方程 oves (728) 
3.2 二 阶 线性 扎 微 分 方程 
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TT"-"-—"—" m (733) 
双 曲 型 方程 的 常用 解法 …… (735) 
4.! 解 弦 自由 振动 问题 的 

分 高 变量 法 C » {735) 
4.2 解 纺 强迫 振动 问题 

的 方法 本 (738) 
4.3 非 齐 次 边界 条 件 的 处 再 

uL : 01) 

4.4 —" 

行 波 法 ( 达 妆 贝尔 公式 ) 
4.5 PEE eene 746) 


X 


5 抛物 型 方程 的 常用 解法 .…… 
5.1 RAWWEM 
5.2. 解 一 维 眠 传导 问题 的 

Ay BS e d 
5.3 积分 变换 法 
5.4 高 维 热 传导 方程 的 

定 解 问题 eee 

6 椭圆 型 方程 的 常用 解法 …… 
6.1 边 值 问题 5 极 值 原理 


CE 


| 


CE 


6.2 格林 公式 及 其 应 用 
6.3 KPRP ee 
6.4 AAT it 
6.5 RAT 
7 Wj-EES3S XE C RACER. 
SER MEHR BOE BEER IRIS 


和 


四 


7.1 柯 时 - 柯 兵 列 去 斯 卡 媳 


定理 太 圭 尔 姆 格林 定理 


下 


7.2 仿生 分 方程 的 和 定性 


8 偏 微分 方程 的 基本 解 ………. 
8.1 基本 解 的 意义 
8.2 EARRAS DEN 

PTMX MED 

常 系数 仿 微 分 方程 的 

菇 六 稻 ee 

SORGE s 


8.3 


| (754) 


* (755) 


(757) 


si 言 


REDIERE nA SARRFET. CIRE AW 300 年 的 历 
史 。 早 期 , 它 产生 于 力学 ,几何 .物理 等 理论 学 科 和 和 工程 技术 问题 中 。 近 来 ,在 生命 
科学 .经 济 科学 中 也 提出 了 大 量 的 偏 微分 方程 问题 。 所 以 , 亡 作 为 数学 科学 最 活 茎 
的 分 支 之 一 ,一 直 受 到 广泛 的 关注 和 重视 。 但 由 于 其 复杂 性 和 困难 性 ,至 今 仍 缺少 
全 面 的 一般 的 理论 体系 。 在 0 世纪 加 0 年代 之 前 ,对 偏 油分 方程 的 研究 所 玉 用 的 
方法 基本 上 忆 于 经 典 分 析 , 在 此 基础 上 建立 了 偏 微分 方程 的 经 典 理论 。 在 加 世纪 
30 ~ 多 0 年代 ,由 希 尔 伯 特 (Hilber) 创 导 , 索 波 列 夫 (Sobolev) .彼得 罗 夫 斯 基 (Petro- 
veky) 和 施 瓦 兹 (Schwarz) 先 后 开始 应 用 泛 函 分 析 方 法 研究 妨 油 分 方程 ,建立 了 索 波 
PRSA ARARE, HELE TRADI EERE e. A 20 世纪 60 fF 
代 以 来 IRA A R A E EA T A a ARE 5) a JL 
何 Ja db RO SERERE: HD 2E E T MA RECTE EN Fourie BUT RET A 
马 斯 罗 夫 {Maslov) 算 子 理 论 ,总 称 为 微 局 部 分 析 理 论 。 自 20 此 纪 80 年 代 起 ,这 些 
现代 方法 又 广 泛 应 用 于 非 线 性 偏 微 分 方程 的 研究 ,于 是 且 非 线性 微 局 部 分 析 、 几 
何 测度 论 .粘性 解 和 无 穷 维 动力 系统 等 等 一 系列 现代 理论 ,从 而 大 大 促进 了 偏 微分 
方程 理论 的 莫 孝 发 展 。 

本 篇 主要 介绍 偏 微 分 方程 的 经 典 理论 ,如 特征 理论 、 适 定性 则 论 等 ,和 典型 方 科 的 
常用 解法 ,如 分 离 变 量 法 .格林 函数 法 等 ,也 介绍 近代 理论 中 的 ” 些 概 念 ,如 基本 解 ， 


1 偏 微分 方程 的 基本 概念 


1.1 一 般 概 念 和 记号 


在 自然 科学 和 工程 技术 的 各 种 运动 以 及 平衡 现象 等 等 侈 研究 中 ,常会 过 到 含 
多 抑 末 知 末 数 及 其 偏 导 数 ( 或 仅 含 篇 导数) 的 关系 式 , 此 关东 区 称 为 偏 微分 方程 t 
关系 式 不 止 一 个 ,就 称 为 偏 微分 方程 组 .例如 ; 


d 2 
aly) ga e by, + cya fna (E-1) 
JuY (24V. |, - 
(54) «(5:) = (12) 
Pu 0g Fu 
= € 2250; 3 
Âu 2x ox * tp? 0 (1-3) 


J a An; (074) 


。 714 - 3B 3 篇 偏 微 分 方程 


E: 

98 7 PAu; (1-5) 
(1 + u$)ng 一 了 区 zy (19 uu, 20: (1-6) 
Qu ae e 

[oe x , 

2 (1-7) 


2v du n. 
Jt + a(u)5. -0; 


du dg quito, tn ta, 
d ILI MM CORE -0. (1-8) 

人 们 所 研究 的 偏 徽 分 方程 及 偏 微分 方程 组 ,有 的 在 物理 及 力学 方面 有 重要 应 
几 , 如 (1-3)》.(1-4) (01-5) 及 (1-7) 式 ;有 的 在 几何 学 或 其 他 数学 人 妇 支 中 有 特殊 意义 ， 
如 (1-6) 式 ;其 他 一 些 方程 (组 ), 其 形式 更 为 一 般 , 在 护 微 分 方程 的 理论 研究 及 应 用 
方面 往往 也 是 重要 的 . 

偏 微分 方程 (组 ) 所 包含 的 最 高 阶 导 数 的 阶 称 为 该 方程 (组 ) 的 阶 数 ,例如 (- 
1) (1-2) 和 (1-7) 式 是 一 阶 的 ,(1-3) - (C06) E BER C18) a tart n t an, 
阶 的 . 

若 偏 微分 方程 (组 ) 关 于 未 知 函 数 及 含 导数 都 是 一 次 式 ., 则 称 这 个 偏 徽 分 方程 
《组 ) 为 线性 的 ,否则 称 为 非 线 性 的 。 在 非 线性 方程 (组 ) 中 , 若 对 未 知 函 数 的 最 高 阶 
导数 来 说 是 线性 的 , 则 称 之 为 拟 线 性 篇 补 分 方程 (组 ) ,否则 称 之 为 完全 非 线性 偏 微 
5125 8 B). 800-0. 0-3), (1-47 和 (1-5) 式 是 线性 的 ,其 余 是 非 线性 的 ,其 中 (1- 
6)《1-7) 式 是 拟 线 性 的 ,而 (1-8) 式 常用 来 表示 一 般 的 完全 : 撕 线 性 方程 . 

若 线 性 偏 微分 方程 (组 ) 中 有 某 项 既 不 售 未 知 畏 数 又 木 会 其 偏 导 数 , 则 称 该 方 
程 ( 组 ) 为 非 齐 次 的 ,否则 称 为 齐 次 的 . 线性 方程 (组) 最 重要 的 性 质 是 和 加 原理 成 
I" E tti + Liz f Tr TEZEBE RR, MEE TE Ai 和 Àz At + À2 45 也 是 
该 方程 的 解 . 这 里 称 函 数 xf 在 方程 组 的 情形 下 是 一 组 函数 ) 为 偏向 分 方程 的 解 ( 或 
积分 ) ,车 在 指定 的 区 域内 u 是 连续 的 , 且 具 有 方程 中 所 出 现 的 一 切 偏 导数 .并 对 
区 域内 所 有 点 都 一 致 地 满足 方程 . 

车 在 空间 R 的 某 个 区 域 人 上 讨论 问题 , R^ 的 坐标 为 #1 ,x2,…, a MEE 


ETETE x iOS Aau 3% p Bpo pro p 79 p. slut d dein s 


gatit +a 


uy F 3u, ECL - 8) 式 可 


a = alaa an, Mi laæl= i E PE P 
以 简 记 为 
F(x;u; pi du) - D. 

利用 简化 了 的 记号 可 将 一 般 非 线性 偏 微分 方程 组 写成 

FG s ip IPye) (Gm luheua) 09) 
这 是 包含 n 个 方程 的 方程 组 ,其 中 含有 m 个 未 知 函 数 ,各 个 方程 中 对 u; IUE ERE 
导数 af{i, 门 依赖 于 二 和 j. 当 n> m 时 称 (1-9) 式 为 超 定 方程 组 , 当 n< m 时 称 (1-9) 
TAKETA, H n= m 时 称 为 确定 方程 组 ， 


| duo rA ERE CGU: -745 - 


1.2 RRDA SRA NNE 


XT — n RRADHE, CERNEI C EZ: T BE 9-8 p RTT REPE) AGER 
Fa [EROS ARAMADA ER I BI ARREDRE NE A18 d. EmA 
微分 方程 的 解 可 能 有 很 多 ,与 常 微分 方程 的 解 依 赖 于 若干 个 生意 常数 相 比 , 它 的 自 
由 凑 往 往 会 更 大 ， 

LB. uy, = fixy), (1-10) 
它 的 解 可 以 写成 


u(x. y) = [T RE, patay + æla) + vC y), (11D) 
Xp ü 


其 中 wir) o y) PT E BEES DTE iS $5 
gp ns mie er ITI (1-12) 


方程 (1-12) 实 昧 上 是 a 阶 齐 次 函数 肠 满 是 的 欧 拉 (Ewer) KER. 事实 上 对 任 一 a 
BARAR uli, agttt ,满足 


animer n aoo x. (1-13) 
将 它 关于 : 求 导 并 令 := 上 即 可 得 到 u 满足 方程 (L12). 若 在 (LI3) 式 中 取 := 一 , 则 


SpOXp o Xe m 
Xn * Xs Xu 
于 是 s 可 以 用 一 个 依赖 于 n - 1 个 变 元 的 函数 yg(&, 包 …- ,总 1) 写成 如 下 形式 
Xp o Xn - 1 
se 

这 表明 方程 (1-12)? 的 解 可 以 自 HARAT E n- 1 T 7E CI STR. 

在 对 偏 微分 方程 的 研究 中 ,一 般 感 兴趣 的 是 它 的 解 , 比如 讨论 其 解 的 性 质 和 结 
构 以 及 求解 的 方法 等 等 .但 求解 偏 微 分 方程 往往 是 相当 复 做 的 ,与 常 找 分 方程 相 比 
它 的 解 一 般 来 说 很 难 用 通 解 形式 给 出 来 ,即使 对 于 线性 方程 也 是 如 此 .所 以 对 篇 微 
分 方程 的 求解 往往 更 多 地 是 研究 其 在 一 些 特定 条 件 下 的 解 ,并 称 这 些 用 来 帮助 决 
XE TORRE E AREE A XE BER TE. 

在 求解 常 微分 方程 的 特 解 时 所 需 的 定 解 条 忻 常常 是 在 给 定 的 区 间 ( 有 限 或 无 
限 ) 的 两 端 ( 即 边 界 点 ) 对 未 知 函 数 的 值 或 者 其 他 性 质 加 以 兵种 限制 而 对 偏 微分 方 
程 求解 时 ,由 于 自 变 量 在 高 维 空 间 中 变化 ,其 变化 区 域 以 太 区 域 的 边界 将 会 相当 复 
杂 , 因 此 在 区 域 的 边界 纵 出 的 定 解 条 者 也 会 有 更 多 的 形式 .…- 般 称 给 定 在 区 域 的 边 
界 上 的 定 解 条 件 为 边界 条 件 ., 在 某 些 情况 下 ,出 现在 方程 中 的 某 个 自 变 量 可 以 赋 子 
“时 间 " 的 意义 ,例如 前 面 提 到 的 方程 1{t4) 和 (1-5) 中 用 上 去 示 时 间 ,而 := to 的 超 平 
面 又 俗 为 所 考虑 区 域 边界 的 一 部 分 , 则 将 ;= to 超 平面 .上 结 测 的 边界 条 件 称 之 为 
初始 条 件 . 

常 微分 方程 同 候 徽 分 方程 在 解 的 存在 性 方面 也 有 相 闻 大 的 差别 .对 常 搬 分 方 


ulxi,x?,77.x IPTE 
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程 有 解 的 存在 性 定理 , 即 在 相当 一 般 ( 比 如 说 要 求 连 续 性 等 等 ) 的 条 侍 干 可 以 证 明 
其 解 是 局 部 存在 的 . 而 对 篇 徽 分 方程 ,虽然 对 许 客 常见 的 俩 微分 方程 在 不 考虑 定 解 
条 件 时 , 解 有 很 大 的 自由 度 , 但 也 有 许多 条 件 非常 好 的 偏 微分 方程 ,其 解 娜 怕 是 在 
非常 小 的 局 部 范围 内 也 是 不 存在 的 .这 方面 第 一 个 无 解 力 如 的 例子 是 Hans. Lewy 
1957 年 给 出 的 { 这 个 例子 曾 被 称 为 加 世纪 知 年 代 偏 微分 庆 程 的 三 大 里 程 碑 之 一 ， 
它 的 产生 便 人 和 们 庆 识 到 偏 微分 方程 的 研究 同 常 微 分 方程 相 比 有 本 后 性 的 不 同 ) ,他 
所 构造 的 方程 是 一 个 具 包 项 式 系 数 条 件 非 常 好 的 一 阶 线 性 偏 微分 方程 , 竺 
S(t) tiat FE sayo, (1-14) 

其 中 了 为 某 个 在 WO PARLAS TAAA PRAE Lewy 证 明了 方程 人 1-14) 在 原 
点 的 邻 域 内 不 存在 解 u. 

因此 ,人 们 对 偏 微分 方程 的 研究 方法 与 常 徽 分 方程 相 比 有 很 大 的 不 同 ,从 而 形 
成 了 两 个 独立 的 数学 分 支 .然而 尽管 有 这 些 差 别 , 常 微分 方程 中 的 理论 和 方法 对 于 
篇 微分 方程 的 研究 而 言 仍 是 相当 重要 的 . 


2 一 阶 偏 微分 方程 


2.1 完全 积分 .一般 积分 和 奇异 积分 
一 舱 偏 微分 方程 的 一 般 形式 为 
du du su) -0 


r[ Vir Yr» REUS DO, (2-1) 
著 方 程 (2-1) 的 解 包含 n 个 函数 , 刚 这 种 解 称 为 一 般 积分 { 通 解 } 如 果 解 包含 n 个 
独立 的 常数 , 则 称 这 样 的 解 为 完全 积分 [完全 解 ); 若 CO, x x C1 C2， 
=0 为 一 防 方程 人 1) 的 完全 积分 ,从 G-0,98 =0 Ilgis o ÞPÄE G, E 
mAAR , Du Fg 7 777 PRERTESRERE CREER AT) AWER, — RA E 


1) 的 任何 解 均 包 含 在 一 般 积 分 内 .或 完全 积分 内 或 奇异 积分 内 . 
对 一 阶 偏 微分 方程 (2-1) ,假定 下 对 所 有 变量 均 有 连续 的 一 阶 筷 导 数 , 则 称 


2 
Pi (lm iszn) (2-2) 


2 一 阶 偏 微分 方程 (01077 


— —€— ————— Les 


为 非 线 性 方程 (2- 1) 的 特征 方程 组 . 此 特征 方程 组 还 可 写成 如 下 等 价 的 形式 


dod du dp 
JF © T 2E oF 9F ar ar , 9F 
3p, Jp, 2n Jp Pri tP, dx, * P Ju 
(2-3) 
设 特 征 方程 组 的 解 为 
x;-axt) (2-4) 
[ecco (le ín), (2-5) 
p = p, C£) (26) 


3ERKEE S dE TERI 043 PRO-D SHOE E x ,x*;,… ,x, co 空间 的 曲线 (2-4) 和 
(2-54 AEZR PE f 05 77; FE (2-10 PIS GE HR ER. ED IRR Zi xor x iip. 
Prot pn) 在 特征 方程 组 的 任 一 和 解 x = lihu ut pi nOD G2 H2, 77 e) 
上 等 于 常数 , 即 
Z(xi CO x GO x G)suCOspiCO paCO snp (D) = €, 
则 函数 ZCx xesmrixiti po pp» ,Pa) 称 为 特征 方程 组 的 首次 积分 . 
Bii 解 -- 阶 齐 次 线性 偏 微分 方程 


和 0 {2-7) 
HO ”方程 (2 了 7) 对 应 的 特征 方程 组 为 
dx, x; 
dx, B XI + 
dx; X 
dx, x’ (2-85) 
dx, X. 
dx, xı 
或 写成 对 称 的 形式 : 
dm dx _ dm 
Xp 02 XQ 
由 上 式 可 以 求 出 (2-8) 式 的 证 -上 个 互相 独立 的 首次 积分 : 
32 LN NE 
a Cx T "xac n=l“ 


并 且 这 些 首次 积分 均 为 方程 (2-7) 的 解 ,由 常 微分 方程 知识 可 知 ,方程 (2-7) 的 全 部 
的 解 可 以 写成 


uso 5,5, 8), (2-9) 


这 里 p ROGOEGUBHMES IE IE. 
由 表达 式 (29) 可 知 ,方程 (2-7) 的 任意 解 均 是 零 次 齐 次 两 数 , 实 际 上 方程 (2-7) 
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正 是 零 次 齐 次 函数 所 满足 的 欧 拉 方 程 . 
Bo 考虑 方程 = 并 站) c pen. 


解 方程 的 完全 积分 为 
uc ax fla)y e b. (a,b HERES TIO. 
这 个 方程 代表 一 个 平面 ,其 一 般 积分 ( 通 解 ;可 由 下 面 方程 组 
uzaxctf(a)y* pta), Üoxef'Ca)y e q'Ca) 

给 出 .这 是 -个 可 展 曲 面 ,其 几何 意 兴 为 :从 通过 空间 -: 闭 定 点 (例如 原点 } 作 出 平 
行 于 形成 完全 积分 的 平面 ,这 些 平 面 仅 依赖 于 参数 @, 因 此 包 络 成 一 个 顶点 在 原点 
的 锥 面 . 由 此 可 吕 这 个 曲面 的 母线 平行 于 刚才 所 述 的 锥 和 面 的 母线 . 

若 计 其 完全 积分 两 端 对 占 求 导 会 得 到 四 = 1 的 巴 盾 方程 ,这 表明 此 例 中 没有 奇 
EU. 


2.2 几 类 特殊 的 一 阶 偏 微 分 方程 


(D REREH voy cc ERIT ROI RHOD. 


这 种 方程 的 形式 为 
az 2) _ 
Jx'ay = 
其 完全 积分 为 z= ax + ky & b, HP ak 56 HAME, E fa, k}=0. 
例 3 和 解 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 
az az | 
dx dy ^C 


解 ” 由 已 给 的 偏 微 分 方程 可 知 ak = loko 二 ,故此 偏 微分 方程 的 完全 积分 为 
X 十 五、 


z= art 
(2) 只 最 含 一 个 变量 的 情形 ， 
MEL 


对 于 r( ».53,55) = o STRIS = ee 为 常量 ) ,然后 从 F( x,32 ,eaj =0 PW 


mz gg? - e.) Sta 2 tut 


ox" 
d d 
dz = gada + 3ydy， 
得 dz= q(x,a)dx + ady, 
积分 后 可 得 完全 积分 
zc [eG a)dz + ay + b. 


2 一 阶 偏 微分 方程 。 749 - 


用 同样 方法 可 求解 F{ 55.57) BEDE. 
Bla 求解 3 =2x 产 . 
Wh Oii = ,从 给 定 的 方程 中 解 得 5 «Das M 
dz = S das 入 dy -2axdx + ady, 
积分 后 得 完全 积分 为 
z= ax? * ay * b. 


Ws REZ n). 


dx 


Rb RI. = .从 给 定 的 方程 中 解 得 3z = 22^ y, TU 


dz = SEdx+ dy - adx + 2a! ydy , 
积分 后 得 完全 积分 为 


j= ay) b. 


p rs) -0 到 


KH TOS = a SE .代入 方 程 F( rst) = =0 中 解 出 经 = olaa), PEHR 


些 值 可 得 
dz = píz, a)(dx + ady}, 


积分 后 可 得 完全 积分 为 
X tay — ] zi tob. 
tT, a) 
BI 6 sumo [ (35) = + (5) ] -4. 
TTE _ a z PEN i 而 
W i -a ,从 给 定 的 方程 中 解 得 3 = —Á EL Li 
dx 十 ad 
3v IAEA + ady). 
两 边 积分 后 可 得 完全 积分 为 
x+ar= £(z t a2) +b, 
或 (x ay- b) - (z oa). 


(3) sn fh «.55) = (y. 52) totemen 
这 时 可 设 方程 两 边 均等 于 -- 个 任意 常量 PHAR TIRES AUSTRIE M 


Zz 


-gíx,.a), 到- dy. a). 
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由 此 可 得 到 ds = oix, adds + gty,a)dy, 积 分 后 可 得 完全 积分 为 
z= ÍoG. a)dx e [oy dy +b. 


Dz dz 
97 求解 2y + 3 = Hx dy’ 


解 ” 原 方程 可 变形 为 CE X, 


令 两 边 都 等 于 a, 有 
Az =xía+l1}, 2: letl, 


从 而 dz= (e+ Di sdx + Tay) .两 边 积分 后 可 得 完全 积分 为 


zzl (EE an 


(4) 殉 革 洛 方程 
dz da dz dz 
Z= 3x tY oy 25): 
其 完全 积分 为 
z- ax t by € f(a,b). 
(5) 型 如 e( 52) = e( y. 52) + :的 特殊 方程 
这 时 可 用 分 离 变量 法 求 它 的 完全 积分 . 令 
zz f(x) + gí y), 
代 人 原 方 程 可 担 
plaf CTI Fr) = py + giy). 
该 就 把 变量 x 和 y 分离 了 .上 式 左 边 仅 是 * 的 函数 ,而 右 述 具 依 赖 于 y, 因 而 得 到 
Pr (x - fíéx) 2 Hy g (rt eC y)2C 
E+ oc 为 常数 .从 常 微分 方程 
g(x,fF'(Ox) A(x)= 
plyg (O0) g(y)2 € 
分 别 解 出 f(x) 和 gy). BE zo f(x) + gl(Y) 可 以 得 到 原 上 方程 的 完全 积分 . 
例 3 XE t ZEE mz. 
M dti-f) kg DAT RESI 
xf'(x) - mix) = - yg'(y)  mgCy). 
ECL x (x) — mf(x)- CI- ye (v) + mgCy) = 人 ,可 得 


Koza- E, 5(7) = b te. 
所 得 * = ax" + by" 为 原 方程 的 完全 积分 . 
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2.3 一 阶 毛线 性 贪 微 分 方程 


全 有 两 个 自 变 基 的 一 - 阶 拟 线 性 偏 油 分 方程 是 
a(x yz) a bey s = ele, y.a). (2-10) 


IRAR olsy blayi DM eiry D ETETEA S: tE AAEN- 
阶 偏 导数 , 且 a 和 5 TE G 内 不 同时 为 零 . 

方程 (2-10) 的 几何 意义 :上 册 区 域 G BRA AR xy o AXE a, be) 
方向 数 引 一 向 量 , 这 样 就 在 区 域 6 中 的 每 一 点 确定 了 一 个 方向 ,因而 得 到 了 一 -个 
方向 场 , 称 之 为 由 炉 微 分 方程 (2-10) 所 确定 的 方向 场 . E HEBR E : px 903 


程 (2-10) 的 积分 曲面 ,那么 它 在 (x,y, g(x,y)) 处 的 法 线 旋 向 数 为 p= 22 ,9 229 


üx Oy" 

- 1, 适 合 等 式 
ap * bg £ c( - 1) 20, 
EREHE Ca, b. cof EC p.a. — 1 是 互相 垂直 的 .所 以 积分 曲面 z= px s) 
上 尾 一 点 的 法 钱 与 方程 (2-10] 的 方向 场 在 这 一 点 的 方向 是 世相 垂直 的 . 
男 一 方面 ,一 阶 常 微分 方程 组 
EP 
-za(x,y.z), 


di 
dy — _ 
re (2- 1t) 


d = c(x yz), 


TEC, y DRA PAEA 8) 55 53 (i 0 75 2 C2 - 1088887 10337 18] 35 — 8I, PCR 
方程 组 (2-11) 为 偏 微 分 方程 (2-10) 的 特征 方程 .而 常 微分 片 程 组 (2-11) 的 每 一 和解 
x= X= yii), z= zt!) 在 三 维 室 间 (x,y,z) 中 表示 … 茶 曲线 ,这 条 曲线 称 为 -- 
阶 炉 积分 方程 {2-10) 的 特征 曲线 . 

一 阶 偏 微分 方程 (2-10) 的 求解 问题 和 常 微分 方程 组 介 -11) 的 求解 问题 在 下 曾 
的 意义 下 是 等 价 的 : 

1* 特征 曲线 族 所 织 成 的 光滑 曲面 是 但 微分 方程 (2-40) 的 积分 曲面 ， 

r AADF LDR — T Br HII z= ?tx 可 以 由 特征 曲线 族 组 成 ， 
即 过 曲面 z = Pr,y) 的 每 一 点 所 引 的 特征 曲线 整个 落 在 收 击 z= px y) E. 

由 此 可 得 求解 一 阶 拟 线 性 偏 微 分 方程 的 方法 :首先 作 昌 它 的 特征 方程 (2-11). 
并 求 出 它 的 全 部 解 ,然后 从 其 中 选取 一 族 特征 曲线 ,使 它 织 成 光滑 曲面 ,这样 就 得 
到 方程 (2-10? 的 一 个 积分 曲面 . 

柯 西 问题 : 若 在 方程 (2-10) 的 定 习 区 域 C 中 预先 给 定 了 一 条 曲线 

了 (2-12) 
要 求解 方程 (二 10) 的 这 样 一 个 积分 曲面 * = px y FEE UE USER LEE 
zol t) m gi xolt), yott)), 
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这 个 问题 称 为 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 的 柯 本 问题 , 它 是 常 微 分 方程 的 补 始 值 疝 题 
在 仿 微分 方程 中 的 自然 拓 广 .这 里 需要 假定 volt vo GO. zo OREZ, EB 
KELO tyo D. 

MEA FEST) 8 A AR TEET — HE ,对 偏 微分 方程 的 柯 西 问题 有 
3 种 可 能 性 ; 

I? SHE xo CE): yu C S aC xp CO s yol D oz COD b xg CO yo CO sg CDD E 
述 柯 酉 问题 有 唯一 的 解 ; 

2 如 果 曲 线 上 是 特征 线 , 即 

EN E A (0 

aCxgC 1). yokt), zot) — bCxg (D rolt) xg t)) eCxolt), pol D ,zol DY 
则 上 述 柯 西 问题 的 解 不 是 唯一 的 (有 无 穷 多 个 解 ); 

3 若 二 不 是 特征 线 ,但 是 

xg (0: yy Cr) m a xoCt) yol), soc 0 : b xg C EO volt) ag CO), 

则 上 述 柯 西 问题 没有 解 . 

例 9 求解 方程 


*3, Y3479 (2-13) 


过 有 曲线 L:x-20,:-2,*Bgf8^r HR. 
N git a= 一 y,b8=x,c=0. 方 程 (2-13) 的 特征 方程 汶 


dx d dz 
ds ^ 2? T TX. i - 0, 
它 的 一 般 解 为 
xf5) = Cicos + Csins,  y(s) 2 Csins— Coeoss， z(s) 2 €. 
曲线 上 的 参数 方程 为 x =0,y=+,z = 局 ,因为 
a b -: 0 
aga Fo "|o | =-1#0, 


所 以 方程 有 唯一 的 积分 曲面 含有 曲线 L. 
根据 初始 条 件 :x(0)= C, 20,y(0 = €, (620002 C = C, mS 
x= = isins, yc-icos, z-(0, 
由 前 两 式 中 消去 A t yr 2g AABAA ERR L 的 积分 曲 
EE y. 
例 10 RARO- L:22 1,2 天 =4 的 积分 曲面 . 
解 ” 这 时 上 的 参数 方程 为 
x-22c0t, y= +2sint, z=1, 
它 的 切线 方向 是 ( — 2sin£, + 2c0st,0) ,这 和 方程 (2-13) 的 方向 场 的 方向 ( 干 2sint， 
2cost ,0) 是 一 致 的 ,所 以 工 是 特征 曲线 , AA PR (2-13) 8 2092; & T BUS Hi I ER Hl 
线 工 ,例如 


z= 多 -了 3， 


2 ALL CELM ny: 

等 均 是 所 述 柯 西 问 题 的 解 . 

例 11 试 求 方程 (2-13) 过 曲线 5:z= x x^ € =] 的 积分 曲面 . 

AL ”曲线 工 的 参数 方程 是 

X-4c08/, Y= tsmf. z-cosl. 
É Fi 成 立 着 恒等式 
Xo Ct): yg Ci) =( - sint): £ cost) 8 (- 39: x m ab, 
但 这 时 工 不 是 特征 线 , 因 而 所 提 的 柯 西 问题 无 解 . 
- 般 形 式 的 一 人 


DO X2. TS = JUX äp T- xiu). (2-14) 
其 中 a; TETA EEE Ta BERE O LREN YE. RAYREN 
dx; - 
El leiga), 


(2-15) 
du 
di = Nx xxu). 


a4 8, f^ (2-16) 
a; 2 aix) x3 noxia) f m fU xp xpo xiu) 
称 为 拟 线性 方程 (2-14) 的 特征 方程 组 , 若 曲 线 
fazan (leisn). 
Lie= ult) 
满足 特征 方程 组 (2-15) (或 (2-16)) , 则 称 上 为 氢 线 性 方程 的 特征 曲线 . 设 
yxp ka Clin) 
为 特征 方程 组 (2-16) 的 二 个 独立 的 首次 积分 , 则 它 对 于 任何 连续 可 微 函 数 
B= P (yilar, a) yal a) 


(Sf 


Ya Xp. Xa x4,38)) 20 
都 是 拟 线 性 方程 (2-14) 的 隐 式 解 . 


2.4 一 阶 妨 微分 方程 组 


(D 相 容 方程 组 ” 设 给 定 了 两 个 一 阶 妨 微分 方程 的 方程 组 
2z 22) 
P(e =0, (217) 
dz Jz 
cl ey nsus) =0, 
其 中 x,y RATH, 是 未 知 函 数 .一 般 说 来 ,不 - -ETERN := pi, y RENA 
足 这 两 个 方程 ,了 世 就 是 说 它们 可 能 没有 公共 的 积分 则 面 . 
下 面 讨论 方程 组 (2-17) 有 公共 解 的 条 件 . 
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yO 0 时 (这 里 p= 54,92 SO ARRERA EELT h O-N R 
H p flg: 
pz AC x. y. 2), ! 
U- Biz, yz). (2-18) 
BERS 4 和 号 在 (*,y,z) 的 基 个 区 域 G 中 有 连续 的 - MRFS, WRITE G 
的 等 一 点 4{x,y,z) ,方程 组 (2-18) 都 有 一 公共 的 积分 曲面 , 则 称 方程 组 (2-18) 是 相 容 
89. 
车 z= gtx,y) 是 方程 组 {2-18) 的 一 个 公共 解 , 则 可 推出 在 积分 曲面 z ox, 
y), 
A, + AB=B, + BA. (2-19) 
因此 当 方 程 组 (2-18) 相 容 时 ,关系 式 (219) 在 GI BRUML T. 
反之 , 若 条 件 (2-19) 在 和 中 重 成 立 , 也 可 推出 方程 组 (2-18) 是 相 容 的 .所 以 在 
解 相 容 方 程 组 (2-18) 时 , 先 验证 条 件 {2-19) 是 否 成 立 ,然后 把 y 看 作 参 数 , 解 常 微分 
方程 


= A(x,v.z), (2-20) 


得 到 z= (xy cC y)) Ho c dE y 的 任意 连续 可 微 函 数 , 将 此 代 人 (2-18) 式 的 第 
二 个 方程 ,得 到 一 个 关于 ce(y) 的 常 微分 方程 , 解 出 ct 再 代 人 (2-20) 式 即 得 方程 
组 (2-18) 的 公共 解 . 
(2) 法 肃 方程 ”形状 如 下 的 一 阶 偏 微分 方程 

PO(x,y,z)dx t+ QUx, y,z)dy + R(x.v,z)dz -Ü (2221) 
HARR (Píam) 5 $8. xx Bit P, 9, 在 区 域 6 中 有 连续 的 偏 导数 , 且 PORC 
<0. 现 不 妨 假定 只 关 0, 者 函数 z = p(x ,7) 通 合 恒等式 

P(x,y,o(x,y))dx + Q(x,y,qim YY + 


R(x y eG (edv + 32dy) =0, 


RO y play) SP + Plx, y pix, y))=0, 
即 
Rly play) E+ QUx y plx, y) 20. 


这 表明 z- glx,Y) 是 方程 组 
` dz - P dz 一 9 (2-222) 


ar R' dr R 
的 公共 解 ,也 就 是 方程 (2-21) 的 解 .因此 当 Rx0 时 , 求 方程 (2-21) 的 解 相 当 于 求解 
方程 组 (2-22》、 
方程 (2-21) 过 区 域 6 的 每 一 点 有 一 积分 曲面 的 充 要 亲 件 基 
十 oR JR aP QP 20 
e( 22 - 55) + o( 5E - 5E) (ST - 5.) =0 (223) 
{2-23) 式 关于 x,y,z 是 对 称 的 ,同样 当 P0, PE(CI2DUELIE S x = ely, z) BIRA 


bi. PM 
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曲面 时 ,也 可 得 到 关系 式 (2-23). 

如 果 方 程 (2-21} 的 左边 是 畏 数 w(x,y,z) 的 全 微分 , 即 

dul x,y,z) em Pdx + Ody + Rdz, 

则 uix, yz) = C REJETRCI-2 BEER ^2 HR TELA. 

法 甫 方程 在 微分 几何 中 应 用 很 广 ,并 可 推广 到 多 维 的 情 撒 ， 

(3) 求 完 侈 积分 的 拉 格 良 日 - 沙 比 方法 ”这 里 给 出 米 解 两 个 自 变量 的 一 脸 售 
微分 方程 的 一 般 方法 .为 了 求 方程 


F( x. y $5.28) =0 (2-24) 


G( sy e Sis) na (2-25) 
(ic 5(-2)5*8 S78 TERKA fll t D 
r2 Q(x.y.a.b), (2-7) 


那么 (2-26) 式 是 方程 (2-24) 的 积分 曲面 族 .可 以 证 明 ， Bx EO soam p- 


q- 5 Ji (2-26) 3f f (2- 24) 5 B 88 DRE b vr S Pre A RI e 75 $8 (2-24) 


的 完全 积分 .以 上 方法 称 为 求 方程 (2-24) 的 完全 积分 的 拉 格 朗 日 - 沙 比 [Lagrange- 
Charpit) 方 法 ， 
具体 地 说 ,函数 6 应 适合 计 么 条 件 ,方程 (2-24) 与 (2-25) 才 有 会 一 个 参数 的 公 
共和 解 族 ? 这 个 问题 相当 于 方程 组 {2-24) 与 (2-25) 是 相 容 的 问题 . 这 时 相 容 性 条 件 
应 该 是 什么 呢 ? 由 以 上 的 条 御 可 从 方程 组 {2-24) 和 (2- 臣 ) 中 解 出 p Mg: 
p= A ys.0), 9= B(x,y,z.a), 

青 把 解 得 结果 代 人 {2-24) 和 (2-25) 式 ,就 得 到 

Fix, yz A(x, y, 2,0), B(xoy.2,0)) 0, (2-27) 

GÜx,v.z, AU x, yz, a), Bx, y, z,a)) za, (2-28) 


3. 


所 以 

JF 2F9A 9FJB _ 

Jt ap EPI ag zc 

JG 269A .3638 

Jz + dpaz t qI” 
故 可 解 出 A, MB, [813838 (2-27) (2-28) A RIDGE xD y RK PEAT AEH A, EL B, 
后 代入 相 容 性 条 件 (2-19) ,由 A, + AB= B, + BA 得 到 


|F, F f. F, F, Fy E 
G Gi. | å g&l tle ell ALL 
H p= A, q= BRIXCEx.vy.z Or. HEAT EEEH (2-24) HO. -25 ELE IESR TED 
F, RITR F F, F, F, F, 
& Gl i6 attie ee c? 
Y 1 I 1 P 


且 美 于 x.y.z.p.q ER. 上 式 整 理 之 后 得 到 
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JFIG AFA JF 2m2 

qot opos eG a 5) 8 - GE E - T e DRE 

(2-29) 

这 基 - 个 关于 5 个 变量 xi yp. WRAN GATA dI JI P. 其 对 应 

的 特征 方程 组 为 
dx dy dz _ Á dp /-h[X. . dg. — 
F, FQ pF,*tqF, -(PFQepF) -CF +F) 


(2-30) 
明显 地 函数 Fix,y,z,p,#) 是 方程 组 (2-30) 的 一 个 首次 积分 .此 外 需要 求 (2-30) 
式 的 另 . -个 与 下 无 关 的 普 次 积分 Gs yz pq) MERCER R EO uo. 


例 12 求 方程 ( 2) «Gr = 1 的 完全 积分 . 
解 这 时 特征 方程 为 
至 =2p。 4 224. 至 = 2(p2+ q) = 2， d2 <o, dto, 
所 以 p= a 是 它 的 -个 首次 积分 ,并 且 与 六 + g- 12636 il 


Us, 

Pel, 

解 出 p Rg BR pag v l-a AE 

zcaxtvl-avytb 

是 方程 的 完全 积分 ， 
例 33 求解 偏 币 分 方程 2 - a? 25-2 SE + 3157 = 
E BHI F-22x-ax5p -2zg+ 阿 ,对 应 的 特征 方程 为 

dp | dq | dx — dy dz 


22-2qy 0 sg 2xy-p pji«2xyp-2pq' 
显然 4=a 是 与 中 无 关 的 一 个 首 狂 积分 , 故 联 立 


Leo, 
F 20, 
可 解 出 p= Sip en 
因此 由 
dz = pdx + gdy = 242—934, + ady, 
即 dz- ady — 2xdx 
z- ay “e-a 
两 边 积分 可 解 出 
z— ay + b(x2— a) 
是 原 方 程 的 完全 积分 . 
2 z 
& 14 求解 { 3 + (下) + 六 六 -+ sZ- y% -2+ xy =0. 


2 一 阶 伪 微 分 方程 07225 
E ” 它 的 特征 方程 是 
2o dx 0 20 dy 2020 dz |... 
2pt q-v 2944p-x Hp q^ pq) - py- qx 
-dP __ dg — 
q—-Y*t2p p-x*2q4. 


因此 dx - dp - 0, 
从 而 得 到 一 个 与 下 无 关 的 首次 积分 
p-x-a. 
由 
p-x-a, 
"m g + pg- qx- py-2z t xy -Ü 
DE DUET 
六 = 次 十 党 
qz - F tf a+ ay- (atatt, 
故 


dz = pdx + gdy 2 (x + adra [ -3 a 2+ ay- Gea) E dr. 
这 实际 上 是 一 个 法 甫 方程 , 即 
2 
dz+ Ay dy - (x+ a)dx 22r Grat) 


A O 
2z+ ay-{x+a) +4 Iaf 22+ ay - (x c a) + 


两 边 积 分 有 
y bal 2z+ ay- (afa f. 
因此 
== 二 | (x+ a K (y & b)! - a - 5] 
为 原 方程 的 完全 积分 . 
一 般 而 言 ,对 多 于 两 个 自 变量 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 
DEPT 区 d -0,  J (23D 
车 z= g(x Xo) 为 (2-31) 式 的 非常 秆 解 , 则 eoruin, ERA A H 
du (bons) (Ix ian) (2-32) 


t 
的 首次 积分 .以 上 结论 反 过 来 也 成 立 . 故 只要 能 找到 对 应 p 方程 (2-31) 的 特征 方程 
组 (2-3 失 ) 的 首次 积分 ,也 就 等 于 找到 了 方程 (2-31) 的 解 . 
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3 ORRERA IE 
二 防线 性 偏 微分 方程 的 一 OMA 
2 + EE = f, (3-1) 
或 
PS EE DT EET (3-2) 


其 中 aj. b.c 称 为 方程 的 系数 ,了 称 为 方程 的 自由 项 ,它们 都 是 自 变 量 an 
的 函数 .如 果 自 由 项 A= 0, 则 方程 称 为 齐 次 储 撒 分 方程 :天 则 , 称 为 非 齐 次 仿 徽 分 
方程 .如 果 所 有 系数 都 是 常数 , 则 方程 称 为 常 系数 方程 ;否则 , 称 为 变 系 数 方 程 . 

二 阶 线性 偏 微分 方程 中 最 基本 的 是 数学 物理 方程 . 


3.1 数学 物理 方程 


数学 物理 方程 是 描述 一 些 典 型 物理 现象 的 偏 微 分 方程 . 
1, 波动 方程 
I^ 纺 ( 杆 的 纵向 ) 的 无 阻尼 自由 振动 方程 


其 中 u 表示 弦 的 横向 位 称 ; a? = ,了 是 汞 上 的 纵向 张力 ,p 是 弦 的 线 密 度 . 
2 弦 ( 杆 的 纵向 ) 的 无 阻尼 强迫 振动 方程 


RP Guo» FL Fea, DAER EMAA E. 
> 入 (村 的 纵向 ) 的 有 阳 尼 强 过 振 动 方 和 
gu rp% a? 3 s fa, t), 
Stp k RUE RH. 
4^ 膜 的 无 阻尼 自由 振动 方程 
Fu -o(s eu), 
ap ax: + ay 
其 中 “表示 膜 的 柄 向 位 移 ; a? = T T 是 膜 上 的 张力 ,p 是 肛 的 面 密度 . 
5» 膜 的 无 阻尼 强迫 振动 方程 


3 二 阶 线性 偏 微 分 方程 


Pu (2 2a) 
agp "X + 3p fix. y. t), 


其 中 fy EU. ps y RR EIAS. 


6G 电磁 波 方程 
ag (28 FE ZE) 


ap^? ag uM 2g 
2. 热 导 方程 
e 绝热 组 杆 的 无 源 热 导 方 程 
Ju 12 
"ru a da? , 


Hob u 表示 温度 ; - PEL 是 物质 的 比热容 ,w 是 细 杆 的 线 密度 ， 


2 绝热 细 杆 的 有 课 热 号 方 程 


du Ju 
EF =a o4 tfla), 


Jet juo = 全 生生 PFC, 人) 是 纺 上 的 热源 密度 . 
y 非 绝热 级 杆 的 有 产 热 导 方 和 


了 = 93 -k(u- up) * fix. t). 


HB ok de S ni ERR us BAR. 
49 绝热 圆 盘 的 无 源 热 导 方程 
du ál Fu 4 x] 
2p 7 lag? ay] 
其 中 at= "EL 是 物质 的 比热容 ,而 o AEIBI ZR S EE SER. 
5^ f£& fn AE ESPERE 
du Ju 
ETE $4 *54) + Yat). 
其 中 Aayi) o FENE RC, y, DEME EARE. 


六 三 维 热 导 方程 和 扩散 方程 
Ju _ (2u ia Že + 2) 
dt "lag tay taz 
T 电 磁场 理论 和 流体 力学 问题 中 的 连续 方程 


du y, - 
di +Y (uv) 2 0, 


Kv = i 3- "DE. 5; * T 3, ' 称 为 哈密 顿 算 子 , 读 作 “nabla”. 


7929 : 
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3. 调和 方程 

r BE HD EERUBRE Poisson) A E 
Au -0Ü, 
Mn f, 


a 2 m$». 2o 2 P 
其 中 心 = za tE) 'A= + a9 785-25 tit 525( 三 维 ) 称 为 拉 普 拉 
斯 算 子 . 拉 普 拉 斯 方程 和 灌 松 方程 描述 的 是 恒 稳 的 物理 现象 ,如 恒 稳 电磁 场 . 伍 稳 
温度 场 等 . 
2 EWEA ( Helmholtz) 73 $8 
AV + AV z Ü, 
其 中 1 >0. 
B 党 子 反应 堆 理 论 中 的 中 于 方程 
AN+ a? N 2 0, 
其 中 N 表示 中 子 数 . 
以 土 这 些 例 子 都 是 实数 域 上 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 , 除 此 之 外 ,数学 物理 方程 
还 包括 其 他 一 些 方 程 ,如 
r 量子 力学 中 的 薛 定 部 方程 


980 M 

ih ar^ T5400 * Vu (AExESS), 
k Æ 

T5496 t+ Vu = Eu (XE). 


2 杆 的 横 庙 自由 振动 方程 和 强迫 振动 方程 


3.2 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 和 化 简 


1. 两 个 自 变 量 的 方程 
(0435 两 个 自 变 量 的 方程 的 一 般 形式 为 
Gips + aply 十 Agly + b u, + Dou, + en = f. (3-3) 
ap- au az FE JE PRG BUE. — Brot 7o E 
andy? - 2aj5dxdy + andr’ 20, (3-4) 


称 为 (3-3) 的 特征 方程 ,其 积分 曲线 称 为 (3-3) 式 的 特征 线 ， 
P 当 迪 -ellan>0 时 ,(3-4) 式 有 两 个 不 同 的 实 积分 , 妈 (3-3) 式 在 每 一 点 上 


3 —Br£&TE leo A Re «731 - 


TE PL SCBEUEZE XX BE. (3-3 38 PRO X d 7 E DEO LE a Ay RO 8 D P 

P " ab-ay a5 70H], G-A)5/78 PSTB ESTE ELA, BD (3-3) A E dg E 
RA- ERER. AH (3-3) 35 P 2g 4g 0 75 38. I Deep P o Weg ERE 

P Hab- aran < 0At, G- ORA -AAEE BUC3-3) 5 PUE EE GE 
线 .这 时 ,43-3) 式 称 为 桶 圆 型 方程 .例如 ,调和 方程 是 椭 | 大 型 方程 

中 还 有 所 谓 混 合 型 方程 , 即 在 讨论 的 区 域 中 ,在 一 个 了 域内 是 一 种 类 型 ,在 对 
一 子 域内 是 另 -- 种 类 型 .例如 ,方程 

Quy, uy, =U, 

其 判别 式 :ou - nanc - y, 方 程 在 上 半 平面 是 椭圆 型 的 ,在 下 半 平 面 是 双 咎 型 
的 ,所 以 ,方程 在 全 平面 上 是 混合 型 的 . 

(iE PEE RIA 

$£-68(x,y), p= gix, y}, (3.5) 


其 雅 可 比 (Jaeobi) 行 列 式 
_ (6,9) 
T= ale, y} 9 
将 (3.3) 式 化 为 MM 
Gp Ug t2dp ug + En y t+ b uc bou, + eu - f, (3-6) 
其 中 


ān= ang *2ap££, + an 8, 

an= Gy £g, t ap( Egg, + £,9,) * ax 6,9, 

īp = anytai + an3., 

bi = tfa + ddr 十 any * bi t 535, 

b= Gil Pe T 20122, G7, t bin, t h. 
A E Ej UE 75 ROME zd] — Er n C7 TR 

Guzzi + Zanti + 4322 - 0. (3-7) 
I^ fn - 3) REX R E, 9 为 43-7) 式 的 两 个 相互 独立 的 解 ,使 得 二 
= üp = 人 浊 , 于 是 ,(3-3} 式 化 简 为 


Ue + Pilg t Dou, t Yu 6, (3-8) 
_ ob -e DOA 
其 中 Pi = zap B= zan’ GETTA 285 
BS| AE 
„Et? E 
| 02" 2" 
可 将 (3-8} 式 化 为 
Us, — uy Bu, t+ fou, Yu m, (3-9) 
其 中 B= &.5h-h 


性 G5 


n 
(3-8) 和 (3-9) 式 都 称 为 双 曲 型 方程 的 标准 形式 . 
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x 如 果 (3-3) 式 是 抛物 型 的 ,(3-7) 式 只 有 一个 独立 的 解 , 取 之 为 上 , 取 E 
一 .与 此 解 独立 的 函数 , 则 "m 一 81520, 于 是 ,{3-3} 式 化 简 为 

uy, t Pite Paus + Yu, (3-10) 
其 中 B= 起 ,入 = 起 ,= 站,8= 直 (BLx0, 否 则 就 成 为 常生 分 方程 了 )， 


tn 
{3-10) 式 称 为 抛物 型 方程 的 标准 形式 . 
r 如 果 (3-3) 式 是 权 圆 型 的 ,(3-7) 式 有 一 对 共生 复 解 ,分 别 取 其 实 部 和 虚 部 为 
Š, 5, lit a, = 55,045 20, 于 是 ,43-3) 式 化 简 为 


c tim + Bitte t Bou, t Yu Ó, (3-11) 
b c £ 
- M =, ==, =>. 
其 中 8 Ti 8 & 1 , 人 jl XT 


(3-11) 式 称 为 椭圆 型 方程 的 标准 形式 . 
(3) 常 系数 方程 的 进一步 化 入 
P 4 u s vexp( ESH) ,代入 (3-9) 式 ,可 将 波动 方程 进一步 化 简 为 
ta — Ua + Kem hts,1), 
其 中 Kk»y- ES Ms.) = dep P ent), 


P 4 u= vep P e P) ,代入 (3-10) 式 ,可 将 热传导 方程 进一步 化 简 


为 
bm + Bi te = ACE, 9), 


其 中 h(E, q) = Se -Erfe hen). 


» Au 7 vexp( - 8155 P?) , 代 人 (3-10 式 ,可 将 调和 方程 进一步 化 简 为 
Vee + tm + Kp 2 h(s,t), 
其 中 K=7- 全 E, ae g) = se ( EA). 


4 
2. 多 自 变量 的 方程 
作 变 量 代 换 
& = Exi ots x) (kzlL2,;".n), 
其 雅 可 比 行列 式 
9(£,5 7,8) 
J= 3 s OS 


可 将 (3- 由 式 化 为 
> 7 zn + Cu = F, 


3 二 阶 线性 偏 微 分 方程 ”733 - 


其 中 
i dé JE, 
A; = au x oT, 
SE 
268, 
EST DET + Za kii FPP 


Aj 的 变换 公式 怡 好 是 二 KE. 利用 线性 代数 的 知识 (惯性 定理 )， 在 每 一 点 ,都 叮 以 
经 过 一 个 适当 的 线性 变换 使 之 局 部 “对 外 化 "(对 于 常 系数 方程 ,可 实现 全 局 对 作 
化 ), 即 
[8-0 (j æ D, 
A; = 1, - 1 EO. 


于 是 对 应 地 有 
所 有 A; 0, 并 同 号 ， 椭圆 型 ， 
有 某 些 A. = 00, 而 对 应 的 B; ux 0, 抛物 型 ， 
有 某 些 AL = 0, 而 对 应 的 品 = 0， BERAY, 
所 有 A, æ 0 有 一 个 与 其 他 的 反 号 ， 双 曲 型 
所 有 A: 0, 正 号 和 人 负 号 都 不 止 一 个 ， 超 双 有 曲 型 . 
相应 的 标准 形式 如 下 ; 
2594 4 D B SU e Que F, CLEN 
2524 + UE 24 e cu = F, jB EA EUR 
SA, Da, as F, HA, 
(Bi < m 中 至 少 有 一 个 小 于 0,) 
a D At DBE + Cua F, 3 Hl 9l , 
2154-1 4€ DIRE Oe - F. Ka XX diy x 


3.3 是 解 条 件 与 定 解 问题 


依 徽 分 方程 一 般 有 有 无穷 宗 个 解 ,在 求解 具体 问题 时 还 击 要 一 些 定 解 条 件 . AP 
与 定 解 条 件 一 起 构成 对 于 具 恒 问题 的 完整 描述 , 称 为 定 解 问题 ,其 中 单独 的 方 称 称 
为 证 定 方程 ， 

1 .初始 条 人 忻 

研究 随时 间 变 化 的 问题 ,必须 考虑 某 个 所 谓 “ 初 始 " 针 刻 (t = n) 8 RS LI 
始 条 件 . 

伸 如 ,研究 扩散 问题 ,热传导 问题 .要 考虑 初始 时 刻 的 浓度 分 布 . 尝 度 分 布 守 
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A d e br y 
u(x yz, t) | rep PT) 


在 研究 波动 过 程 时 ,不 仪 要 考虑 初始 时 刻 的 位 移 , 还 需要 考虑 初始 时 刻 的 速度 , 初 
始 条 件 为 
人 | t= ZPL), 


tu x. y, 2. t) | (ay 7 VOS ya). 


2. 边界 条 忻 

边界 条 件 是 指 偏 微分 方程 中 未 知 画 数 在 所 讨论 区 城 的 边民 上 应 满足 的 条 件 ， 
即 丘 数 或 和) 其 导数 在 区 域 边 界 上 的 取 值 .对 二 阶 偏 微分 方程 ,通常 是 讨论 以 下 3 
类 边界 条 件 . 

(1) 88 — 36 3 89 i EE CURIE SEE (Dririchlet] S& E REEE 2E SL en A E UI E 
的 值 , 一 般 的 形式 为 

u | ai? =f, 

其 中 49 dent o 的 边界 :fF 为 已 知 函 数 , 例 如: 

i? 在 范 振 动 问题 中 ,考虑 芝 的 两 端 在 *=0 和 xz*= 洁 愉 的 情形 ,也 就 是 说 ; 豆 
在 x=0 和 x*=1 的 横向 位 移 为 0, 奸 

u(x,t)| 0o=0, gix) | -1=0. 

7 考虑 区 域 只 中 的 热传导 问题 ,已 知 边界 382 AMESA yt), 

(x,y,2) C 02 ,数学 表达 式 为 
uxs yg) 二 ys 

(2)88 — 3 n FLA e CREER S ( Neumann e PE ) RUE JC ER CE UST. E yh 13 

的 方向 导数 ,一 般 的 形式 为 


EP n RRIA 的 外 法 向 .例如 ; 
I^ 在 豆 振 动 问题 中 ,考虑 芝 的 两 端 在 z=0 和 = /没有 横向 约束 的 情形 , 即 


Ju du 
2x x zü m EP "s 
r 考虑 绝热 区 域 吕 中 的 热传导 问题 , 即 在 边界 3 m e b NUES 
为 
Ju x "T «0. 
n EZF] 
(3)8& 36 2 P Se EUR 3€ ( Robin) S P) B) — REESE XS, 2J 
Ju 
9n + ou | " =f. 
例如 


e 存 张 振 动 问题 中 ,考虑 纺 的 一 端 在 < = ! 由 某 个 弹性 体 支 承 , 也 就 是 说 ,号 
在 x=0 和 x+=f+ 的 横向 位 移 汶 人, 即 
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Ju 
dJa 


其 中 e= E, k RERRRIERE, TERRAHIK. 


PREKEN PRR E FE, NER DIREA 930 与 周围 的 介质 有 盐 
量 交换 ,数学 表达 式 为 


+ oula.) S0 


] * 
2n 2n 


其 中 oc D. k, h 分 别 是 物质 的 导热 系数 和 界面 导热 系数 ， 


在 定 解 条 忻 中 ,与 未 知 蛆 数 无 关 的 项 (一 般 写 在 等 式 的 右边 ) 称 为 自由 项 ,自由 
项 恒 等 于 零 的 定 解 条 件 称 为 齐 次 定 解 条 件 ,天 则 , 称 为 非 齐 次 定 解 条 件 . 

3. 定 解 问题 

只 有 初始 条 侍 , 设 有 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 初 值 问题 或 柯 西 问题 . 2 189 (E 
问题 一 定 与 时 间 上 有关, 所 以 只 有 波动 方程 和 热传导 方程 可 以 提 初 值 问题 ,而 拉 普 
拉 斯 方程 和 泊 松 方程 是 不 能 提 初 值 问 题 的 . 初 值 问 题 的 物理 背 时 是 无 限 空间 中 的 
波动 (如 交 变 电磁 场 ) 和 热传导 问题 . 

只 有 边界 条 件 ,没有 初始 条 件 的 定 解 问题 称 为 边 值 问题 ,根据 给 定 的 边界 条 件 
又 分 为 第 一 类 边 值 问题 { 狄 利克 雷 问题 } ,第 二 类 边 什 问题 { 诺 仇 曙 问题 } ,第 三 类 边 
值 问题 { 罗 宾 问 题 } 以 及 混合 边 值 问题 .一 般 只 对 焕 圆 型 方程 提 边 值 问 题 , 双 曲 型 方 
程 和 抛物 型 方程 的 边 值 问题 是 不 适 定 的 . 

既 有 初始 条 任 , 叉 有 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 混和 台 问 题 或 初 边 值 问题 .显然 泥 
合 问题 也 是 与 时 间 ;有关 的 ,也 是 只 对 波动 方程 和 热传导 方程 可 以 提 混 合 问 题 ,而 
对 拉 普 拉 斯 方程 和 泊 松 方程 是 不 提 泥 合 问 题 的 ， 

此 外 ,还 有 带 周 期 边界 条 件 的 周期 边 值 问题 , 带 斜 边界 条 性 的 斜 边 值 问 题 , 带 
非 线性 边界 条 件 的 边 秆 问题 ,以 及 古 尔 沙 (Goursat) 问 题 , 韭 局 部 问题 ,障碍 问题 等 
等 . 


4 双 曲 型 方程 的 常用 解法 


4.1. 解 芝 自 由 振动 问题 的 分 离 变 量 法 


1. 分 离 变量 法 的 步 村 
求解 有 限 长 弦 的 振动 问题 
Hy = abu, Oc x«i,t»0, (4-1) 
HM t» 0, (4-2) 
u | -05 pix), t | ,20= {x), Oc x«t. (4-3) 
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第 一 步 , 令 u(x, t) = X(X) TCO ,代入 泛 定 方程 和 边界 条 件 ,有 
X" T" 
FAM 


X eT 
X(0) = X) 20, 
其 中 4 是 待定 常数 .于 是 ,得 到 一 个 常 微分 方程 的 特征 值 问题 
PANEM (4-4) 
X(0) = X(D 20 
和 常 微分 方程 
了 “+ eAT=0. (4-5) 
586 — Aa D EREE , RIS AE (BF PIERDE e C F 


EUM a2. (4-6) 


An = sin x, nz1l,2,- 
第 三 步 , 解 (4-5) 式 ,其 中 A 取 
nz? 
i - (29) 


T, = C,cos e + D,sin e (4-7) 


第 四 步 ,这 时 已 得 到 b= X,T, ,利用 登 加 原理 ,可 知 


u(x.t) = > C,cos t + D. sin san, ) sin NL (4-8) 


"TE l l 
满足 方程 和 边界 淋 件 . 
第 五 步 ,把 (4-8) 式 代 人 初始 条 件 (4-3) ,利用 傅 里 叶 级 数 ,可 知 


i 
6, = 3| pGOsin FEL (4-9) 


得 到 


i 
D, - 2. d x)sin xde. (4-10) 
annd g i 


把 (4- 归 式 和 (4-10)? 式 代 人 (4-3) 式 就 得 到 这 个 定 解 问题 的 解 . 

由 分 离 变量 法 求 得 的 解说 明 芝 的 振动 是 由 不 同 频率 的 驻 波 选 加 而 成 的 . 其 中 
m RAEE, u, 称 为 n 次 谐 波 ,这 些 驻 波 的 频率 mw 称 为 蓄 振 动 的 固有 频率 . 求 出 
特征 值 A, 也 就 求 得 了 固有 频率 ww,. 

2. 一 般 情 形 的 求解 公式 

方程 (4- 旺 的 混合 边 值 问题 的 解 一 般 为 

u(x,t) = > C, cos a + D,sin 31) x, (4), (4-11) 

其 中 
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Cn 


PATER x)xdx. 


D, = ! [960 Kr) ada 
n T afa ü A “+ 


n = | ds. 
其 特征 值 为 
A s(X). n21.2,. 
I? 若 边 界 条 件 为 (4-2) 趟 , 即 


u PELLIT PME 


Du 
Ya = nu. X, = sin ^s, n-1,2. 
r 车 边界 条 件 为 
u | 207 tiy |a-1=0, 
则 
y, = 3 lim, X, = sin E mo n-b2se 
r 车 边界 条 件 为 


u | .-o = th + hu | .-1=0, 
(n=1,2,…) 取 三 角 方程 


lanY, = ay, 
{其 中 a = -PER MERRY 


X, - sin Th, nzl2,. 


4 车 边界 条 件 为 
Hu, PR'LI PEFPIU 
则 
n = Dr, X, = oos 2 Dn, n-lEh2,- 
5E AN 
ly | .-o= th |,-;=0, 
则 
nann, X =e x, nz0.02.. 
6 ZA RITA 


uU. | ico n, 十 hou MEET 
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Yat nzl.2, …) 取 三 角 方 程 
cot y, = ay, 


(HEH a= D» ) 的 正 根 , 则 特征 函数 为 


X. = cos Fx, n-l,2,- 


T PURRIA 
u, — hju | -0= |,.:20, 
mn=1,2,…) 取 三 角 方 程 
tan Y, = ay, 


(Er e= - 让 ) 的 正 根 , 则 特征 函数 为 
X, = co EE + sin Fx, n-z1l,2.-. 


e EDREIRA 


uU. 一 hu | 1=0 = tx | "HELIUM 
y(n=1,2,…) 取 三 角 方 程 
eO y, = ay. 
GEB o = gy, ) 的 正 根 , 则 特征 函数 为 


X,- Pn oos 2x 4 sin "x, n-21l,2,- 


ih O7 1 I 
9 AI EYES 
w- hu | s205 u+ ħu 1-0. 
y, (nz 12, IR RARE 
| l 2L 
r= C RU hel y) 
的 正 根 , 则 特征 函数 为 
Y. 


X, = ia oce x sin f% n-l,2,- 
4.2. RESkSSGE D SIR) N E 


现在 讨论 弦 强 追 振 动 问题 . 弦 强 迫 振 动 的 数学 模型 是 具有 非 齐 次 这 定 方程 的 
定 解 问题 


u|..9zul,.;20, 1»>0, (4-12) 


人 Oc xclt»0. 
u |0 = plr) ul, ioc 9D, Oc x«l. 
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TIRE Dr LR H -IDANRA 
u(x,1) 2 U(x,t) * Ví(x,t). 
其 中 上 和 分 别 满足 
U= Un, Ox<il,t>0, 
[v | z-0= U l,.,20, 1>0, (4-13) 
U l,.o9 pfx), U, Lio (x), Ox x«l. 
V, x a* V, f(x, 1), 0c x«1.120, 
|" 1 -oo=F 耻 |. -=0， t»0, (4-14) 
V [z050 F, | 12070, O« x « f. 
{4-13) 式 可 用 4.0 AFTRA ERE EA Fd ER (4-14 ITE. 
(DEHRA 69 Bus I X E R 6159] - 族 固有 第 和 国有 


函数 (或 者 说 :特征 值 和 特征 函数 ), BOR RA o a. fa, = (72) Tn 


(X COL. BERE A PER PITE RT : 3 RE RR SELL EC [8 (0, 2]. EF P IE SEC f 
系 .因此 ,(4-14) 式 的 解 和 自由 项 f 都 可 按 这 族 函 数 展 片 成仁 里 叶 级 数 : 


VC x.t) = S nGXG). (4-15) 
fix. 0 = DN), (4-16) 
n=1 
将 它们 代入 方程 和 初始 条 件 ,可 得 - . 列 二 阶 常 微 分 方程 的 切 值 问题 
n Fa 
[^ raf ) 7.- "^ (n20,2.). (4-17) 
T(0-20, T/(0)-0 


利 胃 拉 普 控 斯 变换 法 或 参数 变易 法 解 (4-15) 式 ,得 到 
， L [t . ay iter) 
Tít) = AAGA o] 4 
所 以 


Gg 


Fix, = 27 a. ^ Cin drzX,( x) 


= D IH FCR CO X, (6E) d£ sin 


人 2) 齐 次 化 原理 ( 溃 量 法 } # OWOnrnn DRM ARM 
[riem Oczxcl.t-r, 


gn t 一 r) 


— dzX,( x). (4-18) 


Wi.lo2 Wll;20. >r, (4-19) 
Fl =0 Wl, six), erei 
的 解 , 则 (4-14} 式 的 解 为 
Vix,t) = | Wea ts edr. 
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事实 上 . ,根据 物理 学 的 解释 ,自由 项 f(x,t) 表 示 时 刻 c 作用 于 x 处 的 外 力 密 
度 , 它 在 每 一 时 刻 对 弦 的 瞬时 必用 可 看 作 是 在 该 时 刻 作用 于 此 的 冲 量 ,根据 动量 原 
理 , 它 使 速度 产生 一 个 改变 量 .把 这 个 速度 改变 量 看 作 是 在 时 刻 o 的 初始 速度 , 它 
所 产生 的 振动 可 由 {4-19) 式 描述 .再 根据 爱 加 原理 ,外 力 密 论 六 x,f) 所 产生 的 总 效 
果 可 以 看 成 无 数 个 这 种 由 冲 量 产生 的 波 的 二 加 ,所 以 , 齐 次 化 原理 又 称 为 串 量 法 . 
求解 (4- 19) 式 时 ,可 令 ;= -rr, 将 (4-19) 式 化 为 
W.-aW.u, O«x«l.s-0, 
[rias Wl,.;20, 520, (4-20) 
Wl, 520, Fl; s05 f xt), Oa<x<l. 
从 {4-2D) 式 解 得 


Wix,t) = D o. (sin St - 2) xo). (4-21) 


其 中 
1 fr! 
Dír} = ay | fo X Gd. 


L = [xx x)dx. 
g 


(RHA E ” 章 次 化 原理 是 把 在 时 间 上 持续 的 外 力 或 外 源 分 解 成 许 许 多 
多 瞬时 力 或 瞬时 源 . 进 一 步 发 展 这 一 观点 ,在 空间 中 也 把 连 线 分 布 的 外 力 或 点 源 分 
解 为 每 一 点 上 的 局 部 作用 力 或 点 源 B 


Kast) = [re (s - DEU - dde. 


1A Pj 3o ld t E) 22 558 3E i 7] [6] R2 P] ,在 时 刻 r TERT: i 8 的 局 部 瞬时 力 E, 
r)ó(x- &)ó(t - zo ERRIA /( 8,7) GÓ x t5, c), EPA G 是 定 解 问题 
[rc 


Gl,.520,Gl,., 20, (4-22) 
Gl,:520,6,1,.4 20 

的 解 , 它 被 称 为 定 解 问题 
lg = au. Üexcl,t»0, 
[else e sint t» 0, (4-23) 
ul;,2520,ul, 920, Oecxc«t 


的 基本 解 .而 问题 (4- 14) 式 的 解 就 是 所 有 这 些 e,r) GC 1: 6, c) REI LED 


VG = [AE Cla, ne, odd. (4-24) 
XT G(x,t&,T) ,由 冲 量 法 ,可 将 (4-22) 式 转化 为 
G, - a Ga =0, 
CERTI (4-25) 
Gl, 20, Gi = 6€(x - ê), 


4 双 曲 型 方程 的 党 用 解法 * 741 : 


从 (4-25) 式 中 解 得 
Gx,t;E,r) = 2 y (8) X, (sig S2 E z? (4-26) 
3e (4-26) 3 (SA CA- 24) 式 就 可 得 到 要 求 的 解 . 


4.3 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 


1. 一 般 情形 
考虑 具有 非 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 
站 
(e | som nlu |a= alt), t>0, 
u l.p Gs Lio $3, O<a<k 
可 以 通过 函数 代 换 将 边界 条 忻 齐 次 化 ,为 此 令 
u(x,t) 2 V(x,t) + Wx,t), 
为 了 使 Vix,t) 满 足 齐 次 边界 条 件 , 取 
Wa- Bs * pn， 
经 过 这 个 代 撤 ,得 到 Vix,!t) 满 足 的 定 解 问题 
Vosa^jVV e fi(x.DO,. ga<h, r0, 
[riam Tin 150, 
Vio= plx), Vli com ilr), O«x«t, 


其 中 
站 
|n en W6x,0), 
dix) 2 dx) — WCx. 02. 
lf 当 边界 条 件 为 
ul,-om palt), ulum pa? 
B, 
F = pax t pts 
2 当 边 界 条 件 为 
El oo= aft), w+ haul, i m As 人 
时 , 取 
3 当 边 界 条 件 为 


ileaz pg ulum air) 
时 , 取 
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W= pr + pa is 


4 当 边 界 条 件 为 
ul, com tao ul oim ua O 
时 , 取 
WzPLTP M. gus 


T 当 边 界 条 件 为 


| 


时 , 取 
Wo pet 0 O1 Dun, 
6 当 边 界 条 件 为 
u, hulls a2 p(t) ul = pal 
时 , 取 


Ethips | ga den. 
W- AL ERA 


T SURRA 


u,— hulaco=p(t tlang pub 


时 , 取 
Wax e PC P, 
1 
S? HURRA 
u, — hls oo= git uu  houlu im pali) 
时 , 取 
wo Unt t hup s t n- t hbe 
EE TEST h-i 
2. 特 殊 情形 


对 于 某 些 特殊 的 定 解 问题 ,下 以 利用 特别 的 代 换 一 次 将 方程 和 边界 条 件 都 化 
为 齐 次 的 ,以 下 介绍 两 种 这 样 的 例子 . 
Pi 考虑 定 解 问题 
机 = 
[rice Arat (4-27) 
ul -o= g(x),ul,.o2 (x), Ocx«l. 
解 ” 这 个 问题 的 特点 是 :方程 (4-27) 中 的 自由 项 六 x) 和 边界 条 御 中 的 A, B 都 
与 (XR, 所 以 可 通过 一 次 代 换 将 方程 和 边界 条 件 都 化 为 齐 次 的 . 
uxt) 2 V(x,i) + Wix), (4-28) 
选取 wonn 


4 双 曲 型 方程 的 常用 解法 743 : 
a^ W"(x)« fx)=0, 
wt 4 (D p. (4-29) 
Tp (A- 28) RANA- 29) x0 4A RE RE RRC- 27) ,得 到 
F= a Va, O«xclt»0, 
| V!,.;-0, (4-30) 


Flic ex) - Wix}, Vl co 2 pir), Oc x « f. 
AM (4-29) 3E n] fg $8 


Wix) = LG Dn)dndé - NETS + ELA. La 


Ji M (4-30) X , Pf E 


Kix.) = S Cacos “y t + D,.sin A, ) sin Tx, 


其 中 


I 
2 [eG - WE) sin Ps, 


C, 
l. = E d GOsin “ada. 
再 把 (4-32) 式 和 (4-31) 式 加 起 来 ,就 得 到 方程 (44-27) 的 解 
例 2 考虑 定 解 问题 
uE ua, crel, >h, 
mm Asino, 
ul 2070, tl 4,70, Oz x«l. 


u(x,t) = Fix,:}+ Wix,t). 


Wix, t) A Sa) ， 


sinl al a) smax . 
可 一 次 就 将 此 定 解 问题 的 边界 条 件 和 方程 齐 次 化 为 
=a Ocxr<il,t>0, 
Vl,:.9720,VI,.; 20. 


- - sin awa) 
Vl,-o S0. Vhizo - Ao SERES, Qex«L 
解 (4-34) 式 ,得 到 
V(x,1) = D) Basin P ain 7, 
n-i 
其 中 


i r 
- -2.| PEL wla) an AREA, 


^ mma 


å sintia " 


(4-31) 


(4-32) 


(4-33) 


(4-34) 
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744 - 
H 一 24o 一 Sint wra + anija | sin(w/a -— neida) i 
= anasi wl/a)\ — 2(w/a4 nwl) ^ O(w/a  nn/1l) 0 
B Aw (sm wat nm)  sin(ol/a - 233 
T nxasin(iwd/a)N wra + nm/l — wa- nn/l 
= {— D 2 Ac = dl. 2 

al wi/a) nw / UU 
所 以 


- 1)” Azat . RAS 


ze 
Fix, i) = Mey a. cz pem 7p sin ye 
_ Zi Ta 【一 1)" ， Anal . ARX sint ow a) . 
u(x,t) = 2407) Ts BERN sin jp +A sin dq) Sinar. 
注 : 如 果 以 上 两 例 中 的 边界 条 件 由 第 一 类 改 为 其 他 类 型, 只 需 将 (4- 辽 ) 式 (4- 


33) 式 和 (4-34) 式 中 的 ( 2T) 和 sin 对 分 别 改 为 相应 的 特征 值 准 和 特征 函数 
X, Gc) ,求解 公式 仍然 成 立 ， 
4.4 解 无 限 长 荡 据 动 问题 的 行 波 法 ( 述 朗 贝尔 公式 ) 


1. 达 朗 贝 尔 公式 
求解 无 限 长 苞 的 振动 问题 
pumou 0 (4-35) 
ul -o= exilio m dx. (4-36) 
利用 变量 代 换 


十 


ERAS 
| 2 "' le at, 
"TÉHE REN BLA 35 A 223 = 0. 积 分 后 ,得 到 通 角 
uc S fg)z fx at) t fhlr- aD, 
Xp A M f BEEREN. 
通 解 (4-37) 式 的 物理 意义 就 是 说 :对 于 一 维 波动 问题 ,初始 扰动 总 是 以 行 波 的 
形式 向 两 边 传播 出 去 , 行 波 的 速度 为 a 所 以 ,(4-37) 式 也 称 为 行 波 解 ,这 种 解法 又 


称 为 行 波 法 . 
PES -SDATLABTISARET 得 到 


fii) = i px) " plédé + = 
2 xl. 2" (4-38) 


(4-37) 


4G) = Fel) - Z f ecoae - 5. 


4 双 曲 型 方程 的 常用 解法 


青 代 人 人 (4-7) 式 .就 得 到 柯 西 问题 (4-35),(4-36} 的 解 ， 
ulx,:) = Hola o) + p(x - ana » BN £)d£. 


(4-39) 式 称 为 达 朗 贝尔 (d'Alembert) 公式 
可 以 证 明 行 诈 解 是 稳定 的 ,所 以 柯 桓 问题 (44-35)] , (4-36) 438 E BJ. 
2. 非 齐 次 方程 的 解法 
考虑 强迫 振动 问题 
[7 a we f(x,t),  t»0, 
ul,2:970,u1,:570. 
定理 { 齐 次 化 原理 ) AIEE (4-40) ,(4- AL) AIREA 
u(x,t) = É wis ode, 


其 中 Wix,t;z) 是 
[mer ae >T, 
Wi 20, Fl, fixr) 
的 解 . 
由 达 翩 由 尔 公式 
] (5526-2 


Fir tic) = 2 fs, ridé. 


04 x-a(t- r) 
于 是 可 知 : 柯 西 问题 (4-40) .14-41) 的 解 为 
"n JT RU rdedr. 
3. 半 无 限 长 弦 的 自由 振动 
描述 半 无 限 长 弦 的 自由 振动 的 定 解 问题 是 
Uy = 6 u.s. xr-0,6:20, 
[uiae t» 0. 
ul,.o pix) ml, -02 d x): 2 O. 
把 (4-37) 式 代入 (4-43) 式 ,得 到 
u(0, = A +A ad=, Bl. G(-x)2 fx). 
TVA (4-38) X, WIRE ERRE (4-42) , (4-43) (4-44) BO REI 


eG + Gp) & pix- ai)! + 二 | "scene, at 
uxi) = tou 


L igla ta) - pla- x)]+ AMEGI at > 


3 4098. , R B HRR EERE 92, B6) E p ea GE RR [3] RR 
Up = Gu. x» 0,:»0, 
[sten (0, 
ul,.o2 (x) ul, -oz (x), x» 0. 
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(4-39) 


(4-40) 
(4-41) 
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的 解 是 n(x. 0 
人 xl "(ae at < x, 


leG t o) + plat - x)] + i|" Ed + X pd, at ze x. 
4. 三 维和 二 维 波动 方程 的 泊 松 公式 
对 于 三 维 波动 方程 的 柯 西 问题 
和 +) :>0, 
uliso= (x, viz). ul, o Fix, y,7). 
利用 行 波 法 和 球面 平均 法 ,可 得 到 三 维 泊 松 公式 


Ms. E od as+ | geas} 
E E + atsinÜcosQ, y + atsinĝsing,z + atcosP) tsindd8do + 


P Wir + atsinfcoso, y + acsinPsing,z + ozeoeg)rsingdbdy 上， (4-45) 


其 中 SERM 2 《x,y,z) 为 球 心 , at 为 半径 的 球面 , 即 

Sas ilp t) | IG T xy e(t is Cart. 

对 于 二 维 波动 方程 的 柯 西 问题 
[47 au us). t0, 
ul, zo2 Px, y), ul, o 2 Vx, y). 

利用 降 维 活 ,从 (4-45)} 式 可 得 

u(x D) = Ed ————9E.ndédg 
D4 2xa | or Da V (at - (£- xY - (q- y? 


NE, 2)d&dyg } 
P. V (a) Ex) yy 
1 [zh D(x -*rcosp,y + tine) aga, 


= wa V Car? - r? 
[ep Vx + resp, Y + rsing) | rdedr 
V/ Car - ri 


其 中 DEUM - 《x ,7) 为 圆心 ,ox 为 半径 的 图 盘 , BB 
Du = 上 全 | (x- £P «(y - Y x (ar. 


4.5 积分 蛮 换 法 
1. 用 全 里 叶 变 换 解 无 限 长 蓄 的 强迫 振动 问题 


[tris eon -eocx«.m.U, 


4-46 
u | ,0= pix), u | ,20= p(x). ( ) 


4 双 曲 型 方程 的 常用 解法 = 747 > 


对 * 作 人 博 里 时 变换 . 设 
uo. t) = F [u] = | uG De da, 


gw) = Figel, g Cw) = Fip], 


Pla, t) = V LfG 0]. 
XI (4-46) fF [8 8 n8 Bh , 利用 微分 柱 质 ,得 到 


Eo) 一 一 PAN, € fo D, 


uw ,0) = $9). Cw, 0) = dao). 
f (4-47). (利用 参数 变易 法 或 拉 普 拉 斯 变换 站 ) 得 到 


alo) = p(w) cos aat 十 二 人 jsinaoe + 


(4 - 47) 


Lj. c)sinae(t - cydr, 


Bip up ER, 得 到 (4-46) 式 的 解 : 
ul.) = S Uo, 0] 
= BU * 00 + Qi x — at)] 4 xl yd * 
|] f: z4ali-r) 
p JU KG edgar. 
这 个 问题 也 可 以 通过 对 ! 作 拉 普 科 斯 变换 来 求解 ， 
2. 用 拉 普 拉 斯 变换 解 半 玩 限 长 蓄 的 振动 问题 


uy =a ug Ü«x«-- 0,120, 
f | -05 git}, lim ulx,t)=0, (20, (4-48) 


t MEIN | 0=0, Oczx«-4-. 
对 (4-4) 式 关于 上 和 帮 拉 普 拉 斯 变换 , 令 
ala, = €[ul- MPO TT 


gs) = gig ] ， 
$^ 


[js gx, s) - zu u(x,s) = 0, (4-49) 


üt x.s) | 0 = g(s), lim vx, x) = D. 
M. (4-490 REIS 


u(x,s) = g(s)e" 2". 
TIE ER PEERS RR EIER (8E C4 - 48) o I fnt 
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Ed 
sons Sr gne dea Gaii T), rga, 
0, x a. 


对 于 非 齐 次 方程 和 非 齐 次 初始 条 件 的 情况 ,可 参照 5. 3.2 小 节 的 办 法 求解. 
5 抛物 型 方程 的 常用 解法 


5.1 RAKERA 


(EAER itn ERE PHARE, AA utx, 站 在 区 域 0<t 志 7， 
EN EX, dEO« r« T, ENARE 
tu = a^ Au, (5-D 
则 ulr, D RE £20, € ROIT, EIn 上 取 最 大 值 和 最 小 值 . 
{2} 唯 一 性 定理 ”车 ule, DOH uotx*,1) 都 是 定 解 问题 
m= + f(x,t), t»0,x€ Q, 
fa | gn = uist), t>0, E20, (5-2) 
u | ,-o = ex, En 
的 解 , 则 ux t m uox. 
车 aux OA mix, ORRERA 
m= Aut fíx, D, t»0,x€ Q, 


du| . 
Fn so h t>0, ER, (5-3) 
ul,zo7 pia), x€ n 


【其 中 n 表示 30 Bub EI RE, d 
uj Cx, 1) - ux, 1) = const. 
(3) 稳定 性 定理 U ux, u(x DOE 
u,- a^Aucf(x,t), t»0,x€ (1, 
|: | on = ixt), t»0,x€290. 
u |05 eji x), ER, 
j=1,2. EM (x D — ua(x tb «e,lgu(x) pix) ee, x€ 2,6 0, N 
| - uu( x, 010 «6,22 0,x€ Q2. 


5.2 解 一 维 热 传导 问题 的 分 离 变 械 法 


1. 带 第 一 边界 条 件 的 混合 问题 的 求解 公式 
求解 


-749 - 


5 抛物 型 方程 的 常用 解法 


U = a^ u.s t»20,0« x«l, 
[eisso 0s elan t0, 
ul,2o7 lx), Q« x«t. 
设 ule, D = XCXO TCO. fA Ex fmi 
[t "FAX =Ù, 
TO = X(13 20. 
T'4aaTr-0. 
AWF 5.1 节 的 讨论 ,由 此 可 解 得 
u(x,t) = E (27) ] sin "Ex 
其 中 C, = 了 | sin Pede. 
2 其 他 边界 条 件 下 的 求解 公式 
一 维 热 传导 方程 泥 合 问题 的 求解 公式 一 般 为 
2 
r) ERESI 


ulx,t) = S ce] - "E Y 


Fn 

Ki a, (2 
l t 

= ij? X,CE)d£, 


L, - coa. 
3. EFRA ERA DEMA A ANE 


对 于 非 齐 次 方程 的 混合 问题 
t; = a us * f x.t), Oc x«l. i0, 


|^ PEEEIUPIBNETR t0, 
u [,-o7 plx}, Q«x«l, 
uix) = DROK C), 


全 
fíx.0 = DA 


goo = got 


( 注 ; 对 第 二 类 边界 条 人 忻 . 从 n= 0 开始 求 和 . ) 
代 人 人 (5-6) 式 可 得 到 一 列 一 阶 ODE 的 初 值 癌 题 
[5 «a Toy m, = f. 
TO = pho 


(5-4) 


(5-5) 


】 ,名 x) 是 对 于 不 同 边界 条 件 的 特征 值 和 特征 函数 (参见 4.1 节 ) 


(5-6) 
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从 中 解 得 
T, = exp| - (228) Erel (2) ] des ga) 


ulx.t) = Zee] - ( 22 (Jiel [S a) Jar + e.) X (x), 
其 中 Flt) = ilc t) X, Cx)dx., 


p = L| e COXGOde. 


对 于 {5-6) 式 X, = sin FL sYa ERR ia E I GUbu met FT Xna Ya MIL 风 
n). 


4. 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 
非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 同 4.3 W. 


5.3 ”积分 变换 法 


1. 用 傅 里 叶 变换 解 无 限 长 杆 上 的 热传导 问题 
有 热源 的 无 界 村 上 的 热传导 问题 ,可 用 以 下 非 齐 次 热传导 方程 的 柯 西 问题 岳 


i: 
ty = d'tt t fixt), -— o9 «xcc0.t»0, 
[tse sto. 一 各 有 工人 十 六， (5-7) 
limu(x, 1) < T6, 
因为 * 在 ( - æ, + ma) 上 取 值 ,这 个 问题 可 对 x 作 情 是 叶 变 模 , 北 为 一 个 一 阶 
ODE 的 柯 西 问题 . 


设 
uo, t) = Fiul] = ] LaG dedz, 


Plow) = 9tel.f(o.t) = FI. 
对 (5-7) 式 作 傅 里 时 变换 ,利用 其 微分 性 质 , 得 到 
[iso = euo. tf ot), (5-8) 
alw, t)l, o2 plo), 
从 (5-8) 式 解 得 


~ e LN 
uw ,t) - g(u)e * *' + Au nera, 


1 +% i i 
è edw = 


因为 pel ep - 2: 
^ Inle 2a v xt. gatti’ 


5 抛物 型 方程 的 常用 解法 + 751 - 
利用 情 里 叶 变 换 的 卷 积 定理 ,有 
ula, = 7 um, 0] = 二 | uo, Dedw 


= ogi(x)* 


x? 
aaa 1) 
je r)* yya 5l- "nmm 二 dr 


= [El "eCOnxl - rr hs 


L ix - £ E 
| E [rene «oL 
2. Hbc br Hi de HE SE C PRICE RS FA REOS 

半 无 限 长 杆 上 的 热传导 问题 用 以 下 是 解 问 题 描述 


im x»0,:20, 


u | sco g(t), limu(x, t) < +% (0, (5-9) 
u |p= pir}, x0. 
上 述 问题 的 两 个 自 变量 x 和 :都 在 半 轴 (0, + o) RE, — RRA E 


.H 3 7 M. 
变换 求解 . 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 涉及 到 所 有 低 阶 导数 刊 函 数 的 初 值 , 在 此 问题 
中 ,人 缺少 (0, ,所 以 只 能 对 RERE. S 


ulx.s) = Z [u] = [^ aneas, 
es) = S [glt)], 
对 (5-9) 式 作 拉 普 近 斯 变换 ,得 到 


[iaaea -ANa = gale) + A] 
u(x,s) | 


(5-10) 
sap = gs), u( x5) lain < +4 o. 
《5-10) 式 中 方程 的 通 解 为 
ulss) = TEE Be wl - Ls) - 


J| teco p FE, s) Tinh s(x - &)dé (5-1 
事实 上 ,在 (5- "ETT. ! 分 有 两 部 分 , 即 


A tec + Gs) Jih S (s ~ ode 


= NL eG Doph Sea — 2] dë 一 
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NC «Gs expl - £s, - oae]. 


不 妨 设 Re vs > 0. 上 式 中 第 一 个 积分 有 意义 ,必须 x -&< 小 所 以 积分 下 限 vo = 
+ 多 ;第 二 个 积分 有 意义 ,必须 x- 8>0, 所 以 积分 下 限 xo -0. 于 是 


Ras) = Aen) + Bo 15.) -HLE tet sol 


"ep - $5 ix -中 
de -| ip Reel 35 1s e)a] 
-ea E) n 6). 
r MC GEN CGH) -$ lx- É a dé. 
Hu |, enet, A= o Aeh x= 0 处 的 边界 条 件 
B= gls) - cy [Let{é) + f s)Jexp( - à 4s c) ae. 


于 是 有 
u(x,s) = Flex - «s, 十 gh te + f(8,3)]. 
(exp( - 5 1 ei) -ep + n))at 
国 为 


s [es -24)] etr a) 
s [os -2.)] cmd - 222): 
利用 拉 普 拉 斯 变换 的 卷 积 定理 ,有 


ulat) = S [o s)] 
-hl et on( - P) -en(- 0P))ane 
Ju - ces] - zé D) dr + 
zal neo oom t: 5)- 


exp( - DR TM 
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5.4. 高 维 热传导 塘 程 的 定 解 问题 


高 维 热 传导 方程 的 混合 问题 一 般 为 
H+ xr, x€(QcR'.(»0. 
[niam co x€ 01,1» 0, (5-12) 
ul;-o2 pix), x€ (1. 
可 以 利用 4.3 PTRA ERE EA TAKIE. un 8] e AAA AA 
各 部 量 法 { 见 4.2 节 ) 处 理 非 齐 次 方程 .以 下 考虑 


u, = PAu, x€ (1,t»0, 
fu ETEIP t». (5-13) 
H. | E oix). 
4 u(x,t) 2 UCx) TCO RAG- 131 式 可 得 刘 一 个 常 做 分 方程 
了 +Aa2 了 = (5-14) 
和 -个 椭圆 型 方程 的 国有 和 值 问题 
AU * AU z 0, 
PM (5-15) 


ix 73 EROS CB TE iE IE. 
3x BUS HEISE EURO E 005) 7; P SUE ILI] RC FF, £7 (o UAE fA B EET TEE 2, . 
F-AM RARA 上 ,其 中 的 固有 函数 也 具有 某 种 带 权 pt RESE. Rp 


0. m o A, 
ip MEn. 


E U Ux Us Go o 3d dz, dz, = l 
这 样 就 可 求 得 (5* 19) 式 的 解 
u(x,t) = D 64, Ges - i! n, 


其 中 -+f J pirina ol ridade; dap- 
具体 地 RAE Ln 
u, = af (us + it, ), x + y! « Rt, 
HE (5-16) 
u | i=0 7 pixy) 
作 极 坐标 变换 , 即 
EM 


8 = arctan 证 , 
x 


把 (5- 16) 陈 转换 成 


。 754 > ELGE D QE 


PEIPER PEE IE 
u | -na=0， 
u |:-0= 9(pcos? , psind) = f(p,0). 
"ees - Qo. 2 &n 
eno S ek (E) (f 


D 2 ueni + B, sinré expl - EMT | 2 
其 中 Án = ER Ke, 8 cosnÜ], ( CE2) odpað, 


in] 
Bw = RUGO “T Ae, ysinnðI,( 5) pdodð, 
J,(P) 为 n 阶 贝 塞 尔 函 数 , 而 i! 为 n 阶 贝 塞 尔 函 数 的 第 m 个 正 零点 . 


+ 
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6.1 边 值 问题 与 极 值 原理 


1. 边 慎 问题 

椭圆 型 方程 的 物理 背景 是 恒 稳 现 象 ,与 时 间 : 无关, 所 以 对 于 酉 圆 潼 方程 不 提 
初 值 问题 ,只 提 边 值 问题 ， 

XE [ER TETRA 3 38. 3.3 节 ) 外 ,还 下 分 为 内 问题 和 外 问题 
AA nace 为 有 界 开 区 域 ,讨论 在 0 内 部 满足 方程 的 定 解 问题 称 为 内 问题 ， 
讨论 在 总 外 部 满足 方程 的 定 解 问题 称 为 外 问题 . 

对 于 外 问题 ,为 了 保证 解 的 唯一 性 ,还 要 加 一 个 条 件 

lim u(x)20, 


其 中 lz1=V xb ulace xh. (exputo D). PESE] Sc RER RRA R 
这 个 条 件 . 
2. 最 大 值 原 理 
4 
-Sao i e Scot. sen, 


Bs = a Se + b(x)u, x € an., 
n 


其 中 OcR 为 有 界 光滑 的 开 区 域 ;ay ,BE CCODIL R& N EIS - PORTET a 5 A 


6 HEHA ERIS PLE TAS ， 755 ， 
种 取 俏 情况 , 即 a 20,5 — 1,8& a 1, b(x) m0; bE CGQ0 是 00 的 外 法 向 . 

定理 1( 弱 极 值 原理 ) 设 ce(x) ;0, 且 有 界 , 若 uCCODO CODE 09 
满足 

TeT+efrusen (z0), 

则 u ER 上 的 正 最 大 什 { 负 最小 值 } 必 在 328 ER. 

定理 2 RIAL EE) 在 定理 1 的 条 件 下 ,着 e EO HEBER AGEN 
最 小 值 }, 则 ufu. 

定理 3 FEH I KAHT Ron 具有 内 切 球 性 质 ,x} 才 0. 若 上 & PEIR 


数 ,在 PE 00 达到 非 负 最 大 值 ( 非 正 最 小 值 ) ,此 | frc n DIA 的 外 法 向 ), 则 


- 
P» >0 («0). 
Cnip 


定理 4{ 比较 定理 } H ciot, AFren ti BO BIETER AE; Bu 中 
zh QUANEISRTEI. TE utx) 满 足 
Luccíx)um0 EN, 
BuzÜ (xC23), 
u 与 相应 的 边 值 问 题 的 古典 解 有 相同 的 光滑 柱 , 则 ul) mOCx € 0. XX u(x 
0, 风 
u(x)-0 (xEN). 
3. 量 大 模 的 估计 
定理 5 &uccnoconk& 
人 (x € 1), (6-1) 
u | an = ex) 
的 解 , 则 
maxl u(Cx) ls C sup f(x) + sup pixi, 
HP c ERATEN n 300 的 直径 的 常数 . B 
定理 6 H e(x)mO.b(x)mbg»0,u€ CMAC EÈ 
人 (x€ (5. 


du 


Bn + bx)u | oo = plr} (6-2) 


ASAE, T 
max uC x) as Coup flx) + sup ox»), 


dn c EMRET n. N AAA SS 的 常数 ， 
6.2 略 林 公式 及 其 应 用 


1. 格林 公式 
R2 ER 中 具有 充分 光滑 边界 的 有 界 区 域 ,nt x, yez) vixi yz) S 
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CGI) 门人 (2). 利 用 奥 -高 公式 ,可 以 证 明 第 一 格林 公式 
Jl. Cuv HV + 由 c. + on + wp dy = s 2245, (6-3) 
或 
g 
I], avav - o. u 34,05 - T. Vu: VodV, (6-4) 


其 中 a Emn 的 外 法 阿 ， 
由 (6-3) 式 可 世 证 明 第 二 格林 公式 


ll, (uv — t^u)dV = 4 TEL - TT (6-5) 
ap dn dn 

在 平面 R 上 ， 也 有 相应 的 格林 公式 ， 

在 (6-5) 式 中 取 ， v 为 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 


对 于 旭 内 的 调和 函数 4E€ COD CCGQ2) ,有 
0， ( xo. Yo» zo) € n, 
$0 T Z» 54 +) Jas = [ara rn (aos Yos zo) € 912, 
Anu ( xo, yo, zo) . ( xg, yg; zo) c Q, 
(6-6) 
NE 0 内 有 
d d 
ut xo. Yor) = = i Q, Toe - « 3-( +) )as. (6-7) 
对 于 各 内 泊 松 方程 - Au = f KR uE ca»n PICO LE 


1 
uyo) = E G (L4 - zz (L))as- Í, Jav. (6-8) 
在 平面 R? 上 , 取 v 为 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 

vr r= (x — xg) + (y- yo), 


可 得 到 二 维 的 泊 松 公 


ux, yo) = ip (Bent -«Z(mL))ar- L| aa Las. (6-9) 
—— 2 
ul Xo, Yo) = 4$ (3 -— “nt -u 2- (1n 1a, (6-10) J 


其 中 DcR 是 有 界 区 域 ,其 边界 CENAM ,n He 的 外 法 向 . 
3. 二 维和 三 维 边 值 问题 的 适 定 性 
在 第 二 格林 公式 中 , 取 v 直 1, 则 有 如 下 定理 : 
定理 了 设 uE CODI C GOD,H. Au - 0, UJ 


6 椭圆 型 方程 的 常用 解法 :757 ， 


定理 SCENE LS dB S RUS ENR PITE, xo. yo. zo AG, r 
为 半径 ,车 ac CODD COD ,满足 Au=0, 则 


uxo. Yg) = d P uds. (6-11) 
定理 9 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 备 内 (外 ) 问 题 的 解 如 果 存 三 , 必 是 唯一 的 ,而 
Hie Set eT 48 E BAL HB TAE 


定理 10 ” 拉 普 拉 斯 方程 的 诺 伊 总 问题 
- ån = Ü, (x.y,z) € (HER, 
| (6-12) 


Du 


dn an = gx. y. z) 


有 解 的 充分 必要 和 条件 是 
je x,y,.z)dS = Q, 


vé p ER P3 [0] KE AS RR ETEME 09) . FE TERT 8 2n De] CB 28 1 3C. PT 
曼 外 问题 的 解 是 唯一 的 ， 


6.3 格林 图 数 
FRIE AR PLR 
-Arya ONY IIE p ye- Ey p- £2, 
PAM 9.6) | typem = (6-13) 
的 解 为 犹 利克 雷 问 题 
-ån fixy) (xy p En. 
Mu (6-14) 
的 格林 函数 ,把 格林 函数 马 代 人 {6-5) 式 就 得 到 求解 (6-14}) 式 的 积分 公式 ， 
uf, = J ev - p. TE pds. (6-15) 
对 于 一 般 区 域 2 ARTAR RI. 利用 镜像 法 ,本 以 求 得 半空 间 和 球体 


的 格林 函数 ， 
(D p0 为 上 半空 间 z >0 时 ,(6 一 14) 式 的 格林 销 数 为 


LA LLL... 
6l (x- EO? c(y- p e(s e £v 


I 
Jute (6-16) 
所 以 ,在 上 半空 间 中 ,(6- 14) 式 的 解 的 积分 公式 为 


l[** ui ————. LL 
u(&. n, E) 三 4nJo dz| v. n[ / (x E m T "m (z+ ty 
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EE H 
Vta -EPt O- tls- aider: 
E 1 
一 (zy ——dxdy. (6- I7) 
x. d [(x - êY e (y Y + JE id 
(2)35 Q HERR V x? e y? ez R,- IDAR RC 


6- 工 | 一 一 一 二 一 一 + 一 一 二 | ， (eu 
0pcoey y p po- 2R gogcosY + R37 
Hm por V E p et Laon x ey ez, 


o Litn) 0 
SE SEs pa te) 
所 以 ,在 球体 Vv a2 y! e < 民 内 ,(6-14) 式 的 解 的 积分 公式 为 
££ p Ugs Po 7 acl, P ù pv. Volpi - 2R'pogcosy + RU 
I 
pi + e^ - 2a00cosy 


x 2 Ya 
Rf pap CR = persine -一 dgd9， (6-19) 
neo (R* - 2RpgcosY + par 


| sinüd8do - 


其 中 
cosy = cos costy + sinÜsinÜocos( p — pyl- (6-20) 
(DARRER E inpar Se 1 RR — Rar fre FPE ER ER BD OS o AFR, A 


- AG(x,y,zit, qt) (x Ey- gaz- 0), 
[ac (6-21) 


m sr XL) EIMNEEETA PELA TEIL ,不 可 能 为 但 稳 态 .但 当中 
为 上 半空 间 时 ,格林 函数 


二 一 一 一 一 一 一 一 
Glz, yz, 9.) = -去 | (x-&) «(y- 9) «Ge DU 


MEME 
J 92 
满足 (6-20) 式 ,这 时 HEU fo] 


- uz f(x,y,z), z>0, 
dz so F Ty 
的 解 有 如 下 积分 公式 ; 
ul, 9, £) — - i a yn 
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1 Lll 
l | (x- êY «(y - 2 .«G- £t 
1 


dy 
— awy) — 


1 TT 
dady. (6-24) 
b 


— x - 


An a (x — EY e (y — g)i « 
(4) 二 维 泊 松 方程 在 上 半 平 面 上 的 狗 利 克 雷 问题 
| (ust u)2fíx,v), v»0, 
ul, p= plx) 


] (x- £ +y- 5) 
6 * 3 * = 4 PEE LI - 
(x,y, 9) = 5 elf TREO (6-26) 
(6-25) 式 的 积分 公式 为 , 
tm [em Ilx- £a (Cy — po) 
u(£,9) = Lf dy| xs) - -— 


At" 
2 [7 eco Cx -ER 5^ (6-27) 
(5) 二 维 泊 松 方程 在 加 域内 的 狄 利克 雷 问 题 


(6-25) 
AIREAK pr COS 


1 9 da | 27 
ul; g- plö) 
的 格林 函数 为 EE 
" TETON 
Gp, 0; pos = — FP 一 7 . 
(p.809. 89) iw| r| IT 8- 09) (629 
积分 公式 为 一 
apa | Jam oj + o- 2popcos(Ó — Go) | 
(69) = Ricos( 8 — $i 
wl oo pJ ij. ede] ftp 0)In R pop + Ri. Ipap cos( 0 - 85) de 
1 Ir R? - 9 
n , 70? Rr pl — 2 Rogcos( 8 — 8,) 09: (6-30) 
6.4 ”分离 变量 法 
1. 圆 域内 的 二 维 拉 普 拉 斯 方程 
SPESE e bd 
Pu Luo tye 
n gy 7 ? (6-30) 
ulsa Egay). 
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狼 利 克 雷 问题 经 极 坐 标 变换 ,有 


了 2u) 工 3 _ 
Dao + pop o p)» ££ 
ulpa = 9(8), 


其 中 p= vx? + ,tang = I , $9 (8) = gl pocol , ogsin?) . 
对 于 C6- 了 2) 式 , 我 们 有 两 个 自然 定 解 条 性 : 


有 界 性 条 件 


周期 性 条 件 


1u(0,0)] « e o, 


u(p,0 * 2n) = u(p,0). 


$ u(p,80) = R(o9)8(0) , Bf 
(80 + A8(8) =0, 


G(0 + 2x) = OA). 


[PR + oR -AR =0, 


解 固有 盾 问 题 (6-35) ,得 到 


u(p,8) = b + (Ascosng + Bosin jo, 
"nal 


其 中 
i - v 
np he (0)eoengdy， n = 0 ln, 
B, = wo PCO) sinngde, nm = 1,2,.…. 
{2) 贺 域内 的 诺 借 曼 问 题 
1 2 a 1 Fu 
apl p) PETO PSA 
ou 
二 一 - a 
TIPA g( 0) 
的 解 形式 上 仍 为 (6-37) 式 ,但 其 中 AS 为 任意 常数 ， 
A, = saisi, 9(e)eoanbdb， n= | ;2 
B, = d | (Ga)sinngdb， nde. 


《3) 贺 域内 罗 宾 问 题 


IRI +w, 


=0, ?.2., 2 n? , 


À 
" = A cont + B smn. 
解 (6-36) 式 得 到 R, = c^. P S DIL E 


nEOO i 


(6-32) 


(6-33) 


(6-34) 


(6-35) 


(6-36) 


(6-37) 


(6-38) 


6 椭圆 型 方程 的 常用 解法 * 761 - 


Lap) 124 o pen 
Fol ET 79 
(z PS teh p? (6-39) 
3g * hulp-p = 9(O0 
ERIE E729 (6-37) (BEER 
do = ij econ. 
A, = TREE |J Q(8)cosnfdÓ, n = 1,2,:- 
B, = pp Plo)sinnddd, n = 1,2,... 
(4) 环 域内 犹 利克 雷 问 题 
Lo ( SE Lu 日, Bl 区 站 区 站 
1 pop Paol t 0 ^ PSPS PR (6-40) 
H | 。 p=p - o0). ul, TON = IE, 
的 解 为 
u(p,0) = fo + np + S ICA, cosnB + B,sinnf) o^ + 
aci 
( C,cosnf + D,sinn)^"], (6-41) 
其 中 
- [1 
d = xd 5l, piano - gat 8)1np, ]d6, 
2k 
Cp = p [ 4$, - gí(8)]d8, 
1 2x 
A, = "Pe Leipo) - Ael ]cosnBd8, 
l 2x (6-42) 
B, - xpi" - E [eie (8) - egi (0) ]sinn9dO; 
C - omm, Lor^qi(8) - pi^ ey ( 8) ]cosnfdÓ, 
D, = omi uu, Loi" e$1(8) - ez" et 0) 1sinnd dd. 
(S) PRIILPL BEER 9 [8] 88, BD (6-40) RARER 983 (3 
g 2 
| = p10), NEED (6-43) 


的 解 形 式 上 仿 为 (6-41} 式 ,其 中 AS 为 任意 常数 ， 
A Eg, 
= FIOLE 4 9,(8)48, 
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(由 庶 伊 曼 问题 有 解 的 必要 条 件 可 知 ,el| p0 = p| “92(0)d0.) 


AÅ, = pe e løta) — o3 pat 0) ]eosn?dO, 


B, = aG uel, en UD - ey pa (0? ]sinndd8 , can 
Cn = omm, ier PIH) - p; "*' pa( 0) leosnd dd, 
-1 
D. = nz(o;?^ - SU [ei ** EXC - pi^ tio,(0) ]sinnB dé. 
(6) BTE T8 PALESCRIE S E ISTA 
g J gJ? 
PAPEAE FIDES pU € p € pu « 8 ca, 
u FEM zoqu(8).u PE = 9000, 0282, (6-45) 


u lgsg = Ou les = 0, pi « p « pz. 
其 中 p0) = pila) = p0) = pula} 2 0. 
注意 :如果 ul) VE ale-。 不 等 于 0 可 利用 4.3 节 中 的 方法 把 它 化 为 齐 次 条 
件 .但 不 能 把 u1,-。 和 ullo 化 为 齐 次 条 件 ， 
(6-45) 式 的 解 为 
u(p,0) = DAs p« + B, p^ )sin 79. (6-46) 
当 gu =0 Rf, 
2 nu 
[^ - Apr a ,PaO)sin "LL 2ides (4D 


B, = 0, 
《这 村 必 有 o,(0)z0). 


当 0,20, 
Aa = wz [py« ei C0) 一 pa” a pal O) Jsin 2 Tadd, 
alor - Pa" 
2 (6-48) 
B, - ue rues [ors a $40) — pe * Q3 (0) ]sin "I 
aí py" T Par 
AAAA ER 
] 2 ju L Ju Pu 
"ERU 258 + ag 7 60 p < (v0 xU «n n < za, 
u lan -oo<e<axa< Z£ my, 


u T z= qiie). u P - qip 0),0 x o ka (oO x 8 «c 2x. 
(6-49) 


6 Hi n Dg S MRE * 763 - 
HR uz POD8CXDO ZO A Có -49)30 gl PIS TES EC A ERUIT EI AR FE 
lul « + c $1 0(8 - 27) (OD, 
gk eT (6-490354) 88 29 PR] T: 85-75 EE 9 EE AHAA -个 常 微分 方程 : 


Qe -0, 
Lou c23 c aun, (6-50) 
pP". pP * t (Ap? - p) P 20, 
Lots c0. PDT c o, (6-51) 
H 
Z -A-9. (6-52) 


由 (5-50) 式 解 得 
p2n5, B=A'cond+ B'sinnd, n=0,1,2,., (6-53) 
(6-51)3X R& t n Bip ERr Pe B SER (IRURE MA T i 
(E) (p) =] (eaa) n=0,1,2, e. msl2,-, (6-54) 
nm po + ne n pa * +751 r Li 5 * 
其 中 J,tp) 是 n KUER, uU 是 m 阶 贝 塞 尔 函 数 的 第 TETA. 
而 (6-52) 式 的 通 解 为 


Z(z) = Gef + De-* "t, (6-55) 
LEE: EE NES] 
- ca LL 
u= D (A conn * B.'sinng) P J| p e 
n -Ü mal Po 


(ni (n) 
Gu! expl p :) + nl - a 


= DS laneo E s). -—! 一 "X casn? + 


— 


| B exp em 十 Duexpl - "d j sina] | ez) + (6- 50) 


其 中 
MEZAN exp( 5 z) ito. - 


e) mn -os nd 
Hm m COS 
exp( po " eol em ' | dódp, 


Deh nkk Te- EE eto. - 


(n) (n? 
Hm [s m ] 
Po 2 " P^, Po. llsinng dédo. 


Ms -2CogF aO (pl 22274) - e Ea) (6-57) 


exp 一 
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注意 ; Bom = Don -0,m21,2,. 

如 果 边 界 条 忻 中 的 p 和 o, 与 8 无关 , 即 
ul... = gp). 
uliza = p20) 


则 
u= > Anexp( "2 * C.expl 一 < ) m "D , (6-39) 
其 中 
(e e Eo li E oala 
: (6-60) 
ix] = 205 f G9 ( expl 1x12 ea a) 一 exp( izi2 e) ^. (6-61) 
(8) BUEETÉ DC 388, P345 [89 9E PR i s D 8 [n] E 
1 $(o$2). 93 = o, Ü x po € pz € £ € fn 
25 En EUM z( X z «m (6-62) 
Zu nu eco) Z En = Qo), Üsp« po. 
A8 5 UE DH i [RIBUS E89 TEE PE A 


teo) - píp) ldo = 0. 


4 u(p,z) = P(p)2Z(z). Z Ñ E(6-55), M P RE 0 D DLE TOS ERAPR 
问题 


[bre co. Ploy e », (e) 
解 这 个 固有 值 癌 题 ,得 到 a» 
i e ( £8) ioco ah Ee) (o mcd (6-64) 
击 登 加 原理 ,有 . o a » 
u(p.z) = 2 Anexp[ ea + Cnexp( - PU Jaf En a) , (6-65) 


其 中 


6 椭 贺 型 方程 的 常用 解法 * 765 : 


s ai a) T 
A. = M A e [ew ea) pile? - expl P " ex o ] e 42-0) do. 
(n 
C, = Ai | sel - ER a) glp) - exp( - E) ex o) ] onf E> p} ao. 
(D {1} -1 
M, = PLE og Ca qyy- expl 2 aean) 一 ex[ 2: ;) . 
in ,U) -1 
Na =- 2C i o Y CoA ))7 e| - 24 : 由 -el - 255 z) . 
(6-66) 
《9) 球 域内 的 狄 利克 雷 问 题 
1 2f 12u | 23 Ju ol Fu 
[ale 54) + EIE nó 58) * risit "gae 9, (6-67) 
ulo- = (0,9. 
令 
u(p,0,g) 2 PCo)8COD DL PD), 
代入 方程 (6-67) ,再 考虑 到 自然 边界 条 件 
Iul « + 9$ u(p.O.o*2r) = uipi p), 
得 刻 
pP" +P - AP - 0, : 
(t9) 1c« e. (6-68) 
QU. uwub-0, 
loco + 2x) = lp), ( 6-69 
Men £(À - 59 = Q, (6.70) 
E-ME M 


由 (6- 的 ) 式 解 得 
Emam, d = Ån omp + B,'sinmp, mc-0,1,2,*. (6-7) 
对 于 (6-70) 式 , 令 x 2 od, Y( x) = (0), 则 有 
[acne ennt ;) Y= 0. Ixi «1, 


IY( £e, 
LEEBED F2 , MPRE 
A = n(n* 1), 
"m P^(xj)z(1- 2) Pun) (ms n,lxlsl). 


其 中 P, 是 次 勒 让 德 多 项 式 , 而 P A 4 次 m 阶 连带 有 的 勒 让 德 多 项 式 .十 是 
88) = PP(cosd). 
将 = nin € DÍCA (6-68) X, LRERR. 


(6-72) 


- 766 - 38 13m dat 8 
P(p)- p^. 
TE. BAME, A 
up, f, e) = SAL eosmp + B, ,Sinme)D7 cot) p^, (6-73) 
其 中 


B, 2xÓ, po n + m)! 
à, - I (m = 0), 


Ama FE (x(2x 
| E (2n + lin SNN PCO p) Pe Cons) | 77 jsinddgd?, 
l 


1 im e0, 
Bo = Ü, 
n-20,1,2,-, m -0,1,2,-:,n. 
(10) ERI PAE P SE 1 RR 
ru 
um (6-74) 
= wo. 
n [sc $(8. o) 
的 解 仍 为 (6-73) 式 ,而 其 中 的 Awo 为 任意 常数 ， 
B, - 0, 
Aom (2n + Dn- m)(*i?" m cosmo]| . 
a) ^ 2mm (nt m)! MN pe e)F, C2 ini JsinPdgd?, 
n = 1.2.7, Ht = 0,1,2,**7, n. 
6.5 RATH 


利用 格林 函数 可 以 得 到 求解 拉 普 扩 斯 方程 和 泊 松 方程 的 积分 公式 ,但 是 队 子 
上 半空 间 和 球 栖 外, -一 般 区 域 上 的 格林 函数 不 容易 求解 . 对 于 平面 上 的 问题 ,可 以 
利用 复 变 函数 论 中 的 保 角 变换 把 某 些 区 域 变 成 上 半 平 面 或 单位 辆 ,再 利用 6.3 节 
中 的 积分 公式 (6-27),(6- 加 } 求 解 . 

考虑 平面 区 域 D 上 的 狄 利 克 备 问题 .把 D 上 的 举 标 写成 复数 := x +iy HX 
A WREATH C= g(x), 即 

P8415. 
£-£(x,y), = Tx, (6-75) 
把 区 域 D AE gk, c , Up der T eR SETTE Fh 
Us + thy = | CO) uge + tt)» 

Hl ZE DR RAF , 拉 普 拉 斯 方程 不 变 , 汽 松 方程 只 有 自由 项 有 变化 . XX RE. R E 
换 把 区 域 户 变 成 上 半 和 平面 或 单位 圆 ,把 咏 上 的 边 值 问题 变 成 46-25) 阿 题 或 (6-29) 
问题 ,就 可 利用 积分 公式 (6-27) 或 (6-30) 求 解 了 . 

VPE iE: 


6 椭 珊 型 方程 的 常用 解法 - 767 - 
us tus, fix,y), x»0,y20, 
ul,-97 Qi(x). x», 
ul,-o- qiCy). y20, 
， limu( x, v) 20, 


(6-76) 


x +y oh 
其 中 p (0) = p240). 作 保 角 变换 
t=g+ig= ={r+tiy) = wy + ayi. 
即 Ex - y.9z2xy, (6-77) 


" e Etat, a FIERI (6-78) 


把 第 一 象限 变 成 了 上 半 平 面 , 正 x 轴 变 成 了 正 上 轴 , 正 y HET (ASA XH 6- 
1),(6-760 RET 


fsf 
x £ 
图 6-1 
4 _ ] K8.m3.4 "rr 
€ m ygDSA. egy yb. 1>0, 
uso = eG, 
uk. = 9v -ÊJ 
lim u(£,9) - 0. 
(6-79) 


再 利用 积分 公式 16-27) ,得 
1 |** t- I 
ut En. 99) = ij aj[ 7 4E.» 


NES [ai 


(£- &)? e (9 - gy? 


Imi (eo £F x (n e mo) 


d£ 4 


: 768 - 第 全 篇 (fi E 


E: i ii gi €) 
j TETEE t 


(- YE) 
mf e E. wa (6-80) 
HA & 2 a^- vy 3o 7 2xy IA (6-80) 51, 8,188 (6-76) RRR. 

PEREKRE, TFE E B5 E o8 DESDE TE Dr Ph P R01 e AR 8 DC 
域 变 成 上 半 平 面 或 单位 圆 ， 
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7.1 柯 西 - 柯 艳 列 夫 斯 卡 媒 定理 肥 赫 尔 姆 属 林 定 环 


1. faf, 9) X Wr e E ( Kovalevsky 8275 T2 8H 
称 下 列 形式 的 方程 组 为 柯 瓦 列 兴 斯 卡 娅 型 方程 组 


"iu; Pu - 

Jp MALI LINER MR A 

(i,j1,2,"",Nikg t k o fk, m km ko m), (7-1) 
其 中 方程 的 个 数 等 于 未 知 页 数 的 个 数 , 自 变量 (1, X)CRX R", 在 每 一 个 方程 中 , 哨 
数 有 关于 1 的 最 高 阶 导数 2 ,并 且 可 以 显 式 地 解 出 来 ， 


"I dn 

2. T9 P8 fol FR, 31 Jc pF 386 ( Couchy-Kovalevsky ) 定理 

对 于 方程 组 (7-1) , 取 定 解 条 件 为 tz toj, 

PU o P Gn kit) Ü s je m; — l, (7-2) 
DA -ALARA FEER TF : 

WRA RAN ph ERA — ap, DARRAR, LEE RR 所 
TETEZ A3 Cto x, u,e, (3u), 2 9 AD RRA E DE RT P818] ER CT -1),(7-2) E 
Cio, x HT REA SD APR E — BAR UT RETE GE. 

3. f EHE (Holmgren) ZEE 

HA-A EL9U] Jc r-E: EXE YE RE P GC T Ee P 7 1-8 E TI ELTH 246 R2 PE P) 
FEHEM, CRH 2406 9 PROPOS RIT E] PT EIA E AE 71 ER EH IRE TE RIETI] 
VG RET ,其 柯 西 问 题 的 解 在 解析 函数 类 中 是 存在 且 唯 一 的. 但 是 对 于 同样 的 初始 
什 是 否 还 有 其 他 非 解析 的 解 存在 呢 ? 以 下 赫 尔 姆 略 林 的 唯 - :性 定理 正好 回答 了 这 
类 问题 . 

六 尔 姆 格林 定理 ” 设 在 原点 的 邻 域 中 给 定 了 一 个 具有 解析 系数 的 一 阶 线 性 方 
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程 
2U =- PAG SÉ + BGOU = Flex), (T3) 
ZECHE C 初始 条 件 
Ul,.o 2 (x) (7-4) 
的 柯 西 问题 , 则 存在 原点 的 某 个 邻 域 ,在 其 中 此 柯 西 问题 的 C! 解 是 唯一 的 . 
这 里 C! 表示 函数 本 身 连 同 其 一 阶 偏 导 数 均 为 连续 的 函数 类 ,(1, X) ER x R’, 
AB Nx NERE, U, F, «Dp S N HEISE RT. 
Ak ^j AHR PRE HB SEHR FLA CUT A BU 73 08 HET P] CF ELTE RREBT | CDI H fd 
量 在 足够 光滑 的 函数 类 中 解 也 是 唯一 的 . 


7.2 偏 微 分 方程 的 适 定性 


1. 适 定性 概念 

坊 微 分 方程 的 定 解 问题 的 解 的 荐 在 性 和 唯一 性 是 钢 微 分 方程 理论 中 的 两 个 基 
本 问题 . 际 此 之 外 , 定 解 问题 的 稳定 性 在 痛 微 分 方程 理论 中 也 是 非常 重要 的 ， 

先 来 看 -… 个 例子 , 考 韦 拉 普 拉 斯 方程 


gt E ai u 


atap? (7-5) 

满足 初始 杀 件 的 柯 西 问 题 : 
u C x,0) 20, $4 (00) = Tr sinns. (7-6) 

容易 验证 这 个 问题 的 解 为 
u, x. y) = isinmrcsinhny. (7-T) 


BIS BLILALR EIE RGERIGRCHREHR RR m. (09 | 5 0,0) | «les 


n 充分 大 时 .uw 及 其 导数 在 y=0 时 的 值 可 以 任意 地 小 ,但 号 根据 sinhny 的 性 质 知 ， 
n 充分 大 时 ,不 管 y 怎么 小 ,wu 都 可 以 取 到 很 大 的 值 . 

这 个 例子 说 明 , 对 拉 普 拉 斯 方程 (7-5) 的 初 值 间 题 . 划 始 条 件 的 微小 误差 将 会 
引起 解 的 很 大 改变 ,而 方程 (7-S) 同 其 他 许多 偏 微分 方程 “ 样 ,往往 是 - : 些 物理 规 
律 的 数学 表示 形式 , 定 解 条 件 就 是 某 种 物理 现象 存在 的 条 件 , 它 的 获得 往往 需要 通 
过 测量 或 数值 计算 得 到 , 故 很 可 能 带 有 某 种 误差. 由 于 切 治 条件 的 微小 误差 会 引起 
解 的 很 大 改变 .那么 即使 我 们 知道 了 定 解 癌 题 的 解 是 存在 唯一 的 ,甚至 已 经 显 式 地 
得 到 了 这 个 解 ,仍然 很 难 相信 这 个 解 能 真实 地 反映 所 考 家 的 物理 现象 

以 上 事实 促使 我 们 引信 稳定 性 的 概念 . 如 果 一 个 偏 从 分 方程 (组 ), 它 的 菜 个 定 
解 问题 存在 唯 -的 解 ,而 且 在 定 解 条 件 中 原始 数据 发 生 澡 小 变化 时 , 解 出 仅 作 微小 
的 变化 ,这 时 称 该 定 解 问题 为 稳定 的 , 如果 这 个 定 解 问题 满足 解 的 存在 .唯一 和 稳 
定 这 3 个 条 件 . 则 称 … 个 偏 微分 方程 (组 ) 的 定 解 问题 为 记 定 的 . 


- 770- S onm 4S 
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偏 微分 方程 中 许多 重要 的 定 解 问题 是 适 定 的 ,例如 ,波动 方程 的 初 值 问题 . 刘 
合 问题 ,热传导 方程 的 初 值 问题 .混合 闻 题 , 拉 普 拉 斯 方程 的 狭 利 克 雷 问题 和 诺 仇 
曼 问题 等 等 .关于 它们 适 定性 的 确切 意义 及 其 证 明 在 一 般 数 学 物理 方程 的 书 上 均 
有 详细 讨论 ,这 里 仅 列 举 一 些 不 适 定 定 解 问 题 的 例子 ,而 在 这 些 例 子 中 不 适 定 性 并 
不 是 一 眼 就 能 看 出 的 . 

£I 双 曲 型 方程 的 犹 利 克 雷 问题 ， 

在 区 域 1x1 + altls<1 中 考虑 荡 振 动 方程 


Er {7-8) 
的 犹 利克 雷 问 题 , 其 边界 条 件 为 已 知 边 界 1x*1+ ell =l KHAR. 
作 自 变量 变换 &= x-a, 9-2 x car IP EECTI-8)E2S 
I u 
= (7-9) 


d£dg ^' 
而 原 区 域 变 换 成 161 sl inl X ERE é= l, p- + 上 1. 原 来 的 边界 条 件 相 
应 地 变 为 
u(£,D zf(5), u(£,-D)- ACD, -I1xfxl, 
a(l, p =h, u(-Lgbz-AGD. -1z9xl. 
由 于 方程 (7-9) 的 通 解 为 
u= F(£)+ Gig), 
因此 在 边界 上 应 当成 立 
F(£) + G(D = ACE), FCE) « CI-1) = AIE), 
F(D + Glg) = Aly), FC- D+ GOD = fA). 
显然 ,(7-10) 式 表明 iC) 58 CE, ACGOS AODZIBISHETE SO S& 08 07 -9) 5, 
的 解 不 可 能 存在 .这 也 说 明 , 若 在 区 域 151 el gl al 中 考察 方程 (7.9) ,并 不 能 在 边 
界 上 自由 地 第 出 边界 值 来 求 狄 利克 雷 问题 的 解 .这 个 结论 对 于 区 域 ix| + old ed ol 
中 的 方程 (7?-8) 也 是 同样 前 , 故 弦 振动 方程 的 狐 利 克 雷 问题 是 不 适 定 的 . 
例 2 Wm gr. 
考虑 如 下 的 柯 西 - 歼 曼 方程 的 初 值 问题 


MC 


(7-10) 


Bx 9x 7 (7-11) 
u( x1,0) = oí x). 
E y( xn) 在 原点 附近 为 解析 函数 ,其 泰勒 级 数 展开 式 为 p(x1) = Dai, MRM 
柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 ,(7-11) 式 存在 唯一 解 B 
"P Dala (ix), (7-12) 


即 解 ef xi x2) E p(x1) 的 解析 延 拓 . 
REBRE p(x1) 不 是 解析 函数 ,比如 设 


7 柯 西 - 柯 扎 列 夫 斯 卡 娅 定理 、 赫 尔 姆 格林 定理 及 偏 短 ? 分 方程 的 适 定 性 71 、 


plx) 2 0, 当 xi EO pla) = exp( - xf), 5 x »Ü. 
W d«OBf o(x )&—4- C^ OO BRPCCBD 8 00A Epi f] CBUCÉ EY E SAA 
数 有 上 连续 的 函数 类 )} .但 在 这 种 情况 下 LoCx BIRET ME FOI HETERE | GEB] IS] RE 
{7-11) 的 解 不 存在 .这 表明 定 解 问题 (7-11) 是 不 适 定 的 . 
H3 热传导 方程 的 逆 柯 西 问 题 ， 


考虑 方程 
au Ou 0 (7-13) 
E da? 
u | 0= qx) (7-14) 


在 :>0 区 域 中 的 解 . 如果 作 变换 r = - 4 则 问题 也 可 以 安 为 求 热传导 方程 9 - 
T # -0 满足 初始 条 件 ulat) | romple) Ær <0 区 城中 的 解 .这 样 处 理 看 起 
来 只 是 热传导 方程 在 上 半 平 面 与 在 下 半 平 面 求解 柯 西 问题 的 区 别 , 但 问题 的 合理 
性 却 大 不 相同 . 慷 如 定 解 问题 (7-13),{7-14) 在 Om te to 小 可 解 ,其 解 汶 (x,1)， 
Bi[u( x, coii n] tog 7r CT - 13) ALIE F u | TL ux Æ Ogie ts FRA. IE 


自 变 其 变换 i -:2s, W a Cs) uls, to- OE Osse i PRE 
du Su 
ERE (7-15) 


#H u (x,0)- uk x, t9), u x, tg) = ux 人 0) ,所 以 应 该 有 
plr) = u (sip) = Cno ua» todexp| - G3) ay, (7- 16) 


但 (7-16) 式 右 端 定义 的 荐 一 个 关于 x D GE RT BRUT eR, cui FL (E HR 
P(x) 不 是 无 穷 次 可 微 的 ,(7-16) 式 就 是 蔬 质 的 ,所 以 ,- 和 股 来 说 ,热传导 方程 的 首 
柯 西 问题 是 不 适 定 的 . 
例 4 热传导 方程 初 值 给 在 x=0 上 的 柯 西 问题 . 
考虑 如 下 热 伴 吕方 程 的 柯 西 问题 
Ou du 


alt) = eeu), (7.17) 


WET- IDARA 2j 
20 Pw 
ula, y = SOREA (7-18) 
Fj 
于 是 当 产 + o BE 0,170," (0,0, BEN x>0 时 ,在 解 (7-18) 式 中 因子 
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PA ; 的 增 大 而 旦 指数 型 上 升 , 故 定 解 问题 (7-17) 是 不 稳定 的 .这 表明 热传导 方 
程 当初 值 给 在 x =0 上 的 柯 西 问题 是 不 适 定 的 . 
585 ding B. 
考虑 以 下 拉 普 拉 斯 方程 的 混合 问题 
ou 2u 


w(x,0) 20,22 (5,0) = -rsin (7-19) 


u(O, y) 2 uin, y) 20, 
其 解 为 us C x Vy) = hisinrecsinh ny. 
当 n 一 + 2 时 ,其 初始 条 件 的 连续 模 赵 于 零 BAR. w(x, 7) 的 连续 模 却 趋向 于 无 限 


大 .这 表明 混合 问题 (7-19) 在 连续 模 意 义 下 是 不 稳定 的 . 
如 果 按 L^ 模 来 考察 初始 数据 与 解 的 误差 , 则 当 nom Rt, 


| sinal? = l d. " T 
isinna || = o „i inns dx 734 n 70 


iB 
| T 2 Pf 1 . . 2 | 
u - 一 | 写作 nx inh my dx 
n oJ 0 NL 8 b 


= goi (sinlny ~ 2ny) >+ %. 


故 定 解 问题 (7-19) 在 六 檬 意义 下 也 是 不 稳定 的 . 
pie 非 双 曲 型 方程 的 柯 西 问题 
考虑 如 下 高 阶 带 系数 线性 方程 
g^ gj 
ti - (e Dalz) aJe = 0, (7-20) 
这 里 a, 为 常数 ,为 了 简单 起 见 , 设 方程 中 只 含 m 阶 项 . 称 (7-20) 式 为 双 曲 型 的 广 
程 , 若 对 实 的 & E R*, 特 征 方程 
m+ D, ae =0 (7-21) 


的 m 个 根 均 为 实 根 .现在 假定 对 某 一 个 e € R",(7-21) 式 有 一 个 虚 部 不 等 于 零 的 
根 ro= a+ib( 即 (7-20) 式 是 非 双 曲 型 的 ). 当 将 (7-21) 式 中 e? HI 代 蔡 时 ,由 于 
(T-APA ARA, A r AREER i(a ib) zia - +. 作 

us (x, t) = exp( (ia — b) ni) expCins? x), (7-22) 
这 里 总 x = Ex exo ceo x, (7-22) 04 E ECT 200 B9 RE. BEES 1-0 
Hs lu (x,0)] z 1, E ELE bc 0, n— o SU mal u (x6) 0m e m LXX BRE b 
>0 时 ,在 下 半空 间 :<0 求 解 (7-20) 式 的 杜 西 问题 不 适 定 . 当 占 <0 时 ,在 上 半空 间 
1 >0 求 解 (7- 加 ) 式 的 柯 西 问题 不 适 定 .所 以 著 在 1=0 Pn] 5 7-200 3 SHEER [d 
题 , 则 只 要 (7-20) 式 不 是 双 则 的 ,此 定 解 问题 就 是 不 适 定 的 . 


8 偏 微分 方程 的 基本 解 - 373 ， 


总 而 言 之 ,对 于 什么 样 的 偏 微分 方程 (组 ) 提 出 什么 样 的 定 解 问题 是 适 定 的 ,这 
是 一 个 很 困难 的 问题 . 然而 又 是 一 个 很 有 意义 的 问题 .无 论 是 对 一 般 类 型 的 偏 微分 
方程 (组 ) 的 定 解 问题 的 探讨 ,还 是 对 具体 方程 具体 定 解 问题 的 深入 研究 都 能 促使 
我 们 更 深刻 地 了 解 偏 微分 方程 的 性 质 ,局 时 也 可 以 户 发 我 们 提出 一 些 求解 的 方法 . 

值得 一 提 的 是 ,所 谓 不 适 定 定 解 问题 只 是 一 种 与 适 定 的 定 解 问题 有 重要 区 别 
的 问题 ,因而 不 能 随意 地 将 适用 于 适 定 定 解 问题 的 结论 六 求解 方法 搬 到 不 适 算 定 
解 问题 上 来 ,但 这 并 不 是 指 对 于 不 适 定 的 定 解 问题 已 不 入 得 作 任何 研究 了 .事实 
上 ,由 于 近年 来 在 流体 力学 .金属 探矿 .气象 预报 等 实 隔 问题 中 经 常会 届 到 这 类 不 
适 定 的 问题 ,因而 在 不 适 定 问题 的 理论 与 求解 方法 上 已 有 不 少 有 价值 的 研究 成 有 


8 偏 微分 方程 的 基本 解 


8,1 基本 解 的 意义 


基本 解 的 概念 在 偏 微分 方程 的 理论 中 是 相当 重要 的 . 这 里 将 限制 在 常 系数 佩 
微分 方程 中 考虑 问题 , 设 PL9) 是 -- 个 m 阶 的 常 系数 仿 微 分 算 于 


P(3) = > oar, (8-1) 
im EOE de SI 1)" EE DD '(R") ,使 得 
P3)E-é (8-2) 


成 立 , 则 称 E CRUS PEST CE-DBU2EAE NE, cB. D'OR" ida PUB IE X. e AR 
的 空间 ,SE D'CR*)7g 5 AR. 
TETEE NIST EE EINER E CEDE FEES TE A 
UH SIE F7 S£ iC IR] ZA AAA, Bo ed DS H f xx Zr TRO — 48 ADS. 
HAERERE 275 Ee ERGO HP EO E FERT EL BG EPIS Pr mig. d E Jy P 的 基本 
解 , 则 对 方程 
Pa = f, (8-3) 
u-zE*f/H 
PuzcPE*f-ó*fz-f, 
BRhuzExfRE(-3)5XBIÉE , 故 利用 基本 解 可 以 解决 方程 解 的 存在 性 问题 ， 
另 -- 方 面 ,由 方程 (3-3) 叉 有 u= Ex Pu, 这 表明 可 以 从 Pu 的 性 质 , 比 如 Pu 的 
光 认 性 .奇异 性 等 等 ,来 探讨 解 u 的 正规 性 和 音 异 性 . 


8.2 常 系数 常 微分 方程 的 基本 解 


(D EE e ay = êta), a 为 常数 . (8-4) 
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当 a=0 时 ,其 通 解 为 
y- Hx) C, (8-5) 
其 中 H x) AER E Heaviside) 函数 . 若 令 6 = - 1,0918 LÆT R 上 的 唯一 基 
ERES 亡 =0, 则 给 出 支 集 在 R^ 上 的 唯一 基本 解 . 
若 ez0, 令 7 了 = ez; 则 方程 (8-4) 化 为 


d 
4d. = (x), 
故 通 解 为 yzC,H(x) + C)e *. (8-6) 


若 要 求 y€C. DRE RA DIE S4 Bea <0 时 取 C= - 10;34 Rea > 0m C - 
0;34 Rea - Off C aT URS EL BIRTEUR XV ' 中 的 基本 解 . 


{2) 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 基本 解 
m-i 
LG) e f + a V ene aye Cx). (8-7) 
取 uz EET + o0). RU AEA TATE 
LU - 0, gu QC Dao Ogen], 
这 里 8 为 克 罗 内 克 (Kronecker) 符 号 . 


S a= HO) UC , WAH JE E C Leibnitz) 2: 5X nf A0 
a 80 x 0, k> I: afl 77 n (IG, 
ULLAM kc mH 
dt _ pik-i) oaa d*U dt 
ai CUIU) =à U+ tH ia "m 
SHU) = Om DU e HT S Be HE, 


dz” ' 
EE L(u)zL(HU)z8- HUU = 63,4= HU 为 所 求 的 基本 解 . 
8.3 常 系 数 偏 微分 方程 的 基本 解 


(DAR-X ÈD ENEE 


JE JE 
Ja ay = 96e) (8-8) 


两 边 先 对 y JEDE DEAE RS ,得 到 一 个 关于 x — RASH): 
E q E(x.q) = 8(x), 


M EC p) - (O00 + CD))e?*,C( 9p) 为 依赖 于 9 的 任意 常数 . 


为 了 让 傅 里 叶 变 换 有 意义 ,需要 Pix, ET. ? 为 缓 增 的 , 故 取 
Cip) = -1,¥ >00; Cig}=0, <0. 


8 MAr BRISL EORR IRE T5 e 


M. iit 
^ - -Hi- x)", »»0., 
EG = gc 9 «t. 
最 后 得 到 
E(x,y) = Q7 evEl, y)dy = 2. PEN (8-9) 
为 柯 西 - 歼 曼 方程 (8-3) 的 切 本 解 . 
《2 热传导 方程 的 基本 解 
9E SUE 
9r7 «2252 = Ít, £). (8-10) 
AF ox PEDE E PE AERE LU 
dE £a e E) = 8(1). 
故 Eli, E) = HCDexpl - tler, 
最 后 得 到 


^ a 2 
EG.) = (| eB Ed = (rat) 3 Hesp- LED] (8-11) 


为 热传导 方程 (8-10) 的 基本 解 ， 
(3) Schródinger 方程 的 基本 解 


L.a PN EIC (8-12) 
"n 
LELE uer EC E) - 6o, 


故 EC1,£) - iH Ct)exp( -ia2t1e12》， 
引进 收 襄 因子 expl - £1817), e > 0, FPR BR n] (3 5 


E(t.x) = lim(iC2r)-^8 GO ,eexpl- (e + iatt) | E Pide) 
e KR 


一 (Axa? t) H(t) exp{ - (a -2ij exp] - Ls | (8-13) 


dior 
为 Schrödinger 方程 (8- 12) 的 基本 和 解 . 
(4) 近 普 拉 斯 方程 的 基本 和解 


a E 
AE = $i 28. (8-14) 
j i 


j 9x 
DII LI EMPMEICERITIEROUGUEC ERE EEEISICLI T 


方程 
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E, n-IdE 
dr* r dr 


PiE ua ECRIRE ^7! 8 

mn Dw rn '800) 20, 
这 表明 Pl uz ,从 而 

E-Chl. "aem E= Cr", ne. 

xx ge C2 和 C, 均 可 计算 出 来 : 

oe- lL cea — € 

27 72m] / 07^. (n-2)w, 

其 中 如; 为 上 -1 维 单 芷 球面 的 面积 . 故 


zó(r), 


E = nr, n-2i E=- d nz (8-15) 
为 拉 普 拉 斯 方程 (8-14) 的 基本 解 . 
(5) 双 拉 普 拉 斯 算 子 的 基本 解 
NEGÓ. (8-16) 
4  E,ZAE,WWEHIA ESSE 
B= hnr, 3 n=2; E=- TEA AL 


RI ac 各 + 于 , 当 n=2 时 ,积分 后 有 


E- Ahr- r*), 
由 于 后 面 一 项 满足 A( - 17) = 0, 故 得 到 当 n=2 时 (8-16) 式 的 基本 解 为 


E= i r!nr. (8-17) 
RURE IR n 22m. WAAT A" mz DBTAE dE 
E= Cr thor, (8-18) 


这 里 C, 是 仪 与 m 有 关 的 常数 . 
同样 当 * 关 2 时 , 偏 微分 算 子 A" 的 基本 解 为 


Car inr (2m- nz0, HS RD, 
E= pne (其 他 情形 ) (8-19) 
其 中 c, AX. 55 m Ana ARMA. 
(6) 波动 方程 的 基本 解 
PE OC FE 
ag "e i Fa = lt, x}. (8-20) 


求 波动 方程 的 基本 解 的 推导 较为 复杂 ， 我 们 需要 在 方程 (8 10) PEU IBISDE x AA 2 
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进行 健 里 叶 变 换 . 这 里 我 们 仅 给 出 最 后 结果 . 

Mia, HERR, H wr -161?>0, 则 波动 方程 (8-19} 的 基本 解 EL (t,x) 定 
XA REI XGT 

CE Et- t,- x)? =- awf) c ] Plies B) drde 
Vot "en (8-21) 

这 里 G (REE R LRA RZEKA IKA MARA H. 

对 一 般 的 常 系数 妨 微 分 算 子 (8-1) ,其 基本 解 的 存在 性 已 经 裤 证 明了 ,这 表明 
对 常 系数 偏 微分 方程 来 说 ,至 少 其 局 部 解 的 存在 性 是 可 以 你 证 的 . 
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JA veven … (781) 2.3 SBE CB PRÉS 
slie 固定 边界 的 变 分 问题 可 动 边界 问题 ee (799) 
… {781) 2.4 & S LB RESTE AR 
L] 著名 的 变 分 问题 se (80) 自然 边界 条 件 66 (801) 
1.2 关于 泛 函 极 值 的 一 些 2.5 iG EE 6 (BOL) 
基本 概念 eee 082) 2.6 P fi Robot 
1.3. "E HRS E gc f oj RR -= (803) 
欧 接 方程 eee. (784) 2.7 BE IAM em (804) 
1.4 ST INBUmA AE 3 条 件 极 值 的 变 分 问题 …….… (804) 
FRANZA 6666 (788) 3.1 有 限 型 约 东 条 件 ees (804) 
1.5 SLAR o (791) 3.2. 微分 型 约束 条件 eer (805) 
1.6 用 参数 形式 表示 的 3.3 RIMARRA = (806) 
蛮 分 问题 eee (092) | 4 变 分 原理 与 变 分 问题 的 
17 E RRIRM AME HRA- eee (809) 
- (793) 4.1 哈密 地 原理 与 最 小 
可 动 边界 的 变 分 站 是 位 能 原理 eene (809) 
及 其 他 问题 … 906) 4.2 微分 方程 边 值 问题 
2.1 TAARA 的 变 妇 解法 veven (812) 
" (796) 4.3 变 分 门 题 的 直接 方法 
2.2 ASERNE * (814) 


可 动 边 界 问 题 sa (797) Sob xA 本 (819) 


Di} 


引 


在 处 理 自然 科学 和 工程 技术 中 出 现 的 许 儿 问题 时 ,常常 需要 研究 这 样 一 种 柚 
象 的 函数 一 一 法 函 . 在 探讨 泛 函 的 极 值 问题 时 ,导出 一 门 新 的 数学 分 支 一 一 变 分 
学 ,其 研究 对 象 就 是 确定 泛 函 极 值 的 普遍 方法 . 凡 有 关 求 江湖 极 值 的 问题 都 叫 伐 变 
分 问题 . 变 分 学 是 一 门 十 老 的 数学 分 支 ,在 微 积 分 学 科 形 成 的 初期 , 变 分 问题 就 马 
经 提出 . 变 分 学 在 1606 年 开始 发 展 , 对 它 的 发 展 有 巨大 影响 的 就 是 所 谓 的 最 逗 降 
线 问题 .短程 线 问 题 以 及 等 周 问 题 ， 

变 分 学 的 典型 问题 是 由 积分 所 表示 的 证 站 的 极 值 向 题 .自从 伯 努 利 : 约 辆 
( Bemoulli Johann? , 1E] $58] - TE £e ( Bemoulli Jacob? L4 J& BX br ( tiuler) 等 探讨 变 分 学 的 种 
种 具体 问题 以 后 ,1760 Æ ToU B H (Lagrange) tE E 5; 8] ABL 力学 相 联系 引 进 了 恋 
分 问题 的 一 般 处 理 方法 ,于 是 以 欧 拉 命名 的 方程 才 开 始 得 刘 请 楚 的 论述 . 

古典 变 分 学 主要 探讨 如 何 把 谤 函 的 极 值 间 题 转 化 成 油分 方程 的 边 值 问题 , 即 
推导 出 各 种 形式 的 欧 拉 方程 及 定 解 条 件 .现代 变 分 学 是 利 放 亦 分 问题 来 描述 力学 、 
物理 学 以 及 工程 技术 领域 内 的 现象 的 理论 性 学 科 . 近 和 0 年 来 , 变 分 原理 得 到 了 迅 
速 的 发 展 , 它 促进 了 力学 .物理 学 以 及 数学 中 某 些 分 支 学 科 的 发 展 , 它 为 各 类 离散 
方法 和 探讨 解决 工程 技术 领域 内 的 疑难 问题 提供 了 系统 的 理 沦 基础 . 

由 于 变 分 学 有 着 广泛 的 应 用 , 它 的 基础 知识 定 为 广大 的 数学 和 科技 工作 者 所 
必需 ,限于 籍 幅 ,本 利 只 能 介绍 变 分 学 的 基本 概念 和 方法 ,其 中 包括 解 栾 分 间 题 时 
最 为 重要 的 直接 法 . 


1 引 论 :固定 边界 和 的 变 分 问题 


求 泛 函 极 值 的 方法 和 求 函数 极 值 的 方法 是 非常 类 似 的 .本 章 重点 介绍 固定 边 
界 的 变 分 问题 及 各 种 形式 的 泽 函 取 极 蔡 的 条 件 . 


1.1 著名 的 变 分 问题 


1 最速 降 线 问题 

在 所 有 连接 位 于 不 同 铅 垂 线 上 两 定点 Al xp yo) 及 BC, yi 2 Ib E HP LOK d 
一 条 曲 强 ,使 初速 为 零 的 质点 , 自 4 点 在 重力 作用 下 沿 闭 它 滑行 时 ,以 最 短 时 间 到 
xk B gn. 1-1 所 示 ， 

这 个 问题 的 数学 描述 : 

在 所 有 满足 边界 牺 件 y(x0) = yos v( xi) = yi 的 有 曲线 中 选取 一 条 光滑 有 曲线 y = 
yix), fii 
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r- f" AC, AD 


"TN Mi g 为 重力 加 述 度 . 

2. 短程 线 问 题 

KHE eC, y 2) = 各 上 所 给 两 点 Ao Yo zo). 
BG ,y,,2,) BH PE Bei di lp ex ( ALES 1-2). xx AR 
短 曲 线 称 为 短程 线 . 

这 个 问题 的 数学 描述 ; 

ERAM ERP ylar) = vor z( xo) = zot y Cu) 
= y zx) =z] 的 曲线 中 ,选取 一 条 光滑 曲 线 : y =Y 
(x) ,z= ztx), 它 不 但 要 满足 方程 p(x,y,z) 2 0, if 


L [^v Dy)? + G' Y da (1-2) 
“p 


取 最 小 值 . 

3. 等 周 问题 

求 长 度 为 一 定 的 封闭 平面 曲线 1 ,使 其 所 围 
的 面积 $ ARK. 

由 于 所 求 的 曲线 是 一 条 封闭 的 平面 曲线 ， 
因此 ,用 参数 形式 表示 是 方便 的 . 设 其 参数 方程 
Nx= x (tl) 

这 个 问题 的 数学 描述 : 

在 满足 x( to) - xlt), yt to) - yn YI 


h d 2 d t 
t= f’ (a SG o» 
保持 定 值 的 光滑 曲线 中 ,选取 一 条 曲线 x - x 
(D. y= yC) BEE PT ERA E 


S= ilo ET -* &) dt (1-4) 


REN. 
1.2 关于 证 国 极 值 的 一 些 基 本 梧 念 


(DZA 设 iy(x)i 是 给 定 的 革 一 画 数 类 , 若 对 于 此 本 数 类 中 的 每 一 个 函数 
yGO BA TAERAA A J 与 之 对 应 , 则 称 变量 为 函数 y(%*) 的 泛 函 , 记 
为 了 = JU yCx) ). ERIS Ly CO |! 称 为 泛 子 的 定义 域 . 

(2) 容 许 函 数 类 ”一 -个 在 其 上 定义 了 泛 函 的 畏 数 类 , 称 为 该 汉 沙 的 容许 菠 数 类 
{或 可 取 西 数 类 ) ,而 它 的 图 像 叫 做 容许 曲 厂 类 {或 可 取 曲 线 类 ). 


t 引 论 :固定 边界 前 变 分 问题 + 783 ， 


上 述 定义 可 推广 到 依赖 于 多 个 隧 数 的 汉 晴 和 定义 在 才 儿 了 晴 数 七 的 泛 陋 ， 

VAI ,车 不 作 声 明 , 有 关 变 量 AAN PR T TS SIC. 

(3) C 3&gR E EAN y{x) 在 区 间 [ 9x, ERE, 71 EUR CRT. n 阶 的 连续 
FOX aR y(x) (或 曲线 y 2 y DERT C 类 的 ,通常 表示 为 y (x)€ C 

xg X11. 
对 于 第 元 孙 数 也 可 给 出 类 似 的 定义 ， 
(4)&R BR IEIBUSE PE RAF y(x) 与 yo( x) € C [xo. x, 1 PR 
d,(y,yo) = max max 17 (x) - yo C) 


HAR y(x) 与 yo CY CERBRÉR y — yla) y= yo(x)) 在 区 间 [ xo, x] EDU rt R38 
离 .特别 , 当 由 = 站 时 , 称 
dol y , r). max tyl) = yol x21 


为 函数 yCa) 5) yo( x)( 或 曲线 y= COS y 2 yoC x) TE ERI xg, x, ] E 80 9E R08 
B n-lBp 
di(y, yo) = max max ay?) - vix) 


gji x Axe 


AUR 00073 lO RMR y= yGOS ys yo Cx) TEKAM xo, x1 E. 89 — 28 28 


AEREE EaR. 

(HARGER WESA yol x) {或 曲 强 y= yir ogre] na 
HERP Te KAR y (x ) (RHR y — y CX) BU AE PE ERE yu Cx (或 曲线 
y= yo( x) )BJ n 2 s- S3. 

例如 eR EX voC x) (IRER y = yo (x) BS E ER e 4B EL. E |a DAR URL v Ox) - 
yof x)1 « e BIER v (x) CHR HER v = yi DNAR. BRE ylx}{ 或 曲线 y= vox) 
的 一 级 sg- 93€ , E pri Ey (x) - voCx)E «e Ky (G0 — solat e WAR Cx) 
(或 曲线 y = y(x)) 所 组 成 .因而 函数 yox) (或 曲线 y= yla 8 — 2E e ELLE 
MEER vox (或 曲线 y= yo (x) BEER e- SEMIS MEL 

yx E RES tn ur fp Sa PR. 

(OARE nOA JLy CO TUER VE PROC PAR- eR EC EF 
这 类 中 的 尾 -- 蚂 数 vOO ,下 式 永远 成 立 

ytx) 13a JU y (x) ], 
WERL JUyCx)]4E ERR. yof yx) 处 取得 绝对 极 小 值 .同样 .可以 定义 绝对 极 大 值 ， 

(7) 相 对 极 秆 ”车 把 作为 比较 的 函数 ytx} 局 限于 蚜 数 yo( x) 的 某 一 邻 域内 ， 
并 上 有 sirilo laJ lroa) 成立, 则 称 汉 函 FÉ y Ca JYE P833 yo x) 钼 取得 相对 极 
小 值 .类 似 了 地 ,可 以 定义 相对 械 大 值 ， 

(8) 强 的 相对 极 值 若 对 于 在 函数 mtx) 的 零 级 = 钊 域内 的 所 有 容许 图 数 
y GO, EB 

J[y(tx)] JEyoCx 1. 
MERE GE J[ yx) ERAR yoCaOAREECÉB SIR AAR I3 CO foL, nT ELE XL RIT) H 
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XHECK (B 

{9) 弱 的 相对 极 值 车 对 于 在 函数 yp{x) 的 一 级 e- 邻 域内 的 所 有 容许 郴 数 
yCGO ,都 有 

J[y{x) l> JÉUYs(GO ], 

MERZA Jlri) ERS yalar ) E RUfS 38 IPHEEDGE BEIC. DS DLL, E ELSE SCR PT 
对 极 大 值 . 

上 述 定 义 可 推广 到 会 多 个 函数 的 罕 函 和 定 久 在 多 元 角 数 土 的 泛 函 ， 

必须 指出 ,每 一 个 绝对 极 值 同时 是 一 个 强 与 弱 的 相对 极 值 ;每 一 个 强 极 信 同时 
也 是 增 极 值 ; 但 一 般 地 说 ,反之 不 然 . 


01.3. 变 分 法 的 最 简 问 题 ' 欧 拉 方 程 


PRERA 
JyG01 = [^ Fly), y G0 Ms (1-5) 


的 极 值 ,其 中 容许 函数 virit, BLUE EIE XR EAR PE y( x0) = yo, y (x) = y M 
BEAR Fiy ORTF r.y, y 是 二 阶 连 续 可 微 的 . 


1.3.1 X4 


(DORRES AR y(x) 与 男 一 函数 y CX) EL GO -yxh 称 为 函数 
y GO BTE A id fE dy, BP 
yx) = yix} - y(x). 
Xi viec, mTamor: 
(Oy) = &y' ， (8y = SY ,By)") = 3ytn)， 
(DZENE unm mE 
AJ 2 J[y(x) €5y(30] — J[ yx)] 
能 够 表示 成 如 下 的 形式 
AJ= LL y(x),SyCx) | + oCl8yCx)0). 
其 中 上 [ytx) ,8y(x)] 对 于 Sy(x) 而 言 是 线性 的 ,ol(13y(x) 由 表示 关于 13y(*)1 的 
高 防 无 穷 小 ,那么 Lyle) dyi) EEA J[ y (a ARH EER. 
EA Jir O PERHERE LL y (By x) EAA JL v GO HE y(tx) 上 的 一 
次 变 分 ,简称 变 分 , 记 作 5J. Br 
J= L[y(32,8y(x)]. 
EB Jiri) +r x2] HrB c A SAEI cn S] LWIE RS JLy GO AE 
y ti, uT ELE SUN 


J= [r(x) + tyCx)] 
(3) 汉 函 变 分 的 表示 式 


t «D. 
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òs = f" [F,[x,y.y lèy € Fox .y, y ]8y Idx. (1-6) 
以 上 公 \ 式 和 定义 可 推广 到 全 多 个 函数 的 汉 函 及 含 多 咎 TRAN A. 
1.3.2 变 分 学 的 基本 引 理 


引 理 1 RAH pis) € C[ xo. 4], ARTIES QR Bx € Cl xo. xi]. 
ni xo) - 26x) = 小 ,都 有 


[eco good: = 0, 
"b 
则 在 区 间 [ x5, 3. E eC) 8 0. AS gn chr FS PH A SERI. 


引 理 2 BRAR (x) € C[ xo, x] ELA EF ES EAE pie) € CIE xo. xi]. 
9( xo) 2 9(x1) 2 0, EH 


P Px Gx)dx = 0, 
T 


则 在 整个 区 间 [ xo, xi]. E p n AKA. A RAES (Riemann) 5] M. 
这 些 引 理 可 以 推广 到 重 积分 . 


1.3.3 kez 


(1) 泛 隙 取 极 值 的 基本 必要 条 件 
定理 1 WEZA Jv Ox) TE PR ER. y (x) EX ER (EL. 8B A ILER. Jy Ca ] E 
y x EB T 8J - 0. 
(MEAE SBR 由 变 分 的 表示 式 (1- 丰 ) , 易 得 
èJ = Per, - ir iP, )ðydx. (1-7) 
或 
J = [TCF - May dx, (1-8) 
= 


其 中 N(x) = 上 F,dx. 
3) 欧 拉 方 各 将 拉 榨 遍 日 引 理 应 用 主 (1-7} 式 ,可 香 欧 科 方 程 


F,- ÊF, =0. (1-9) 
欧 拉 方 程 的 展开 式 为 
F,- Fy Epy o Fy” 0. 


By FAR & 5| 9B T (1-8), ,由 得 所 谓 欧 拉 方 程 的 积分 撒 式 
F,- N ad (1-10) 


这 里 是 常数 . 


- 786 - 55148 变 分 学 
这 个 以 欧 拉 命名 的 方程 ,是 欧 拉 在 1744 年 首先 得 到 的 . 
(OREA 满足 欧 拉 方程 的 函数 ,通常 把 它 吓 微 关 于 变 分 问题 的 极 值 函 
数 , 而 它 的 如 像 则 叫做 极 值 曲 线 . E TEE DRE MEER ER OR J[y] 才 能 达到 极 值 . 
定理 2 dE F(x.y.y CELL Bri EDU. x(xosz xs x BESH y.y y 
BEER yE Cl Uxo x, ) S HIE IR 


Jy] = [roris 


的 相对 弱 极 值 , 则 函数 y(x*) 满 足 欧 拉 方程 (1-9) ,并 且 在 Fu 0 的 一 切 x f E, 
y "存在 而 且 连 续 . 
例 1 im 


JA = [EUY - yu. 


x) -o»( 5) = 1 
的 极 值 曲线 . 
解 ” 欧 拉 方 程 为 y+ y=0, 其 遂 解 为 y= Cicer + Casinx. 由 边界 条 件 得 C, = 
0, C; 2 1 因此 ,所 求 的 极 值 曲 线 为 y= sing, 


1.3.4 欧 拉 方程 的 几 种 特殊 情形 


(1) F= Fíx,y) 
此 时 , 欧 拉 方程 为 (x,y) = 0, 一 般 讲 , 所 论 变 分 问题 的 解 不 存在 ， 
(2) F-F(x.y) 
此 时 , 欧 拉 方 程 为 和 Pr (x,y) 0, ERAN FG = C 
(3) F= F(y,Y) 
此 时 , 欧 拉 方 程 有 初 积分 严 - F, = CI 
(4) F- Fiy) 
此 时 , 极 值 曲线 就 是 可 能 有 的 全 部 直线 y= Cix + C. 
(5) F= Míx,y) NOx, y) 
此 时 ,网 拉 方程 为 5 - SA = o EREAUECI A81, TEL 3% =0 时 , 变 分 
失去 意义 ， 
例 2 最 束 降 线 问题 
vr(yy x 
[noL Tag dx, 


y(0) = 0,yla} = b. 
解 ” 欧 拉 方 程 的 初 积分 为 
Vix .kz e 
yy v yili Y] 
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化 简 后 成 为 
y[1+ (y»]- Ci. 
引 人参 数 n, fE y = corr SERE 
Ci 
T7 0 coi 


从 而 dz= $ - C1 -cos21)di, 于 是 


= Cisi = Ch - cos? t1, 


x= Eiez - sin2t) + C}. 
国 此 ,所 求 曲线 的 参数 方程 为 
上 G= PI - sin2t), 


C, 
yz FA — cos21 1) ， 
若 令 8=21, 并 注意 到 所 求 曲线 通过 原点 (0, 人 0 , 则 C, =0, 于 是 得 
i Eila- sing), 


y= 2a - cosd ). 


由 此 可 见 ,最 速 降 线 问题 的 极 信 曲 线 是 贺 滚 线 ,其 中 学 为 演 动 加 的 半径 ,常数 C, 
由 条 件 y(a)} = 来 确定 . 
1.3.5 极 值 必要 条 件 


ERAT a = 0 的 极 值 函 数 未 必 能 使 泛 函 达到 机 寻 极 大 值 ( 或 极 小 值 ). 为 
使 JLy EEBRCEREC yfx) 上 达到 极 值 ,还 要 考虑 其 他 条 件 . 
(DEP IIAA MAR Fx, y. y PLE Cl'avlor) AKRA, 39 
8y( xg) = 8y( x) 2 0, n] 48 
AJ = Jy «8y] - JL] 
= [^c + FS8y')dx + if Fay)! + 
^n “y 


2F,8y8y' + Pr (dy Y ldr +e, 
HER yey 5y HREAN, s 是 美 于 由 (y +57,7) 的 高 阶 元 穷 小 此 . 
上 式 右边 的 第 一 项 是 泛 函 J[y] 的 一 次 变 分 ,第 LUE m J[ Yj 的 二 次 变 分 , 记 作 
8 J.B 


$J- tj" F (8y)? + 2F,8y8 y + Fy Qi y Y ldz. (4-0) 
(r 


在 探讨 弱 极 值 时 ,5y f 3 7 是 充分 小 的 量 , 由 于 ès =0, 此 时 AJ POTE E HD 全 4 
lr So sit. BIS BAR y) € C xo. x 达到 JE y 102 PETIT. RRA MIT , 
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对 于 任意 的 郴 数 Sy € C'[xo, xil âri ro 2 8y (x4) 20, 二 次 变 分 2 J Ef Cam dE 
IE): 
9Jm0 (GESJ«0). 
(2) C3KIE 5 B5) i8) fo Dg 


FJ = [^LPGy? + RGy Y Me, 
“o 


1 d 
appo i, AER LE, 
定理 3 对 于 任何 函数 3y(z)E CI[xo,xd],3y(ao) = Syla) = 0,8 MEL E 
PA 
['teGocy? + ROG y! Y ldx | 
"o 


非 负 ,必须 在 区 间 xoscxux, LEA Rix) g0. | 
(PiE Legendre) kF AREH v = y GO fi IR 


JI»x] = |" roy y às 


还 到 极 小 值 ( 或 极 大 值 , 则 沿 着 它 必 有 不 等 式 
Fyy 宇 0( 或 Fyy 过 他 
m. 
PE Fo 008 Fo? 0) LEUR SR EE. TEES Fus m OC Fyy 0) 
叫做 勒 让 德 加 强 条 件 . 


1.4 含 多 个 注 数 和 合 高 阶 导数 的 江 捕 


1.4.1 含 多 个 函数 的 泛 函 


1) 变 分 问题 的 数学 描述 B AS Fix yir Yir 设 
严 和 它 对 所 有 变数 的 二 和 阶 以 内 的 偏 导 数 是 连续 的 .在 n+ 1 维 空间 里 ,在 连接 二 定 
点 A (xo. Yio yp." » 59) 和 B(xyyus Yn ya) PUT hR 
yz i xs yam yat x), tt, Ya= yala) 
(yi(x) 和 连续 ) 中 ,确定 出 某 一 曲线 ,使 泛 函 


Ay = V FCs ys pay ox sy ds (1-12 £ 
Fa ww 
PRH. $ 
(22 —UW E^ HH 
ðJ = [25. à] D D(F A p, ayida. 


E) A EOE T DUE T i 
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定理 4 RAITAR 7 fx ,yz(x) e n OET Clad, HAED 
条 件 


y; xo) = *,o, yix = Fs r= Ll,’ n 
£ EA ni aro em s GORSEIBO-TDRSBUE ME I AE RE 


F,- dF, =0, = {l-13} 


HAR vC PE :Cx) 均 属于 C xo, x1]. RRETA IE rixa) = voL (x9) = 
zyx 9 ypz) = a A yle) zC X HE ER 


Jy. z] = 站 F(xiy.zi y pz )dx (1-14) 
达到 极 值 , 则 它们 上 必 满 品 方程 组 ; 
F, - dp, =Ô0, 
Í p i (1-15) 
F. 一 Jatz 二 由， 


例 3 AREA 


-E 
JIy,z] = [toy + is Y +y ldz, 
y(0) 三 Q, zt0) = 0, 


(3) =)! 
的 极 值 曲线 . 


解 ” 欧 拉 方 程 组 为 YY- z=0,x -y=0, 消 去 :得 y 的 做 分 方程 0 ~ y=0, 由 
此 得 
y 2 Ce * Ce 7" * Cocos x + Casinx, 
s= y 2458.0, *—UC;sr- Caring. 
由 边界 条 性 得 C= G= Cs = 0, C= 1, Am, PERAE A 


y= sint, z= —asuinx. 
Bla RER JL c) = [PFC ,> )dz 的 极 值 曲线 - 


解 ” 欧 拉 方 程 组 为 
| Foy" * Fou" -0, 

Foy" + Foz" =D. 
(E Fy Fo - (Fpa VAO WEKRE y” 20 和 : "=0, 直 此 得 

y= Cix + Cr z= x+ Ca. 
这 是 空间 中 的 -- 条 直线 ， 
{4) 勒 让 德 条 件 ” 要 极 值 有 曲线 y, = rlx). yr= yalah. Ya = ys CA RUE ER 

(14-12) 达到 极 小 , 则 在 极 值 明 线 的 每 一 点 上 ,下列 不 等 式 成 六: 
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+ n us 
Foo Fo ok 
ET Y Y AM Ty bn 
rra UTE "UI Zin 
Fri $0. - QI EDS : ; [29 
EF yrr 
Fn Y Fror F, 7n 


1.4.2. 含 高 阶 导 数 的 泛 函 


【位 变 务 问题 的 数学 描述 设 y(x)€ C| x», “il, Bas x m AF. 
y(xo) = yo. Y'(xo) = yp te y" HENE ESU D, 
y(xi) - vi, y'(ixp sye cns m Mo Wo 
LIRE -— PESE vx ETE BR 


J[y]1 = P Fx. y, y n y ) dr ( 1-16) 
18 


达到 极 值 , 其 中 中 对 各 个 变量 连续 具有 直到 nm+2 阶 连续 全 导数 ， 

(QD EK fur -É+ C Euler- Poisson) 7j ££ 

定理 5 PATAR y(x)€ C^[x,,]23 HUE II CL- 16) PHI BR. JETER IRL, 
则 它 必 满足 方程 


F,- EF, Spe Cay L piao (1-10) 
W5 HERE 
Jl = tons cya ads 
满足 边界 条 件 
y() 21. (0 -0,5( &) 2o.y (€) = -1 
的 极 值 曲 线 ， 


| ME 欧 拟 - 泊 松 方程 为 y (? -y-0, 它 的 通 解 为 省 二 人 1 二 二 203 区 十 
Csinx. 由 边界 条 件 得 C= C, C,20, G= A RA RREH A 


y = cosx. 
1.4.3 更 一 般 的 情形 
NUR TE eR HUS 

JUXGO s] = f Fixy, ye Ys, mde (1-18) 


的 形式 ， m yix) zC X) Ri Hil Lo cr -ARA E: 


F,-dF, 4e CL D^ AU - 0, 
(1-19) 


d rR = 
F,- ALES ee Co 1)" S = 0， 
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如 果 汪 图 具有 
J Ly as", Ym] 


E 

| .. ， 
= l F(xsyys y ion vi i y Yat yi i dx 

LU 


(1-20) 
的 形式 ,那么 欧 拉 -放松 方程 组 为 
F, E d ey +-+- Dr tn) 20í(i21.2,7,m). (1-21) 
1.5 FLARA 
1.5.1. &—^- $6 S aces d E 
JIst£x, y] = [revisa iw) drdy, (1-22) 


HoP u, E uy HARRER u 对 x 及 y BREL PC COLORI ux y)€ Cx. 
PED, ER EVI RIF wij= glx, y). TE BRCI-22) TE PRÉC u 处 达到 极 值 时 , 试 
确定 = 应 满足 的 条 件 . 
{1) 一 次 变 分 
6J = ET F, dy - F, dx) + ier, - E, - 3, F, DBudady. 


DLIULTTAIUCEEITISUIUPIIILPITEESIS CI 
在 区 域 的 边界 ! 上 等 于 有 霍 及 变 分 学 的 基本 引 理 ,得 极 值 计数 a Cx Lo BEC EM 
微分 方程 


. " d 
E, gpn yr - 0. (1-23) 
GAEAF FRENA GIILPBEIUR 
Jiu x, y?)] = [| FG ys us tes asses tny dedy (1-24) 
的 形式 , 则 欧 拉 方程 为 
3 à 9t g^ Oo. 
Pe Dal ay y pa eet Gray ut ufu =O (123) 


1.5.2. 侈 两 个 或 两 个 以 上 多 元 函数 的 情形 
A AN 
JI sx, 3, v(x, y2] = [| Feas yru, vs inve. u, vy)dxdy, (1-26) 


则 欧 拉 方程 组 为 
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F,— EA Fa 2r, =0, 
x C dy F 
3 3 (1-27) 
F,- Dy ee ayt” =0. 


例 6 RRN 
2 
JL u] = i I5 24) 十 (55) + 2uf( x y, 2) dxdydz, 
其 中 fx,y， DN mS. MUM 


在 数学 物理 方程 中 AA emt i H7 RR; =0, DIAS NN Laplace) Ar f£. 
B7 Ui mS 


JUu] = Iu (2s ) (7 p) o(zx)- 2uf( x.) dady, 


其 中 p ACARA. 5 fREK E RE 


该 方程 称 为 重 调和 方程 ， 
1.6 用 参数 形式 表示 的 变 分 问题 


考虑 形 如 
HC) (0) = f? Flay ioi (1-28) 


的 渗 函 ,其 中 = 性 ,7 = ARRA 不 显 含 自 变 量 :. 为 使 泛 函 J 不 依赖 于 参 


变量 的 选择 , 设 FA ?是 一 次 齐 次 男 数 , 即 对 任何 直行 

F(x,yikx,ky) = KF(x,yix,y). (1-29) 
则 证 函 /只 依赖 于 曲线 的 形状 ,而 不 依赖 于 其 参数 的 表 机 式 . 将 (1-29) 式 对 大 求 
TRAS kz1,48 


F= xF; + yF; (1-30) 
该 式 通 常 叫 做 齐 次 条 忻 ， 
对 于 参数 上 的 任何 选择 ,函数 «OR y COP ECL TRÉH : 
F,- dp. =0, 
l. A (1-31) 
F,- 50. 


这 些 方程 不 显 含 参 变 数 二 ,并 且 两 个 方程 不 是 独立 的 , 共 中 -个 可 由 另 一 个 推出 ， 
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因此 .要求 极 值 通 数 ,只 要 从 两 个 欧 拉 方程 中 拿 出 一 个 米 CE 5 8 E CRIT 
方程 联 立 求 积分 即 可 . 


1.7 itp or RE 


A EE DR 
JLy62] = [FG yiy od. (1-32) 
7o 
B FE C[xy xi]; rE Cixo; xil Hoy 2 ya A-2 AEA RRt 
y(xg) = yo, y( x) = vi (1-33) 


的 极 值 曲线 . BEHRA A(xo, ITE Bf xj ,4 让 是 固定 的 . 
1.7.1 HB d x35 


(1) 固 有 场 ” 如 果 对 于 Cx, y) 平 面 的 某 区 域 DIS -A,A EUG HIST 
Y= (x ,已 ) 中 的 一 条 由 线 通过 ,那么 , 称 这 个 曲线 族 在 区 域 D 内 形成 一 个 固有 场 .在 
出线 族 y= y(x,C) 上 的 (x,y) 处 的 切线 斜率 ptx ;7), 称 为 四 有 场 在 该 处 的 斜率 ， 

{2) 中 心 场 ”如 果 曲 线 族 y= y(x, 0) 中 的 所 有 曲线 者 通过 区 域 D 内 的 同一 -点 
ALxo;Y0): 且 除 该 点 ( 称 为 曲线 族 的 束 心 ) 外 ,区 域 D 内 任 -点 都 有 曲线 族 中 的 - 
条 且 只 有 一 条 曲线 通过 ,那么 , 称 此 曲线 族 在 区 域 D 内 形成 一 个 中 心声 . 

(3) 极 值 曲线 场 ”如 果 固 有 场 或 中 心 场 是 由 某 一 变 分 同 题 的 单 参 数 极 值 曲线 
族 所 形成 的 ,那么 , 称 此 场 为 根 值 曲线 场 . 

it y=ylr) ÆA fy] 的 极 值 曲线 ,如 果 可 以 我 到 一 族 极 值 曲线 y = 
yix, C) EER TH, RAAH Co- co 时 这 条 极 值 曲线 y = y (x), HEHEA 
y= ytx ,局 ) 所 形成 的 场 的 域内 y= yir AER 的 境界 上 ,那么 , 称 y = vC RE 
被 包含 在 极 值 曲线 场 之 内 . 


1.7.2 X4& dE TIG F EA GESTIRE 


(DHLA 设 有 极 值 曲线 族 y = yíx, C), AC xo, yg? HEL C= n 时 
的 极 值 曲线 y= y(x), SSRI y= yla, CORO C DERE £C 


y= y(x, C), 
[xe 
JC B 


有 公共 点 4* , 则 点 A* PHR (LR ER 
y= yl) E A RREA. mE 1-3 PR. 

(2) E nT HE CJacob Ait E 1B OR 
{1-32) 满 足 边 界 条 人 忻 (1-33} 的 极 值 曲线 


y= y 3) EBSSLABA A. A ER AE ALAS 
A" , 则 称 该 极 值 曲线 满足 雅 可 比 条 件 . 
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(3) 雅 可 比方 程 ”方程 
(py -Fu Elw Fjy) 20 (1-34) 


称 为 相应 于 评 函 (1-32) 的 雅 醋 比方 程 . 

在 所 ry 0 的 假设 下 ,者 从 点 (xo;0) 作 出 的 雅 可 比方 程 的 积分 曲线 不 与 x 负 
在 开 区 间 xo < x < x, 由 相交 , 列 曲 线 y = y(x) 满 足 雅 可 比 杂 件 ; 不 与 x 轴 在 右 闭 区 
[B] xo « xs x, 内 相交 , 则 称 曲 线 y= y(x) 满 足 雅 可 比 可 强 条 件 . 

由 于 雅 可 比方 程 满足 条 件 st x0) =0 的 任何 解 u GO ,与 礁 可 比方 程 满足 条 伸 

u(xg) -O, w(xo)=1 (1-35) 
的 解 mfx) 只 差 一 常数 国 子 , 因 此 ,也 可 以 说 若 对 于 开 区 间 xo « x « x, 中 的 任何 x, 
EA uox) #0, 则 曲线 y = ylx) 满 足 雅 可 比 条 件 ; 车 对 于 机 闭 区 间 xo 6 xum x 四 
HHEH x EA uo( x) 0, WHH y = y Cx TEE RT EE LAE TIE. 


1.7.3 EK ibd 


SET EBS-32), 083 
E(x,yiy poo F(x;y,y 2- Fix,y.p)- (y - phE,(x,y,p) | (1-39) 
Ayo ERR Ehi Weierstrass) eR ,简称 E 函数 ， 


1.7.4 BREGAT TE 


定理 6 iZUG-32)TEHIEE y = y (x) LERAREN IT ARTE RISE Dy 
3 种 形式 : 

第 一 种 形式 : 

py= yl ERAH, HIE AG. y, BÓx, v): 

2 极 值 曲线 y= y WERTER: 

P ERER y= yl srs xi) E, Fyy > 0. 

第 二 种 形式 : 

lsy = yi ERE, Hil Aixo yo) BC xi y: 

2 极 值 曲线 y= y{x) 满 足 雅 可 比 条 性 ; 

3 在 与 极 值 曲线 y= y(x} 相 邻近 的 点 (x,y) 以 及 与 pix ,7Y} 相 邻近 的 关外 ,有 
E(x.y,y ,p=0. 

第 三 种 形式 : 

1* y= y(x) 是 极 值 曲 线 , 自 过 ACXo yo), BCxi. y: 

2 存在 包 会 极 值 曲 线 y = ytx) 在 内 的 极 值 曲线 场 ; 

F 在 与 极 值 曲线 y= y APER E (x 30 BARES] p(x,Y) 相 邻近 的 y' 处 ,有 
E(x, vy, y' , p) zO. 

ERAEN HD, UR £o T RC IP HB E BEA TE. 

定理 7 dPRRCOÍC32) UEBER y = yfs) 上 达到 强 极 小 (或 强 概 大 ) 的 充分 条 件 是 

f? y 2 yx) HT (ELE ER. ELE AC xo. vo) BC YL); 

T 级 值 曲线 y = y(x) 被 包含 在 由 极 值 曲线 族 y = yix,C) 所 构成 的 极 值 曲线 


| 引 论 :固定 边界 的 变 分 问题 ”3795 ， 


IM; 

PERH y= v(GOmMSESR e 邻 域 内 ,对 任意 的 v ,有 EGG y Y p) 20 
(X E(x.y,y' . ps0). 

为 方便 起 见 AIFS TRR 

3 在 极 值 曲线 y = y(z) 的 零 级 e- 邻 域内 ,对 任意 的 Y .有 Foy (x yy 20 
{或 Foxy. y 2x0). 

特别 提请 注意 ,用 BS CERE ER TSDE LE REDE BOR URS. 

例 8 iei 


JUl = [UG - ys 


的 极 值 ,其 边界 条 件 为 y(0) -0, (4) c1. 
BE KRHA y+ y=0, 且 其 通 解 为 
y= Ccosx + Caina, 
利用 边界 条 件 ,得 y = snn EARE EATA uv" eu - 0. HGBRE S 
u= Ë coss + B;sinx, 
PLEME SE u(00) 20,4 (0) = 1 的 解 为 mlx) = sinx; X} PFTAEIBIJO« x « S PHE 
fif x, ug( x) = sina 20, AMIE HE ER. y= sinx 满足 雅 可 比 茶 件 ;由 于 在 极 值 曲线 
y=sinx E, Fj, =2>0, 因 此 ,和 极 值 曲线 y = sine (Og xa F ) 给 出 省 函 的 弱 极 小 值 ， 
该 极 小 值 为 
J[sinx ] = IR (cos x — sin x)dx = 0. 
例 9 iie SR 
[i = | Uy + Cyr ) ldx, 
yi0) = 0, y(1) = 2 
的 极 值 . 
解 ” 欧 拉 方 程 Y =0 的 通 解 为 y= Cr+ C2, 满足 边界 条 件 y(0) 20, y(D 22 
的 解 为 y=2x;y= Cr 在 [0.1] 上 形成 极 值 曲 线 中 心 场 ,上 jyv=z2x 被 包 合 在 这 个 极 
值 曲 线 场 之 内 ; 
Elzy yop = yy «(y Y -Cype p) - Cy - jy *2p) 
-(yY-2ypeplz(y -pY 
对 于 任意 的 y' WA Ep0: Ak, REH y=2x 87 ER TITRE E. 该 极 小 值 
Ji2x] = | as + 4)dr = 6. 
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2 可 动 边界 的 变 分 问题 及 其 他 问题 


对 于 国定 边界 及 可 动 边界 ,作为 极 值 硝 数 都 应 当 满 足 江 函 的 菊 拉 方程 .对 于 可 
动 边界 来 说 , 极 值 函数 所 欠 的 条 人 忻 , 就 应 当 由 泛 蚂 模 值 的 必要 条 件 $1=0 来 补 是 . 
由 此 而 得 到 的 边界 条 件 叫 做 极 值 函数 的 自然 边界 条 人 忻 . 


2.1 可 动 边 寞 的 最 简 问题 


RZA 
Jy] - [^ FG yis (2-1) 
3 


的 极 值 . 为 方便 起 见 , 先 假定 点 A rp yo) 固定 ,而 点 B(x1, 7) 是 可 动 的 .由 实现 极 
值 的 基本 必要 条 件 5J =0, 并 考 中 到 根 值 函数 已 满足 欧 拉 方程 且 4 点 固定 ,出 得 B 
点 的 边界 条 件 

(F- y Fou t Fy lcu Byi = 0. (2-2) 


2.1.1 X Xd 


如 果 8 si 与 3 y EALER, A F 8 53 37 的 任意 性 ,那么 ,由 (2-2) 式 得 
H y Fy)l,.., =0, 


(2-3) 
Fylg- 70. 


2.1.2 相关 性 


如 果 点 EEA hE y = ox ERI SEE Oy, 9 20)8x, RACIA, M 
òx 的 任意 性 ,那么 得 
FG! YD Ep lesg =O. (2-4) 
36(2-4)8 53 y = gz(x1) 联 立即 可 确定 x, 与 ye 2833 90 X BG y WAER y= 
gz( x1) 移 动 时 , (2-4) 式 建立 了 两 条 曲线 在 边界 点 处 斜率 u^, 与 y 之 间 的 关系 , 且 
把 这 个 关系 叫做 斜 截 条 件 ， 
如 果 边 界 点 ÁCxq yo EAS f e Yo 三 pf ?移动 ,那么 在 点 FIERE EE: 
截 条件 
[Fe Ghi y ) Py] =0. (2-5) 


2.1.3. 广泛 形式 的 半截 条 性 


当 曲 线 y= y(x) 的 两 个 端点 Axes Yo) 及 BG y E n AARU E A hR 
piix yr)=0, pz xy) =0 EEDE, RRA 


2 可 动 边 界 的 变 分 问题 及 其 他 问题 797 - 
{i T imt 
((F- Y Fe dis =Fy Iud cs (2-6) 
这 里 ,假定 91 及 P? AERE SE GEH gi. Piy »0/ Pia + Piy 20. 
特别 , 当 两 曲线 为 直线 , 且 平 行 于 y 轴 :* = xo eo x, MERRIA 
Fl =, Fl =0. 
例 1 KEK 
|n nO, 


y(0) = Oy = 34-5 
的 极 值 .如 图 2-1 所 示 . 
解 ” 欧 拉 方 程 的 初 积分 为 
YI+( O e 
y y v ID-(y Y? 


化 简 , 得 
Y tiy =C 
其 中 G= F. 
引 人 大 参数 ,使 y = coti, 就 得 
C; 
YT Y. C6 
从 而 


dx = dy = Gsintdt, x= — Cicost+ Ca. 

内 此 ,所 求 曲 线 的 参数 方程 为 
x- C= 一 Crcosfr， y= Csint. 
消去 参数 :, 即 得 欧 拉 方 程 的 积分 曲线 为 圆 ; 
(x - C 4 y^ = 人 
由 第 一 个 边界 条 件 得 出 C, = C. 
就 此 例 而 言 , 斜 截 条 件 {2-4} 化 为 正 交 条 件 1+ gy = 60 由 此 知 直 线 7 = x -5 

应 该 在 圆 的 直径 上 ,因此 ,所 得 圆 的 圆心 是 直线 y, = x, ~ 5 与 横 轴 的 交点 (5,0) .于 
是 所 求 的 圆 为 

(x-5)-y'z$ 或 yav 10x — x^. 
这 就 是 说 极 值 只 能 在 y=v 10x- xM y= - V 10x - XÀPNEQUR E355. 


2.2 d$ €T CHE ERG E 23]322 E [8] RS 
3o] FR fe o 27. P 


， 798 > LES ML 


JE v.z] = | pC, ys3y Ma (2-7) 
An 


的 极 值 时 ,其 边界 点 之 一 ,例如 Bix, Yı ,2 可 以 移动 ,而 性 一 个 边界 点 A( Xp; Yos 
zu} 辕 定 ( 或 两 个 边界 点 都 可 以 移动 ) BE A. AR (C HABE TE EX Tv A E 


d 
ul =0, 
dy 
F,- 3, =0 


的 积分 曲线 上 达到 . 欧 近 方程 组 的 通 解 包含 4 个 任意 常数 .出 干 4 点 的 坐标 已 知 ， 
- 般 可 以 减少 两 个 任意 常数 ,另外 两 个 任意 常数 则 四 8J = 0 得 到 的 方程 来 确定 .而 
àáJjz[F- yF,-zF, ]...,9xi +F; PES yp 十 Fo PHI =Ü. (2-8) 


2.2.1 无 关 性 
如 果 变 分 8x, Gy, Oz, 是 无 闫 的 , 则 得 边界 条 件 为 
[ F- y F, 一 zF; Js=, =0, 
(fran s (2-9) 
Fy PEM - 0. 


2.2.2 相关 性 


(DARA BC, viz DIRE ES BER yim pinz = x1) 移 动 ,于 是 
yi = g (x))óx;, Öz = x)às,. 
TE HS AC-8)3E EF 5a, 是 任意 的 ,那么 LRL E 
[Fetg! - y )Fy «(JF - Z2) F;),.. 50. (2-10) 
将 yz 的 人 二] EA gz 与 (2-10) 式 联 立 ， 即 可 确定 点 Bf， yi» z ua. 
车 边界 点 AC. Yo,z0) 是 可 动 的 , 则 仿 8 点 间 样 处 理 . 
(2) 如 果 点 Bix, Yi E EAR 曲面 1 一 plaxi y OTE sij, 由 于 
üz 三 P'a SX + PN ; 
H. Sry 是 任意 的 和 无 关 的 ,那么 ,由 (2-8) 式 得 边界 条 和 件 
[F-yF,*(g,- z)F;]... - 0. 
lus, T VE, ].. z =0,. 
将 ac wz, 力 ) 与 (2.10) 式 联 立 , 即 可 确定 点 BO yon OER. 
ZEILE AC, yo, zo) d BT SKS, Ul f 下 点 同样 处 理 . 
XL T 7.88 


", t 
J yi Ya | zii Fx Y yas "s YaiY Y icta y adda 


来 说 , 当 点 Bris YI Ya» y ETSI, 则 在 该 Anu 


(2-1 
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( F- Dr E) | . üx, + SF, | 2 ya =Ü. 
Tr LIT isi E-t 
W2 RA 
Jly.z] = [tony + (C7) + 2yzjdx 
BIRIA. ESI y(0) 50,200 20 BR Cx yao x EGAR Y Di x = x 移动 . 
解 ” 因 欧 拉 方程 组 为 
Ü — y z 0, 
y'-zz0. 
由 此 得 vy -=0, 于 是 有 
y = Cicoshx + Cisinhz + Cicosx + Ceux, 
z= y" = Cyoeoshx + Cjsinhx — C,cosxr — Casing. 
由 y(0) = z(0) =0 得 C,» C52 0L TERR Cx, yi z ORERRTE SD HERVIRTE 
Fyles =Ù 和 Fr lss 0. 
ERES Np 
y(xj20 和 z(x)-0. 
或 
C3coshx, + C4cosx, = 日 和 和 Cocoshsz, — Cocosz, z 0. 
两 式 相 加 ,得 C; =0; 相 减 ,得 Geox 20.36 C, =0. 则 极 估 只 能 在 直线 v 20, 2-0 
FEF) H cosx, =0, 即 x= an+ A n 为 整数 时 ,Cs 可 以 为 任意 常数 ,于 是 
y= C,sinx, z= — Gsinx. 


不 难 验证 ,对 任意 的 都 有 JLv.z] =0. 
2.3 含 高 阶 导数 的 沁 困 的 可 动 边 并 问题 


比如 Lo RIZ 8R 
J[L7] = Cesyiy nds (2.12) 
HRE. 为 方便 计 , 设 yC xg) = yg» Y' Cxo) = y'o 是 已 知 的 .而 端点 Bixi r Enya 


d. ATRI ARRA- GRA STEAM SA 4 个 任意 常数 ,其 中 两 个 由 已 知 条 件 来 
确定 ,另外 两 个 则 要 由 8J = 各 来 确定 ,而 


[F- YF -y Fy + y ER] £[F,. 一 E Eelen yit 
E PEPE: yi! =0. (2-13) 
2.3.1 X X4 
车 sz 和 8yr 之 间 是 无 关 的 , 则 得 边界 条 件 为 
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[F- y F, T y F, ey AE. =0, 

d - (2-14) 
L5, = grrr le-a =0, 
F,-1,.. 70. 


2.3.2 相关 性 
(DE XF’ Y 4 之 间 满 足 Yi = {x y= plap AT 
è y= wp (x dr, y= JCxàx,. 
且 伐 人 (2-13) 式 ,得 
LF- Gf - gU - EF) - Of - OF, is =0. (2-15) 
XeEO-150 5 us pi xi), | 一 上 xz 一 起 可 确定 出 X15 YI A y. 
QUE 可 | Fi Fa 之 间 满 足 关 系 pixi ,和 1 加 1 =0, 则 在 x1, ÖY] 和 y 中 有 两 
个 可 保持 任意 性 ,而 第 三 个 由 方程 
Pa Ôt + Py 9 十 gy 9 Yi =0 
来 确定 .例如 , 当 py 0 时 ， 
" P'a, 3, + Py oF 
Pri 
代入 (2-13) 式 ,得 


4 d Px | — 
[e-rne ore] x- 59 
, ' (2-16) 
E dp cen] -0 
r dx y" 7 9r E 


条 件 人 42-16) 与 方程 p(x y1, y) =0 一 起 可 确定 出 x ,yj ,Yl. 
XP A xz,yo) 是 可 动 的 , 则 对 于 4 点 而 言 可 得 同样 的 - - 些 条 件 . 
H3 REA 
I 
了 [y] = INE + {yY ldx 
解 ” 因 欧 拉 - 泊 松 方 程 为 y 中 = 必 , 由 此 可 得 
y= C+ Cox Cyt + 人， 
HB y(0)20,88 C, 20;Hi 5'(0 2 1,188 C, - 1; y(1)=1, 行 C+ C4 2 0. Br T óx, 
- 0 5y, 2 0, Tf] oy, 是 任意 的 ,于 是 条 忻 (2-13) 北 海 
Fl =0 或 y(1)=0, 
而 =20y+6G4x; 在 x=1 村 ,有 2CG3+604=0, 并 注意 到 C + C, = 人 0, 则 得 C, = 


2 林 动 边界 的 变 分 加 题 及 其 他 问题 - SOL * 


C, - 0. Fit ER (EH RETE BER y = x 上 达到. 
2.4 AP JUPRSCPTLE ERIS A GARE AR 


EL B 
JEutCx.y3] = IET X, Yiu} tig p p jel erly (2-17) 


为 例 来 推导 自然 边界 条 件 . 设 曲 面 = u(4,7y) 使 泛 函 (2.17) 达 到 极 值 .该 泛 函 的 
A4 
8j = Ner, - EF, - 5; f. )oudsd» + 


dy dx 
P. a - Fd. )8uds, 


由 于 极 值 函数 u(r, y JURE TUS FR CBE A AGORA 10/20 òu 的 任意 性 ， 
于 是 在 域 D 的 边界 线 1 上 下 式 成 立 


dy dx 
PERPE (2-18) 


Hb s.d eR LUE. 
la $54: 


Ju] = (7) (9 x) ] dzqy 


的 欧 拉 方程 及 自然 边界 条 件 ， 
解 ” 欧 拉 方 程 即 是 拉 普 拉 斯 方程 : 
Ha t Uyy =0, 
自然 边界 条 件 为 
I 
由 于 
dr _ 
ds ` 
因而 ,自然 边界 条 件 化 为 
Ju 
Jn 


Kb. n S3 E93 DECIR D 的 边界 线 1 的 外 法 线 方向 . 
2.5 混合 问题 


泛 逊 的 形式 是 多 种 多 样 的 .实际 问题 中 有 些 泛 蚁 除 | 通常 的 积分 外 ,还 售 有 附 
加 项 ,这 些 项 依赖 于 函数 在 积分 区 域 的 端点 或 在 积分 区 域 的 边界 上 的 值 . 当 研 究 这 


d 
cos( n. x), "im -oln y), 


= ycos( n, x) 十 xcos( m, y) . 
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3517 PR HT ,依然 得 到 以 前 的 欧 拉 方程 ,附加 项 只 对 边界 条 件 的 形式 有 所 影 啊 . 
(1) #2 


Ji y] = F F(x,ysy')dx 十 P xg yo xi vie 
a 


其 中 o HERTMANN. 
Hiiz BS RUER (ÉE G3 e EA (E 8SJ =0, 以 及 极 值 函数 依然 满足 欧 拉 方 程 ,得 
Ki F ~ y Fy )àx, T Fé yz 一 [CF - y Fy 8x0 十 F,à olas, t 
P, Sto + Pp dyo + D, xi + P, öy = 0, (2-19) 
其 中 偏 导数 o, Ph |, , D, ARE xo, yox yi) ERI. 
若 边 界 点 (xo, yo) f C, v DIC EGER 加 = pls A y = QC 2199) 9) 
yp = q' ( xo) dxo 
和 
8y, = d (x )àm,, 
将 它们 代 人 (2-19)} 式 ,并 考虑 到 8x, 及 57 HEETE, (2-19) 4 4E 
(ee (2.30 
[Fi -y Fy ] + &, * 0, =0. 


(2) FRIZA 
JL «] = Ue, ysusu, ,u,)dxdy + Pec. u, tds. 


取 从 边界 ! 的 某 定点 算 起 的 弧 长 作为 曲线 积分 的 自 变量 ， u, 为 沿边 界 1 的 导数 ， 
自然 边界 条 件 为 


| r Fa dr. r, SE. 3o, ], - 0. (2-20 
例 5 AUN 
J[ s] = [e + u$ dedy + OL 
其 中 太 :) 是 边界 ! 上 的 已 知 函 数 . 


解 ” 欧 拉 方 程 为 拉 普 拉 斯 方程 
Wx + us, =Ü, (x,vy)€ D. 
自然 边界 条 件 为 


[2u dr -2u, ds «fG)l =0, 
由 于 寿 及 生 是 ! 的 切线 的 方向 余 艾 ,因而 和 及 ( - 5) 是 ! 的 外 法 线 的 方向 余 性 ， 
则 自然 边界 条 件 化 为 


dn 


LEERLO 


2 Ups S ae E S B fap . 803 ， 


2.6 具有 角 点 的 极 值 曲线 


邓 于 极 值 曲线 和 容许 曲线 , 曾 假定 它们 是 光滑 的 , 们 在 基 些 情况 中 却 没有 这 样 
-条 曲线 给 出 其 证 酚 的 极 值 ,网 此 ,就 再 要 考虑 更 广 斌 的 冰 数 类 ,以 寻求 达到 要 值 
(FIM E. 比如 ,在 这 样 的 曲线 类 中 , 它 在 个 别 点 没有 切线 .人 届 有 确定 的 左 A WRI 
fa EHE EX). 
TELE P 
yla || x. viv dx 
Jir] f” Fix. yy 2d 


(V) 8 ERRA p EL a FE es AT RERET E ALI REPRE : 

定理 T TEE fE FLE, AC xo, Yo? À& B x, ` yi l 
E Ez GT EC) h £ H CL P8] 2-2) ,过 段 光滑 曲线 :Y= 
yCx Mii ER J KAERT. Hl 

l^ 曲线 是 由 有 限 个 极 值 曲线 强 组 成 ; 

> 并 二 在 曲线 的 每 个 角 点 MCE D E BLUR TIE 


{ YE, he oz [F y Fy leago (2-22) 
| ig 2-2 
ETAR MCE, g HERE y= glx} 上 移动 . 则 得 
[F-G'- eO Fl. oF ty 2 F- ), eio. (2-23) 
TEL PREIS ARTS RREER eX PRHAABS y dps yh n E pr Jy PH BEARES y. NEL 
本 同 的 表示 式 ， 
Dio CRZ 


JG12 | PA- y Yq 
TUE aR AE. EA RAIA (0) x0, y(2) = 1. 
8 FE E= Fy), 所 以 直线 y= ax b MRE. fü ei PS EIL SS TT 
[Cy XI y X1-3y )],. 2.0 
=|- (y C - y X1- 34) ]. e. n- 
[2y (17 y CE -2y 2o. eio 
-[DyG-y51-2y)]..250. 
Ey (£0) 20 V. £«0) 2 LIIS y C£ - 0) 
z1fB,.i8-0)20IH, KENT RIFE 
的 ,因而 , E A fi ng pe E db £X H BE m ds T 
y 7 Cii y= x & C, PHP HERPE AR. 如 
EI2-3 E] 2-3 Hp. 
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2.7 单 癌 变 分 问题 


在 某 些 泛 函 的 变 分 问题 中 ,容许 曲线 还 需 加 上 一 些 限 制 . 灿 如 ,考虑 江阴 
了 [7]= J; F(x,yiy )dx 
在 不 等 式 
y(x)z px) 


约束 条 件 下 的 极 值 问题 ,其 中 p(tx) 是 给 定 的 
具有 连续 导数 的 函数 . 


如 图 2-4 所 示 , 设 曲线 AMNB Bis Ji y) 


达到 极 值 .由 于 全 与 AS 均 为 极 值 曲 线 , M 点 
与 交点 应 满足 如 下 的 条 件 ; 

AMSAR y = oE MAKAAY 
图 24 线 ， 即 y GO = e (0; 在 点 N 也 有 同样 的 情 
形 . 


3 条 件 极 值 的 变 分 问题 


所 谓 条 人 性 极 值 的 变 分 问题 就 是 这 样 的 问题 ,在 求 泛 函 /的 极 值 时 ,对 它 所 依 
粮 的 和 函数 附加 了 一 些 约束 条 件 . 求 渗 函 的 条 件 极 值 和 求 普通 帅 数 的 条 件 极 值 相 类 
E RAHN H RTE. 


3.1 有 限 型 约束 条 件 


形 如 o(xivi yas ) = 人 0 的 约束 条 件 叫 做 有 限 弄 约束 条 忻 . 
定理 1 ZA 


7 = | F(xiyp yas »YasY o 2s y dx (3-1) 
“g 


在 约束 条 件 
pix Ta 0 i=1,2,., mimen) (3-2) 


及 边界 条 件 vi) = yov xD = ya G = 2,7 n) FRISEUR uou, 
EDO EAST: 


J' = MT, + DC) pd = [Fas (3-3) 
Br Ae ag ctr A EEH : 


3 条 忻 极 值 的 变 分 问题 - 805 - 


FD-REF;-0 (G-4325). (3.4) 
Hop AGO m 个 拉 格 朗 自 乘 子 ,在 (3-3) 式 的 变 分 中 ,把 v2 52, 0) 
Alx) Ci = 1,2,::, m) EB fE REIP 0 J’ 的 自 变量 ,所 以 S. -ü(iz 1,2, . mim 
n)l]EE a LUE E REIRGR 三 的 欧 拉 方程 .43-41 式 也 可 以 写成 
AF Ta Jp  d[9F . 
Jy, + 24400 Fy, T EPA =0 {f= L2,-,n). (3-5) 
Bir 短程 线 问题 ， 
求 在 曲面 ofx ,y,z)=0 上 两 定点 Anr iz M BC; ys 22 ) IB BER B RE. 
解 ” 这 个 问题 归结 为 在 条 忻 (x y 22 0 RE yx m viz atz yian 
ya z(x4) = 了 T oKRi 


J = f leii da 
* 


B^ ERE 7] ER. P Br p 
J'- Pt Le GP a AO. yz) ]dx, 


它 的 欧 拉 方程 为 
d y 
Ae, = =0, 
O dey GP GY 
d z 
ap, -  — LÀ -o 
VH dx Ac(y Y (P 
TEN ESI 2E SE olr o) =0 可 以 确定 出 因 了 于 A(z) 及 极 值 用 线 y= 
7 有 了 = z(x). 


3.0 微分 型 约束 条 忻 


JEU piriy Ya ovas Y 0 BS HEC PER ANA RES 
ft. 
定理 2 ZAG- DEHRA 
gxiYie Ya. Yu Y p Y 2s 7» Y 4)920. (iz1.2,,mim«n) | (3-6) 
BiR AIH y xo) = yor yx- ya = 1,2, t, n) FAIR EE Fis Fp U> 
yy 2S IE. E T. PRI 


poc Tuo sr (3-7) 
“o 1=1 "n 
Bri Si BER 7r ERR : 
op dar’ . 
Em 一 E TA 20 (j-12,-.n), (3-8) 


或 
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DOSE S[I5.0o$)-o g-ünes) 
d izi J J 121 I 

(3-9) 
TECA DX E AP, viCj 2 12 aA Aa CE 1.2.5 mm R IE REIS A 
J" lr E REL BELL e; z0(im 1;2 mim« n) eI FERE UL THERE SR J 的 欧 自 
ADR. 


3.3 积分 型 约束 条 件 


在 -- 切 有 完 长 地 的 封 财 平面 曲线 中 , 试 求 一 条 围 成 最 人 岂 积 的 曲线 ,这 就 是 击 
I 5) 6 Ff [nn] RT. 近代 所 谓 等 局 税 题 , 指 的 是 更 为 - AK- JSTOR, BIGRTE IR GG- 0 03 
WB, .使 满足 所 谓 的 等 周 条 传 


| gy pa dy -d (ic 1,2,**, m), (3-10) 
"y 


ltr pn 用 常数 . 形 如 (3-10) 式 的 约束 条 件 ,叫做 积分 型 约束 条 件 . 
定理 3 这 函 (3- 引 在 约束 条 件 (3-10) 及 边界 菜 纤 rto) = y. vj xD = yn 
E 1,2,77, n) FH SHE [ES] E YisY2s"" Yn Ea iH 


J'- NL 十 Yap dx 一 » A = P F' dx - m (3-11) 
ža i=l "m M isi 
FR E di HR DE; FEH : 


* d * _ 2 aaa - 
Fy -ie r, 70 (j= 1,2, ， {3 12) 
或 
dF x, 99 | IF » 2e) . 
TA Dot A l= (js L2,"s,59. (3-13) 
d; i-l dy dx dy; i=l ay / 


FEL- 038 I) rH dE vA m 3,2, o nibo 2o n;m < a) RREAN 
自 变量 ,人 a; TEXX HB RA Bb, REL (3-10) 3 [SL EE d ap UL Zr fb REIE PR 的 欧 拉 方 


有 下 摧 的 规则 :为 了 得 到 等 周 问题 ( 即 在 | pid -LG 22, m) 关系 下 ， 
IRZ J =- f Fdo. BROR WERU ERIE, EUIS HEREIN ER 
"m NO + Shap)as. a 是 常数 ， 
并 写 出 它 的 欧 拉 方 香 即 可 
在 欧 控 方程 组 的 通 解 里 面 的 任意 常 雪 C, C2,… Ca MRR BA Ar ,hn 


"mr Seg iH 
yj xo? 7 Yo: yj Gn) = y (571,2... 2) 


3 FEIER E 2 ed - 807 - 


及 等 周 条 件 | pde = 来 确定 
相关 原理 :在 约束 条 件 
“5 [latery yora adds (i = 2 
FRA 
au = Vere m a .dx 
极 值 的 变 分 问题 ,和 在 约束 条 件 
e; J'y ya nir exa dde 
(£20,1.2,^"7,s— ] ,s+ lenem)? 
PGRiZ 
a. = [e GinosemniY ds 
极 值 的 变 分 问题 完全 相同 . 
相关 原理 说 明 ,在 这 种 类 型 的 斌 郴 极 值 问题 
内 ,其 中 任 一 泛 画 在 其 余 的 泛 范 条 件 干 的 极 值 问 
题 ,部 是 由 相同 的 欧 拉 方 程 相 联 系 着 的 .例如 , 定 长 
封闭 平 芹 有 曲线 所 围 面积 为 极 大 的 问题 和 围 有 定 面 
程 的 封 阶 平面 曲线 的 长 为 极 小 的 问题 ,有 相同 的 区 
拉 方 程 各 公共 的 极 值 曲 线 族 ,这 就 是 相关 问题 . 
例 2 RKE -E= 由 的 平面 曲线 y = 
yix) ,使 如 图 3-1 所 示 的 曲 边 简 形 CABD 的 面积 为 
tk X. 
解 ” 问 题 归结 为 :在 等 周 条 性 
fev +y Yds 2d 


F Rž A 
iz [^yàs yt Ip = yyin) = V 


的 极 值 . 
fE Brio PR 


该 泛 阴 的 欧 拉 方 程 有 初 积 


1 
Ax l ( 2| A 
Yt * y) Te} 
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或 
y-6 = RAL. 
t+ vy 
DASK t, 使 y = tant, FÆ 
y- C= — Àeost ; 
由 于 


dz = $£ = Acostdt, 
因而 得 x = Asint + C, 这样 就 得 到 用 参数 形式 表示 的 极 什 曲线; 
x - C,- Asunt, 
L- C, = — ÀAcost. 
ii Ef BM BI. 
(x 一 C4) + (y — C, =A}, 
常数 CC 和 4 由 条 性 


y(xi) 2 y yix) = ys. M le] dx 2 1 


来 确定 ， 
例 3 RZA P - ^y 1e O Pdr EARR 


[E Vir Pda = K = 常数 ) 


下 的 极 值 . 
A PEHEN A 

p** = Po e E Gr Yds, 

该 泛 函 的 欧 拉 方程 的 初 积 分 为 
ma Gar , 
(y+A)v ley) IPTE: = Cis 

于 是 得 y+A= Cv liy. 
S y' = sinhe, W 


y+À = Ccosht, 
-dr 
dx = h Cidi, 
于 是 得 x = Crt G E 
ycÀA = C cosh 


x- UC. 
3 


xx Rt — i es e ER. 
E RA FL [RLBE GE RE RS LER , TEL RETE IRE TRE D PR E TR S. 


4 "E pEBE 5 EAT [n] ERE ELE 77i * 800 - 


4 变 分 原理 与 变 分 问题 的 直接 方法 


VT d opi .力学 问题 既 可 以 化 为 微分 方程 的 定 解 阿 是 .也 可 以 归结 为 变 分 问 
题 , 即 某 物 理 量 的 极 值 问题 , 相应 的 变 分 原理 指出 两 种 足 .六 价 的 .由 二 求解 徽 分 三 
程 通常 是 比较 困难 的 ,因而 在 求解 变 分 问题 时 ,希望 不 通过 求解 欧 拉 方程 硬 直 接 从 
证 函 出 发 , 找 出 使 泛 函 实现 极 值 的 函数 或 曲线 的 近似 表达 式 ,这 种 方法 叫 艇 变 分 问 
题 的 直接 方法 .如 果 对 于 微分 方程 的 边 值 问题 能 给 出 相 吃 的 证 国 极 值 问题 ,使 证 晨 
的 欧 近 方程 即 为 所 给 的 微分 方程 ,就 可 以 运用 变 分 问题 的 虹 接 解法 . 


4.1 哈密 顿 原 理 与 最 小 位 能 原音 


4.1.1 哈密 顿 原理 


哈密 顿 {Hamilton) 原 理 是 措 任何 力学 系统 , 若 给 定时 刻 := 名 的 初始 状态 和 时 
刻 t= n 的 终结 状态 , 则 真实 运动 与 任何 容许 运动 的 区 别 . 企 于 真实 运动 使 入 消 


j= MZ (4-1) 


的 变 分 35)-0, RP L- T- U, LEARRA AS. T RU DAER ERME 
EZ c 的 动能 和 位 能 . 如 果 用 T.U 和 工分 别 表示 系统 在 时 刻 上 的 动能 密度 ,位 能 密 
Bmpas B BSEHE EE SB ZUR 


了 = [^a l) LdV, (4-2) 


其 中 表示 该 系统 所 占据 的 空间 区 域 . 

应用 这 一 原理 ,可 推出 实际 运动 所 满足 的 微分 方程 . 

Hi 已 知 质 点 系 的 质量 为 m(i-12, «5 n) b x y; n) EP i L 
TERIS 892 7j F, EL- U 3323 pR CC B S p DO d; 
F= -ge LL f= (i= 1,2,""" ,nn), 


MAAR U 只 依 束 于 质点 的 坐标 ,这 是 一 保守 力 场 , 亦 妈 


Uz UC xis yis ži Xas Ygs 224-44 Xs Yas iale 
HAREE E 
T= 广 ml + yai). 
=l 


其 中 ijoi IRATE O SE. na RRE, A 


J = [ET - od 
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的 变 分 =0, 由 此 得 欧 拉 - 泊 松 方程 组 


Mm = F, mj,-F,, mg, F, (i21,2,:5,n), 


这 就 是 n 个 质点 的 3n 个 牛顿 (Newton) 运 动 方程 . 

如 果 运 动 还 受 男 外 一 组 独立 关系 
PE 
(j21,2,*-,m;m«3n) 

HR 35-2 bsp Bu EE DL SJ P 38 - m T. SIRE 38 — m TE AREE CRX A 
坐标 ) 


qid» m 
来 表示 原来 的 变量 x.y, z AREP 
Ei nm t) 
| (= 1 2， 有) 
z = ziqu Go o qs n 
Wy UT 了 应 该 写成 
b5 U(queqa. ds mo t), 
T= T(qi.q2, qn mq d2277 Gan- mE). 
Ha né m di Een ER (a c du 23 A T2 :H 
ADI. a) -0 (i212,,3n - m), 
即 
JL 2 
AG - - 3 =0 (i21,2,"-,3n- m), 
这 个 方程 也 叫做 保守 系统 的 搁 格 半日 方程 组 ， 

H2 弦 的 微小 横 振动 问题 . 

设 有 -一 根 崩 紧 旦 其 长 度 为 了 两 端 固 定 的 柔软 均匀 的 弦 45, 弦 的 单位 长 度 的 密 
EH p, 由 于 弦 被 拉 紧 , 弦 内 出 现 张 力 为 六 ,因此 弦 就 星 直线 状态 而 静止 ,一 旦 弦 上 
有 任何 一 部 分 不 是 直线 状态 或 不 静止 ,由 于 张力 的 作用 弱 就 开始 振动 , 试 求 束 的 振 
动 规律 ， 

AR VLEBHRIS SUE wir.) ARREA 


r= | r) e 


* ul dx a nj i (29y" dx. 


x 


为 了 寻找 运动 方程， MES 即 应 该 寻求 wtx,1) ,使 弦 在 to «tcn 中 的 
必用 量 最 小 , 亦 即 求 泛 函 


1 Pus = ERE) - GE) sd 


而 热能 为 


3 变 分 原理 与 变 Ari RERO BUR IA + 8il? 


WIRI. dd 87 - 0. 得 中 的 振动 方程 


Pw pw 
T Nor 0 


4.1.2 最 小 位 能 原理 


最 小 位 能 原理 : 卉 静止 的 平衡 力学 系统 的 所 有 容 诈 夸 艇 中 ,和 趴 实 的 位 咎 将 俺 他 
能 的 变 分 为 零 , 即 
8U = 0， (4-3) 
up po EERS ERE RO I U BRE o] dit. 
例 3 BEP ERE FOIS BRE. 
Bg cS RE HE S E.P DSL AE SEED 
A CO TIU Fc IE 28 gir 46 E B e EL (o 
COE BREED e Cx 2. Bn rd 4-1 BR. 380 ds [B] E 
的 条 件 为 
(uo) = w(0) 2 0, 
wu(i)-uwil)z20. 
[E35 15 3I E Fr IAE, 梁 和 载荷 作为 整体 的 位 能 
达到 最 小 值 . 梁 的 位 能 等 于 粱 在 村 曲 时 所 储 图 4-1 


(£180) 25 f. BUE BEIE IR>, M c S d NK 
项 , 则 梁 的 位 能 为 


(£x) dx. 


Ug -f 1g 
而 载荷 gfx} 在 深 变 形 中 做 了 功 , 它 的 势能 降低 ,上 
t 
Uga = Jaw Gode. 
Fir DA. Lb RUERLASE E A PESE PE BE N 
i tan 
U = Ug - Uga = NEZ d) - gia Ya x ) | dx. 
由 战 小 位 能 序 理 ,平衡 条 件 为 总 势能 达到 最 小 值 , 凤 54 20. IH F 
gU = f Ler gu - qC x) ]8se t x 3d. 
WEN Y Rp EE 
El TH- g(x) =0. 
$44 — Nd diy [n] 8 
ifi RRSIDE Brio EAT Ov 平面 内 ,边界 固定 . 3 PEERS RE D Cx y2B P 
A EE£)) FERATE ELE AE HERE alo RTR PEA AEN E A, 
漫 载 智 很 小 ,因而 发 生 的 形变 也 很 小 , 略 去 e au, BARKU KA T ONUS A. KA 
偏离 平衡 位 置 变 为 曲面 而 获得 的 位 能 为 
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U = r[[ lo? 十 u, dady. 


外 载荷 x,y) 在 曲面 变形 中 短 了 功 , 它 的 势能 降低 为 
U: = [Aey uG yardy. 
总 位 能 为 i 
U-UÜ-U- 站 [去 re ad) - fa] dedy. 
由 最 小 位 能 原理 , 易 得 腊 的 平衡 方程 
la + Wy = -f(x,y) (x,y)€ D, 
由 假定 ,有 ul = 0, 这 里 /是 区 域 53898. 


4.2 油分 方程 边 值 问题 的 变 分 解法 


把 求解 微分 方程 的 边 值 问题 化 为 与 之 等 价 的 论 函 的 变 分 问题 来 处 理 ,这 叫做 
变 分 问题 的 反问 题 , 这 样 的 汉 孙 又 叫 做 原 微分 方程 的 能 其 积分 .并 不 是 每 个 微分 方 
程 的 边 值 问题 都 能 找到 相应 的 泛 函 ,在 一 定 条 件 下 , 算 子 方 程 

Au-f 
的 求解 问题 ,可 以 化 为 求 某 个 证 国 的 极 小 值 问 题 ， 

H A 为 定义 在 某 个 实 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空 间 末 内 的 某 线性 稠密 集合 只 上 的 
线性 算 子 .车 对 于 每 一 对 元 素 své Da CAu v) = (u Av), WEK A 为 对 称 算 子 ; 
车 对 于 Da 中 的 任何 非 零 元 素 ,都 有 有 (Aw,w) > 0, NER A ELAT, xx Hu, vx 
示 D, PANNE uv HAF. 

定理 1 设 A 是 在 Dp, 上 的 对 称 正 算 子 . 若 方 程 

Áu-f (4-4) 
在 D, EAR, MEA GIE H 
JUs] 2 (Au, u) -2u (4-5) 
取 最 小 值 ; 反 之 ,在 D, 上 使 泛 函 (4-3) 取 极 小 的 元 素 , 必 是 方程 44-4)7 的 解 . 


4.2.1 与 自 共 雹 微分 方程 过 值 问 题 等 价 的 变 分 问题 
XE BE EBD 0 7r BEBE ÉL IRTAR 


Lye - [p(x)y de qGOy = fa), (4-6) 
[ay - By], -,, 20, 
fi yy + óy],., =0. (4-7) 


其 中 
P p'(Cx) q xs )BIL 六 x) 者 属于 CE x]. 


4 变 分 原理 与 变 分 问题 的 前 接 方法 * 813 * 
Tp x)»0,9x)z0., 
5 WX a.B.y.6 AER, EL o7 - 20,3? - 6^0, X. a 0, Y 0 TE 8e 57 x0. 
FF LAE XB D 为 图 数 集 : 
Ly Ux) E y( x) € C! xo, xi] S EXTR TR TT (4-701. 
HEIEN LEHER E. 
Jj BG - o6) EXH SE ART A-D TETRAN AEAU: 
I? 346 20.y 20H 
JL y] = | "py Y + qy- 2yf]dx + E pg) y! Go) * xo rta). 
^n 
(4-8) 
PM.-y-oH 
JUv] - | [p(y * + g- 2yf]d«x. (4-9) 
4.2.2 B5 ARRARIR AE Ey 
A HEC BRE EL He f zr PR 
" 2 " d 
Lu - FA p ze) 34 p S.) } *tqu2f(x.y), (x, y)€ (4-10) 
E cuum En 为 逐 段 光 滑 的 封 六 曲线) 满足 下 列 荣 件 之 一 


ulr=0, (4-11) 
5 | zo, (4-12) 
rry r 

Ju 
[p3 +ou] =0 (4-13) 


的 边 值 问题 ,其 中 ,在 6 上 p(éx, 220 q(x.9)m0,0(x,) 0Co 0i px y2€ CI, 
q(x y) f(x, y).o(x , y ABIT C. 

可 以 证 明 算 子 上 是 对 称 正 算 子 . 

{1}) 第 一 边 值 问题 ” 当 边 界 条 忻 鸭 (4-11) 式 时 ,与 方程 (4-10} 相 对 应 的 泛 明 为 


J[zj = f GOL «(9)] + qi - 2fu dxdy, (4-14) 
算 子 工 的 定义 域 为 — 
Mju yul pE G, u | p z0l. 


(2}) 第 二 边 值 问题 H gir y) 0 H, EARR- F, 57r feCA- 100 4H 
TER 937 eR 2g 


Jla] = IPIE (22)] + qu 一 1fu | qzdy， (4-15) 
算 于 的 定义 城 为 。 
My son | a o6 ec. Ss i sol 


du 
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3$ gCx, y) 二 0 时 ,在 边界 条 件 (4-12) 下 ,与 方程 {4- 1004 DGE DEG TEE ER 
1= 1 [(52) + (25) | - 2 xay. (4-16) 
算 于 工 的 定 尽 域 为 
Mo: uto. y) b au(x. y) € CHC), HR =0 [aparas = o}, 
(3) 第 三 边 值 问题 当 边 界 条 件 为 (4- m 53r FUGA A0) HOS REMIS BUR 
JU] = [t^ (2) + (52) ] + qu? - 26 ]asày + doctis, (4-17) 
算 于 工 的 定义 域 为 
Mp: {ax puke)E CO | p 3E on] =o}, 


4.3” 变 分 问题 的 直接 方法 


4.3.1 欧 拉 有 限 差 分 法 
A EB 


JL] = [FG yy ds ( 4- 18) 


的 极 值 , 设 边界 条 件 -六 
yla) 254, Yb) = 5. 

* I E or BE CI IE YE FAB PR (4- 
19) BS ELTE FE 07) HL £8 C ATA ERES E 3 Ja 
REI) EET BR ER) E57 8L HL TE HE nt 
CERI) ELE BE PIT LL LBS Hr £X E 0E IR, 
如 图 4-2 Frog. Hb WO 

t? 将 区 间 [a,4] 分 成 n 等 分 ,分 点 为 

Xp d,X|,X2, 7 X4 43 X4 7 b, 


b-a, 


X 4;.]1— Ki = Àx- 


I& 4-2 由 于 折线 完全 由 它 的 项 点 的 纵 坐 标 yoy， 
ey MAE AMERRE BEJ y Tb P RR CS A, A BRE ERR | B 


nml 
Tr] plyn yist = 2," X; Yis Jil | As (4-19) 


2 R rpyna’ r- E pvo vi. y } 达 到 极 值 ,j 这 就 是 由 方程 组 
Je g amp_n .ap . 
yi =0, Jy, 79 7 ys 
来 确定 Yor Y2s" "^ * Ya- 
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出 此 ,可 以 用 所 得 到 的 折线 表示 变 分 问题 的 近 佑 解 .从 理论 上 说 ,在 将 区 间 
[ea , 妇 分 得 合 细 , 则 所 得 近似 解 就 会 徊 精确 . 


4.3.2 极 小 化 序列 


ERU w(x ,w(x e Ca) So EGR K, ELW EF FUR TE 

1? dh A HPV BS TELE TT: 

r 尾 意 有 限 个 隔 数 部 是 线性 无 关 的 ; 

3 其 有 完备 性 . 
FR we x2 ses xD rn ie xD o e Eg E m 

WEB J yj 在 y= yio CERERE d. FESTER ORTA RM - 38 PII ER VT PRÉC 
TE AH ERE Com d EROR LER ; 

Y: al wi + 


y; = ai? w, + af? w, 


将 Yk TEATE ER . TE A HERE CS MESS 


2 
ayl o (i= 1.2k) 


来 确定 常数 Plis L2 R0. U d ERAEN Ji yla d. SM Yri 
代替 v, IE CE yele y ETAO EAE EARE IER Jyri] JEx.l. 
如 此 继续 下 去 ,可 得 一 : 列 困 数 vivis yof 
J ly 

JLL lim JU v.d o d. XX PERETE c6 B3) A ER XE EL (PLE HP ARD UL. PCIE TEIL d. E) — 38 PU i 
A yere te yn t ERU PA J'y IRR HE FR 3. 

4.3.3 PŠ 

VI Etfi zr PA 

JE] = | Fixivssy' J)dx,yCxo) = in (4-20) 
5p 


2 "| pc LU] EB E (Ratz) AR BE TE BRE 2 [0] ER BS REL iR UE E ZR TE HC REEL 
BA Ly HER EET ^y I0) REC ER B CE SE BU EYE HER Eo X son ETERA A RICE 
线 镍 组 合式 
y, 7 ai wi x) * aj w(x) noe a ms x) 
E225 18 IEA FRE HE P m ERR 2] EL ÉE E ERE 5 LE CA- 20) Bi TOUR 7] ET. 
RMF: 
(1) 选 取 一 适当 的 坐标 函数 系 
Ww a x) xum 
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作出 前 n 个 坐标 函数 的 线性 组 合 
- aia, (4-20) 
并 将 y, ICA JC]. 18 B 
Jo,» [re Det, Sat ds 


= eal? aff). 


(2) 对 于 确定 的 n. ERG S8) af, ain iss ai BOR e Cal? altos 
a ) 达 到 和 极 值 ,也 就 是 aj caf? c at? 应 由 方程 组 


3j 
jai 79 (2,2...) (4-22) 


来 确定 ,把 由 (4-2) 式 求 得 的 af (18 1,2, ,#8) 代 人 (4-21) 式 ,所 得 y, 即 为 变 分 
问题 (4-20) 的 近似 解 . 
HEIC TIERS Jale ,x4)] 和 依赖 于 多 个 随 数 的 证 咒 ， 
当 n 和 盖 大 时 ,所 得 近似 解 也 就 写 精 确 . 
例 5 RZA 
中 
ALy] = | Cr y! 2xylda,y(0) = y(00 = 0 
的 近似 解 ， 
MO ARENAN 
wi(x)z-(1l-x)& (iz21,2,**.n,7). 
MH rp &p er VC EA 5 869 1 REOR PE 设 待 求 的 近似 解 为 
= a(? (1— x) x a l- xr, 
了 2 1 ł 
EAZA J[y], 计 算出 积分 ,并 令 
aJa) o Hal o, 
3 a1? -Ms Ja ga 一 
由 此 可 得 af? = 71/369, aj? = x ,于 是 得 近似 解 为 
yr x -X)x PI - x)x*. 


e 求 下 列 问题 的 近似 解 
人 
ul; = 了 ， 
共 中 i AEE D: -asrga -bayad 的 边界 ， 
解 ” 由 (4-14) 式 得 
1- f[( (25. (2:) qu dedy 


NEUEN A 应 是 对 称 的 ,于 


4 ERRES TA mA A E iN : 817 ， 
iE BUE Br | Y RR Jy 
wi x, y) (a^ — 008 - yw r.y)mae rTowo wyt. 
BERARSAN m= ala- x) (8 - y) A, Jul P ARS E 
3 JT 2J wu] -0. 得 


da, 


ritu ba Pa - au. 
由 此 得 mu = ,因此 所 求 的 近似 解 为 
5 (a^ - x) - y) 


Hg a^ 4 b? 
^f b eR EE S EEG EE — 88 E T Bil 6, ie HTULRR 
sinm "sing ^2 (m.nz-1l,2.:- 


Te HAE b eh ARS oce gs omm ags- m ARETIBERSPESE Akt ERA IE LAE 
足 齐 次 边界 条 件 . 

如 果 边 界 条 件 是 非 齐 次 的 ,那么 ,可 选取 过 当 的 满 由 本 齐 次 边界 条 件 的 光 滴 晤 
数 , 设 为 tn, 如 果 原 来 的 容许 函数 为 y, 通 过 代 换 y= u + im; 这 时 4 将 具有 章 次 边 
REJE y= uo wo 代入 Jir] REIHE ER Lu] = Jue wo ,再 用 前 述 方法 
求 出 注 闲 f[4] 的 近似 解 ， FUR RARE Jy JEJERE v, = ue, + tog. 

34 E HT E BRBRER ES w, wa， LKR TOCH M UAM. 里 兹 法 就 发 展 成 为 
di RD. 

4.3.4 康 托 党 维 奇 法 


BEFEGR SESS Kantorovic ) 法 用 于 多 自 变 基 的 情形 , 它 太 本 质 上 与 里 兹 法 相同 . 
但 在 近似 解 式 中 将 里 兹 法 所 使 用 的 待定 系数 改 为 某 一 日 松 量 的 待定 函数 ,因而 是 
里 慈 法 的 推广 .由 于 增加 了 灵活 性 ,因此 一 般 丁 望 得 到 较 好 (E 

2j: 1247: 

x (x Dz 
Hztx,y)] = fr „FZ; 9s 32)dzdy 
(4-23) 

的 极 值 , 它 展 布 在 由 二 曲线 v 2 pi xD. y= ux) 
和 二 直线 x = 加 ,zz = xi 所 围 成 的 区 域 D E, 
4-3 所 示 , 并 设 在 区 域 D 8933 I E E zx, 308 
值 已 经 给 出 . 康 托 洛 维 奇 法 的 步 又 如 下 : 

I? 选取 坐标 图 数 系 

uix, y. wax v) tw xay 

并 作出 它 的 前 5 个 函数 的 组 合式 
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ES DONE y). (4-24) 
其 中 utx) 是 待定 负数 ,将 (4- 205b PAS ERA 23), 得 
* gy) dz, Zn 
JL z.] = f'a zn Fay nir MIS 


h qr PATERE y 的 已 知 函 数 ,对 y 积分 得 
= F pla, mka), ustx). su keyin Cej uate) WE lda. 
2 TT. uix) uy x)es sa Cx), (BIZ PR JS, SUR ESUE, ux) ES 
R BE pr y BERE 
p,- UP =0 í(i21,2,:7,n). 
而 任意 常数 的 选取 是 要 使 afx EER t= 和 ,zz=2 上 满足 所 给 的 边界 条 件 . 


例 7 RIZ 
Jlz(x,y)] = KPH + (s) - 4z| dzdy 


B5 3 [oL (ÉL, ,这 里 积分 区 域 是 矩形 域 D: -agraga, - bx vb, ERRERA 
上 = = 中 0， 
解 ” 设 所 求 的 和解 为 
z -(b -yDut(x), 
在 直线 y= +h 上 这 个 解 满足 所 给 的 边界 条 件 , 将 zd ALIS 


Jlzil = r MIT — XY[u GO Y e Ay! (x) - ACb" — y,yuCx)]dxds, 
该 式 对 y 积分 , 则 得 
Jiz] = NET u y 十 iae — | dx. 
ZARRAREN 
, .2 
u ( x) 一 DE = — 325?" 
该 方 程 的 通 解 为 


5 5 | 
u( x) 2 Cicos 25 STNE EREN 


上 其 中 常数 C,, 由 边界 条 件 ut + a) =0 来 确定 ， 
最 后 得 近似 解 


zx, y) = l- 


如 果 需 要 更 准确 的 答案 .可 令 


sh pt), 
Bis KIH Az = -1 的 解 .使 在 由 直线 v= 
213 ogg - b BESIRASBICS SÉ BD WOLE 4-4) 
为 连续 ,月 在 这 个 域 的 过 界 上 为 零 ， 
解 ” 山 (4-14) 臣 得 


45 2 
na = ffs ES) (22) 223] aen. 
VE Bir RI ar UL 2j 
sz[2-(8.)]] ux), 
IRAH 98. Jil X} y 积分 后 ,得 


Jiz] = S [^D à Oxi + 39e ed5x5g]dx. 
BR RA I E 
xl «Sm! Su 
这 个 方程 的 通 解 为 
3 


ul x) = + Ca- 


南 于 在 * =0 附 近 解 应 有 界 , 所 以 C, -0. Hi ulh) c0 (E C STR 


ss su) 
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s 高 


扬尘 数论 是 研究 整数 的 基本 性 质 的 数学 分 支 . 它 主 些 旺 采 用 算术 方法 来 进行 
研究 的 .初等 数论 可 称 得 上 是 源远流长 . 早 在 公元 前 3 莽 纪 ,十 希腊 数学 家 欧 几 时 
德 (Euclid) 让 明了 素数 有 无 穷 儿 个 ,并 给 出 了 求 琴 个 正 整 数 的 最 大 公 因 数 的 办 转 相 
除 波 ,我国 古代 { 公 元 4 世纪 ) 的 孙子 算 经 ?中 给 出 了 和 解 - -次 同 余 式 组 的 算法 , 即 黄 
名 的 外 子 汗 理 , 国 外 称 为 中 国 剩余 定理 .从 17 世纪 到 19 由 纪 , 很 多 数学 大 师 如 费 
14 ( Fema) . 欧 拉 (Euler) . 勒 让 德 (Legendre) , Bi Sr ( Gauss) 等 人 都 在 初等 数论 这 上 块 肥 
沃 的 数学 园地 上 辛勤 地 耕耘 过 ,给 后 人 留 下 了 丰富 的 成 果 ， 

初等 数论 因 其 问题 和 方法 的 驹 样 性 而 被 称 汶 办 炼 数学 素养 和 培育 数学 人 才 的 
思维 的 体操 .而 在 当代 ,更 因为 它 在 计算 机 科学 ` 组 会 数学 .代数 纺 码 、 密 码 学 .数学 
信号 处 理 等 领域 得 到 广 斌 应 用 ,从 而 使 它 成 为 不 促 是 数学 | .作者 ,同时 也 是 广大 科 
技工 作者 应 该 了 解 的 工具 ， 

本 篇 称 之 力 计 算数 论 , 公 着 重 介绍 初等 数论 中 …… 些 问题 的 算法 和 应 用 (如 莫 
除 . 辐 余 ,二 次 剩余 与 原 根 ,数论 明 数 及 数论 变换 等 ) ,以 友 呈 密码 学 关系 密切 的 某 

因 受 篇 帆 的 限制 ,本 逢 只 对 部 分 定理 给 出 证 明 . 


1 整数 的 除法 


LI RFEA SUHAR 


全 体 整 数 的 集合 用 蕊 表示 ,名 = 10,+ 上 1,+2,…|, 全 体 自然 数 的 集合 用 N X 
示 ,N= 10,1,2,…1, 全 体 正 整数 的 集合 用 20 表示. 全体 实 数 的 集合 用 及 表示 . 

良 序 性 公理 ”有 下 界 的 整数 的 非 空 集合 有 最 小 元 . 

显然 , 自然 数 的 非 空 集 合 有 最 小 元 . 

定理 ARRE) 设 SCN. 若 3 满足 下 列 条 件 , 则 5-N. 

1 0E 5; 

T? £ÉnCcs,Wlln-les. 

证  FHRUFTEZOBWEBIUENERER. KEER: SN. > T-2N- 5. 由 反 证 法 
Biz, Teg. 由 良 序 性 公理 ,了 有 最 小 元 , 设 为 io. 因 0E 5.0 uy »0. FH J€ T BR 
JAIR to- 1€ S. PA ig 1412 4X S, 5i € TP E TELS =N. 

HASARRE VE COE EA ESTA IE BR E 

数学 归纳 法 1 设 p(n) 有 是 关于 自然 数 n AER. E FARER, W) 
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p{n) 对 所 有 的 自然 数 n W. 

I? p(0) f 7 ; 

25 Epin AMi pin + Dr. 

条 件 ^ 称 为 归纳 基础 ,条 件 rA RAAE. 条 件 (在 某 些 情况 下 会 代 之 以 
pU MR re, RETE RE BIENES ,结论 也 就 蛮 成 对 大 上 等 于 和 的 所 有 自然 娄 
n,p(n) ar. 

数学 归纳 法 2 设 ptrn) 是 关于 自然 数 ”的 一 种 性 质 , 若 下 列 条 件 成 立 , 则 
六 ma 对 所 有 大 于 等 于 后 的 自然 数 n 成立 ， 

I? p( ko) b sz ; 

2 EX BPEOKCESET kh a HARRE, p ORY M pia). 

对 于 全 体 自 然 数 的 集合 后, 良 序 性 公理 与 归纳 原理 是 等 价 的 . 也 就 是 说 , 若 承 
认 归 纳 原 理 正确 , 则 可 证 良 序 性 公理 成 立 ， 

良 序 性 公理 也 称 为 最 小 元 原理 .可 由 此 证 明 对 应 的 最 大 元 原理 . 量 大 元 原理 是 
说 , 非 空 有 上 界 的 自然 数 集合 有 最 大 元 . 

 x€R,HRLx | 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 ,用 [ x IRAE x 的 最 小 整数 ， 
今 


有 


ixi 2 x-| xl. 


Os ixi cl. 

I12.1],L -2.1]2 -3,12.11 20.1,1- 2.11 20.9,]2.1] 23. 
Wx.yC R.n€ Z A FAI EybsE UB KAANE : 
Pixl«x«[xl € xez 

[s] x-[xl£ix€z. 
2[xenl-ixien; 

[x *nl-[x]4 n. 
Pixleiy]uixevylextysixevrisixi«Iyl. 
eil pL 


resp, 


HER ac B ntl HERS ndmruEB-—T&RTIB 
物体 不 少 于 2 个 ， 


1.2 整除 .素数 与 合 数 


定义 1 a, bEZ, b0 AAE qEZ, (EI a= bg, UER b ER al a 可 被 
6 整除 ) CIE b | a.b RA a 的 因数 (或 约 数 , 因 子 ),a 称 为 上 的 倍数 . 若 不 存在 
这 样 的 g, MER b TER a, EHE bla. 

APRENEM , TEGA F fj TER 


1 整数 的 除法 
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Lel bhb | a.Wc | a. 

Po£dch dpa. b | acc | ca. 

53€ c] ae | b.m, AC Z,Bll c | ma nb. 

4 A bla,ag0,W|Iblslal. 

设 a€Z.as0. x1, x b ERE 5 BAS. A HHEH AERA b 的 真 因数 . 

定义 2 设 p 是 大 于 1 的 整数 .车 p ROKAN. M p ARK OTRO AN 
二 数 的 非 零 整数 称 为 合 数 . 

例如 2,3.5,7 是 素数 ;4,6,.8,9 是 人 台数， 

定理 2 大 于 1 的 各 数 可 以 表示 成 素数 的 异 积 ,或 者 木 呈 就 是 素数 . 

证 Ha REX EO RCRUM 2 用 数学 归纳 法 2. i w=2 时 ,结论 成 并 .假设 
对 大王 1 小 二 的 整数 ,结论 成 立 . 对 于 nm, 苦 mn ERAL ENCER; BM n ESN, 
设 = mnaynlynz 是 的 真 国 数 , 它 们 都 小 于 a, EU EI n ons E REA EX 
战 可 表示 成 素数 的 乘积 ,从 而 rn 可 以 表示 成 案 数 的 乘积 . 

没 p(iz1,2,-. ORI p pisos pao pip pe TF posa" ^l 
此 可 以 设计 -个 构造 素数 表 的 有 效 算法 .这 个 算法 的 基本 忆 想 是 用 不 超过 w'CÓS 
索 数 把 不 超过 NW 的 台数 全 部 删 去 ,就 得 到 N 以 内 的 素数 去 .用 这 种 方法 容易 找 出 
10 以 内 的 素数 :2,3,5,7. 利 用 这 4 个 泰 数 可 以 找 出 [部 (= 100) 以 内 的 所 有 25 个 素 
2565:2,3,5.7,11,13,17,19,23,29,31,37, 41,43,47,53,59,61 67, 71,73, 79, 83, 89, 97. 
利用 这 5 个 素数 进而 可 以 找 出 1007€ = 10 000) 以 内 的 所 和 素数 .这 种 构造 素数 表 
HA EAE HE E E ( Eratosthenes) f8 E . 

用 友 证 法 容易 证 明 以 下 定理 ， 

定理 3 ZRA LFT. 

E BEZE RAR, AERE ppp? n2pprpt 
|. RREI FE plleigk) pln- pypy n py Bl pil TE BOR CR 205 E 
T. 

设 p 是 素数 ERI M, = 2^ - 1 BTXCHONSHERR { Mersenne) t, M, 为 素数 时 又 称 力 
梅森 素数 .前 10 个 梅森 素数 对 应 的 p RARE 2, 3,5,7,13,17,19,31,61, 89.36 -4 
十 年 来 ,由 于 计算 机 和 计算 机 网 络 的 飞速 发 展 ,寻找 当时 胡 大 素 数 的 工作 不 断 进 
腊 , 而 这 些 运 今 最 大 的 素数 都 是 在 和 梅森 数 中 发 现 的 . 

EM F = 人 2 xd HARAR B (Fema) tt, F, 为 素数 冉 称 为 费 马 球 数 - 迄今 
只 知 5 个 费 马 素 数 ; Fo =3, Fi=5,F=17,F;=257, F,2 65537 Fs = 42949672971. 

是 否 有 无 穷 儿 个 梅森 素数 和 费 马 索 数 都 是 尚未 解决 的 问题 .梅森 素数 和 费 马 
X SERIO TR HE RI. 


1.3. SH m EE iE 


性 给 a.b C E, b RO.RTBER bla SE ba. APAR TER hE. E REDE E 
初等 数论 中 有 重要 意义 ， 
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定理 4 设 ae, 上 EZ,5z0. 存 在 唯一 的 g 与 唯一 的 r ,全 得 
a= bg t r Ögr Ibl, (1-1) 

WE AEn E. S-2ixix2a-bk.kCZ.xzmO SÉES.SCN.H 5x9). 
gii, k= -ial Mj ux-arlalb^z0,x€ S. KE 9 为 5 的 最 小 元 ,应 有 0 
<lh ERLE ralib. G rnan- lbh RR, nmn ES RS mm 是 5 的 最 小 
元 矛盾 . 

再 证 表示 的 唯一 性 . HAm, i a dgra dg +r rAr I r> 
让 .于 是 , lblglbig- glar -re<15l, 矛 盾 . 故 表示 是 叭 -一 的 . 

在 (1-1) 式 中 ,a RARR, b 称 为 除数 , 9 称 为 不 完全 商 , 简 称 商 ,r PROS b 
除 a 的 非 负 最 小 剩余 . 

一 船 地 , 设 ab. cC Z, b 0. FEE 8) 4 与 唯一 的 +, 使 得 


m=mtricer<lbl+te. (1-2) 
取 c= - 19 +1, 便 有 
aamen -Blore a 


这 样 的 r 称 为 5 除 a 的 绝对 最 小 剩余 . 取 。 = 1 所 得 的 ， Pb Ba 793.3 
非 负 最 小 剩余 与 绝对 最 小 剩余 是 经 常用 到 的 . 


1.4 最 大 公 因 数 与 最 小 公 悦 妆 


3X3 Barera 是 不 全 为 零 的 整数 .着 di eti= 1,2, k), WPK d 
Ham, a 的 公 因 数 ( 公 约 数 ), 所 有 公 因 数 中 最 大 的 称 为 aaa 的 最 大 
公 因 数 , 记 作 = (al ;4). 因 为 anant ,的 公 因 数 集 合 非 空 {至少 +1 
属于 这 个 集合 ), 且 有 上 界 { 以 任 一 非 零 的 1ai101<isA)y 为 上 界 ), 故 有 最 大 元 , 即 
最 太公 因数 , 当 di=1 时 , 称 a2, 77.2, EX 

SX. 4 Bam ea 是 非 零 整数 ,m 是 它们 共同 的 正 倍数 中 的 量 小 者 , 称 
为 它们 的 最 小 公 倍 数 , 记 作 m - [0 a), ,ox]. 它 们 的 共同 正 傍 数 集合 非 空 (1ia11 
:ol Ta 属于 这 个 集合 ), 且 有 下 界 ( 以 任 一 1a1(1 志 i 和 < 上) 为 下 界 ), 故 有 最 
小 元 , 即 最 小 公 和 倍数 ， 

定理 5 设 el,m,…, 人 是 给 定 的 不 全 为 罕 的 整数 ,= |xlx= at t+ axt 
3 是 3 中 正 整数 的 集合 .上 时 5: 的 最 小 元 ,d= la, 
at a) EBRR, A 

iS5zikKIkceZi: 

Zi-di 

Telai(i-21.X,—7,k)ecid. 

证 显然 ,$5* eg, i 有 最 小 元 (0)， 

L 任 给 xzE3S, 设 xz= 呈 +r0sr< 上 应 有 = 人 0, 香 则 ,0<r< 六 reE53* ,这 与 1! 
是 8$+ 的 最 小 元 矛盾 , 即 任 给 *E 3 都 有 10x. 


1 整数 的 队 法 - 827 - 


P 显然 ,aE S(izl2.-. Ak). Hr P. llai(i-10,2, 让 .于 是 ,是 oo， 
a, HRAN, I d. 55r dla i2 1,2, K) PATRI dli dai BEA E o d. 

35 cla, (221,2, E) elliSeld.Wi ctd, H do (aja), 7 eH elaj(i- 
01.2,-7. hk). 


1.5 回转 相 除法 


根据 带 余 除法 的 性 质 可 以 设计 轧 转 相 除 法 ( 欧 几 里 德 算 法). 思 转 相 除 法 在 求 
最 大 公 因 数 , 解 一 次 不 定 方程 等 方面 都 很 有 用 ,而 轧 转 相 除 法 的 下 列表 述 方式 是 比 
较 简 明 .好 用 的 . 
定理 6 Bonon 是 非 零 整 数 , 则 有 
m+lt Fafa F Fa -1，* 


fn t fa-i{n-17 fn-2' 


Fictrgi-re 
rol ri; 
PoS l p= gis 
Pk = GL) + Pc kE, 3 oon. 
依照 所 设 ,有 
P roaapa-it Fa pa = rs; 
2í6rnipr)2lrgl. 
证 扫 对 “用 数学 归纳 法 . 当 m= 1 时 ， 
Fae lPa-i tPS rt r= rn 
Hiba. BIEI n- 1 结论 成 立 , 即 
PaDa-2 t Fa-ipa-i(7 Fo. 
对 于 n 
Fa cM 1T Ta Pa = ratipa-tt rat gn Pr- t pa-2) 
mra f qa) Pa-( rm Pa-2 
= Fa-IPr-1 9. Pa-2 
= Fo 
因此 对 所 有 的 正 整 数 n ,结论 成 立 . 这 里 的 n 就 是 做 带 余 除法 的 次 数 .这 里 的 
余数 采用 哪 一 类 ,未 做 限制 ,实际 计算 时 用 绝对 最 小 剩余 较 快 . 
P X] n 用 归纳 法 , 当 a=0 时 ,由 rol ri Cn an) = Irol. REX n- 1 ,结论 成 
x Bil 
(reru ud o Eral 
对 十 aH 


(riis fa) = (rl + ada s fa) m É rS aru) — | rol. 


， 828 - 第 15 篇 计算 数论 


下 面 举例 说 明 计 算 表 格 .在 实际 计算 中 表格 的 设计 很 重要 .表格 应 简明 紧凑、 
Af Hj. 

DI 求解 24871x + 3468y = (24871,3468) . 

BL ”根据 定理 6 列 出 如 下 表格 


24871 x ( 2 35) + 3468 x 251 = — 17, 
24871 x 35 + 3468 x ( —251) = 17, 
x235,y 2 —251,(24871,3468) = 17. 
上 述 表格 说 明了 数据 之 间 的 关系 ,实际 计算 时 可 简化 为 下 列 格式 ， 


— 24 276 -3 570 — 612 
24 871 3 468 505 - 102 一 17 
一 了 -ő 6 
25i -35 ü 1 
1.6 唯一 分 解 定理 


整数 的 唯一 分 解 定理 , 即 算术 基本 定理 ,在 数论 中 占 丰 重要 地 位 . 
引 理 1 i pipop ,ps 是 素数 .车 plpipr 下, 则 他 在 pio scis k), tg 


p-p. 

WE 对 大 用 数学 归纳 法 . 当 关 = 工时 ,由 plp S p o p Ei OR. k- 
1, 结 论 成 立 , 对 于 不 ,车 p = pL SIE RE eC o p.) = 1 由 定理 5, 存 在 整数 *， 
;使 得 px + py =1, 从 而 有 

Pp pitt Papa Pe ipey = PiPpa 7 Pia 

ES pl ppro pi-i pl pipzr px-ipi 8E pl pprt pi-i AEREE, FETE pi, 使 得 p 
= pL sis k - 1. PEEL E — BRE EC nie nr 

定理 7{ 了 唯一 分 解 定理 即 算 术 基 本 定理 ) 任 给 整数 a> |, 必 有 

&- pipa pa (1-4) 

其 中 p xU ENARRARE TR ,表示 是 啡 d. 

证 ”由 定理 2 知 , 对 于 ad, TERIERA. Fur os dE — RJ. 1 


1 整数 的 除法 * 829 - 


&-pprUpho-qugr"gr. 
Sükk-i.p-qImimk)hddBWBEke(bk AHR. 首开 = 工时 ,pi gare 
qi 显然 ,! = 1,p = 人 ,结论 成 立 .假设 对 于 大- 1, 结论 成 六 .对 于 二 ,由 a= 站 六 
Py P7 414277 41-19] HE pd quor qii qi RASSIPR 1 他 pom gleja). 
P= qo TE pipri pei = d)qy c quoa BESH k-1- 1I-l.pi-qi(limk- 
站 .所 以 有 天 = Lp m qi ik). BRE. 

把 人-4) 式 中 相同 的 素数 用 乘 和 其 的 形式 表示 .可 得 
a = plip pR. (1-5) 
此 式 称 为 a 的 标准 泰 因数 分 解 式 .其 中 站 ,Pa 天 是 不 首 的 素数 ,mcEZ Li 
xk). 
d EST RETE AVES RC IARE SCRI 0. 设 
a= pippo pt hoghpbep. 
HP as BOO HR OL 


Yi = max a, , B) (lisi), 


à, = min( a,. 8.) 
则 
(a,b) = pi pz pis. (1-6) 
[a,b] = pipi pis. (1-7) 
iR d Ea 的 因数 , 则 有 
d= pip (1-8) 


HP 0s ei aio iK). 
Hac Z .r(a)jXon ea 的 正 因 数 的 个 数 , 若 as pipe p an ENO xix). 
则 
rila} = (aj + Das e Doa + 1). (1-9) 
例如 ， 3602 20 x Y x5, 
TO) = 3 - DŽ DCTL 1) 2 24. 


1.7 一 次 不 定 方程 


不 定 方程 是 数论 研究 中 的 重要 课题 ,下 面 讨论 一 次 不 定 方程 . 
定理 8 iHa, b, cE TENE 
ax + by =e (1-10) 

HERRER RE a, bhe Ala, dle la, 5) - diaz a d. b= bd,r= 
Cid. x= Xp. = yo 是-10}) 式 的 … 组 特 解 , 则 x — xoc bur. v— yg - aiti Z2 
(1-10) 式 的 通 解 . 

证 BREH SL up ICI - 100 3CÉ EAE BO E SERI Ca boe. 根据 所 设 ,* 
= rot bot. v — yo- aot E ER EE C1 - 100 RAIRE. EE x — x y — i CI TO) XE -i 
解 ,有 
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aux, 5 yi =C. 
5 — B8 


dižo 十 bi yam ci, 
Bp 


ay x, 7 xo) = bii yg - yi). 
由 人 fei 54) = 1.51 al Yo 一 y1i) , BI! 


Yo — yi 7 4*1; 


Yi 7 Yo 7 Mts 
从 而 x = xo b. 
求 特 解 的 算法 已 由 定理 6 给 出 . 
(i2 求解 907x+731y =2107. 
解 ” 计 算 表格 如 下 : 
-71| -704| - 189 | -26 
907 73 176 27 -13 l 
-1 -4 -7 2 
—67 54 - 13 2 1 
907 x54 € 731 x (67) - 1， 
人 
yo 2 (—67) x 27 — - 141169 
是 一 组 特 解 . 
eA 
y 2 — 141169 - 907: 
EAR. 
[ms 
Yl = 323 
是 另 一 组 特 解 ， 
下 面 是 定理 5 的 推论 ; 


定理 9 设 a,,a;,…, a 是 非 霍 整数. 不定 方程 


auxi  G2X; o Uc ob ay, h 


有 和 解 的 充分 必要 条 忻 是 Cal, 92,…, 22106. 

W3 求 9x+24y-5z=4 的 整数 解 . 

解 (9,24,5) = 114, CB RE. 
(9,24) = 3, 
9x t 24y 2 31, 
3x + By= 1+. 
[Ite 
y-z-t-3u. 
3-5224, 


(1-11) 


LUC 
>= 1]+3v. 
所 以 原 方 程 的 通 解 是 
xz9415vr48u, 
|,- —3-5p-3u, 
z= 1+3v. 


2 [B X x 


2.4. 同 余 的 定义 和 基本 性 质 


EXI a,b, meZ, E ml(a—5),W ER a 与 6 BS m fed iG TE am b mod 
m, AAi mta- 5)? ER a Er b BE m PAR, ICI shb mod m. 

FERITE mcu BR. 

根据 上 述 定 久 可 知 以 下 简单 杜 质 , 设 a=b mod m, cz d mod m, f 

l*a-c-czab*dmod m. 

T aca bd mod m. 

P a” zb mod rm. 

V OBERE EI a)f(b) mod m. 

$ E aca be mod m, Ul] a=b mod miem). 

6 Edim, a=b mod m, H] a2 b mod d. 

T azab md mls is k) WW am b mod [m m me]. 

9 (a,m)2(b,m). 


2.2 剩余 类 和 和 完 系 


根据 定义 1 可知 ,对 于 一 个 给 定 的 模 m, 同 余 关系 是 上 的 一 个 等 价 关 系 .这 
个 等 价 美 系 将 XUL AR RR m 个 等 价 类 . 设 r= lalac Z asr mod m}. W 0,1,4, 
m- IRER m 个 等 价 类 . 任 一 整数 必 属 于 且 仪 属于 其 中 个 等 价 类 .从 每 个 等 价 
类 中 各 取 一 个 元 过 组 成 的 集合 , 称 为 模 m 的 一 个 完 系 . RIBISESUN E FLUE dE TA 
最 小 剩余 组 成 的 集合 及 由 所 有 绝对 最 小 剩余 组 成 的 集合 . 

上 述 的 模 m 的 mw 个 等 价 类 称 为 模 m 的 剩余 类 ( 辐 余 监 ) ,两 个 模 m 的 剩余 类 
要 人 么 相等 ,要 各 无 公共 元 素 ， 

E1 ifjan o an SS m HRR, Ai k,m) = 1 Ml] ka, TREE 
也 是 模 m 的 完 系 ， 

UE ka= ko, mod m= — a, a; mod m. 

PERHERE m+ 1 个 整数 中 ,至 少 有 两 个 整数 模 m 回 余 ， 
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定理 2 im, m) 二 LË Xi Rn E m, 的 完 系 ， X. Vi jid B ma 的 完 系 , 则 
mix2 + mix, PORR mim, OE. 
证 ”依照 所 设 , 形 如 max. mox, 的 整数 共有 mom, 个 ,而 模 mim, 的 完 系 也 
HOCH mm 个 元 素 . 下 证 这 两 部 分 在 模 mi mz 同人 条 的 意义 下 二 一 一 对 应 的 . 
Ht, X maxim max? + maxi mod au ma 
=S Mta + max = Mixy od my, 


mX + Mox = myy + Mmary maol m; 
—x zx mod m, H x; z x7 mod m;. 
国 此 结论 成 立 ， 
定义 模 m 的 剩余 类 的 加 法 及 乘法 如 下 : m 
aüacb-(as b), a:b-a:b. 
TER m BUd8 428 ECT UTER RH, KTR HRB BE, EE n RETE S 
成 环 . 


2.3 d — 系 


设 r Em BIRRE, Bim) 1, W r RAR m HARRE. t m 
的 所 有 缩 剩 条 类 中 各 取 一 个 元 京 组 成 的 集合 称 为 模 m 的 编 系 , 模 m HERRAN 
个 数 或 模 m 的 缩 系 中 元 素 的 个 数 记 攻 pim), PRA m II BR BE (Euler) 函数 ( 值 ). 根 
据 这 个 定义 ， 

e(1) 2 1,0(222 1,9(3) 2, 9(4) =2, 9(58) = 4, 9(6) =2. 

定理 3 (my, mj) 4.45 x, 取 遍 模 mm 的 缩 系 ,xz WR ma 的 编 系 , 则 
mx; mx, BOR m ma 的 缩 系 .从 而 p mimo) = olm emi). 

证 设 ,sz 分别 是 模 m , 模 m HARPUR. 

(mi m) = (mr) = tm mn) = iS (mi mx + mixi) = 1. 
同 理 ， 
(mr mixt ma EL 

因而 ， (m,m;,m,x,* mx) = 1. 
再 由 定理 2 可 知 p( mi) gum) s pomum). 

男 一 方面 ,对 于 任 取 模 mi ms 的 缩 系 中 的 一 个 元 素 a. mix = a mod m; Æ mx 
=a mod m, 都 只 有 一 个 解 ,分 别 设 为 xix 分 别 是 杭 m, UE ma 的 缩 系 中 的 
TE. 

mix = a mod m,— max, * m, x»ss a mod m- 
EIEE, Mati + gm xm g mod my- 
FE, maxl Hi X2 mod mma, 
峰 由 定理 2 可 知 
pi mi ms oi 天 人 于 (2 


合 起 来 有 emn ma) 三 qmi )gX mj). 
HE m 的 编 剩余 类 关于 乘法 构成 群 . 
B p ERB. IUE plp}=p-1. 
DAE EXB.. EER, BRA 


pp) pp pI). 
定理 4 ikar pipe pj 是 a 的 标准 分 解 式 , 则 | 


eos oll ) (1- ) {1 ,)- 


证 eCa) 9 eC pii) ep) plpa) 


I 2 
l l | 
21 z)t-xbe0u) 
定理 SREE) 设 mCcZ flams Li a 7"'z1mod m. 
证 iib. 5s b EE m BOSE s = pim), W] ab, aba o Lab E CER 
m 的 缩 系 .从 而 ， 
( ab) Cab ) (ab, ) e b b b, mod m, 
ai b, b, = b bob; mod m. 
国 此 a =i mod m. 
在 定理 5 中 , 肥 m 为 素数 p, 则 得 到 费 马 小 定理 . 
定理 杂费 马 小 定理 上 设 p EXE (a.p). a^ 7! zd mod p. XAH 
意 整 数 a, 者 有 ao o mod p. 
iip EARR. 显然 x 二 | mod p 有 两 个 解 x=+] md p,+1,+2,..…,+{p 
-DA 是 模 p 的 缩 系 .11,2,…,p - 时 也 是 模 p 的 缩 系 , 此 中 与 P~ 上 的 六 元 是 
自身 ,其 他 p -3 个 元 两 两 互 鸭 道 元 ,于 是 有 以 下 定理 . 
定理 7{ 威 尔 森 [Wilson} 定 理 ) 设 p 为 素数 . 则 (PP- D! =- | mod p. 


2.4 一 次 同 余 方程 


定 党 2 设 让 x) = x+ 
n). Æ ma, M 
f(x) 20 mod m (2-1) 
称 为 模 m 的 n KARHE, n 称 鸭 f(x) 关 于 模 m ERB A xi 满足 FO 
0 mod m, IFE x m x, mod m ARG- DRAR R m 1i] RASAR EIE EEA, A 
HARPREET. RO- OKARTE ER m HERDE, JHT mtt 
大 时 .这 个 方法 就 不 实用 了 . 
Wtkbij2,.F(x,.x.sc0.x,)4RBEEARG kon PRAA 
Fx wa x,)s0 mod m (2-2) 
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的 和 解 的 定义 与 定义 2 8404 x6 aant ap) (bi bon SO 都 满足 (2-2) 式 , 旦 至 
外 有 一 个 i 使 得 a; b; mod m(l 志 1 乞 坟 ) ,它们 才 称 为 不 同 的 解 . 

解 一 次 同 余 方程 

ax = b mod m (2-3) 

与 解 不 定 方程 ar + my = b "dp. RAE 1.7 PER 8 可 得 

定理 8 (2-3}) 式 有 解 的 充 要 条 忻 有 是 (a,m)15 .车 有 解 . 计 (a,m) = d.a = da, 
m= dm,,xz xo mod m 基 一 个 解 , 贴 人 2-3) 式 的 所 有 解 是 

xz xg mt mod m,t20,1,:-,d- f. 
解 一 次 不 定 方程 的 方法 也 可 以 用 于 解 一 次 同 余 式 . 
$41 fi 4x26 mod 14. 


解 计算 表格 如 下 ; 
- 12 216 
1414| 2 有 2 个 解 
-3 
-3 1 
x» -3x( S )e -9=5amod14 是 原则 余 的 一 个 解 , 另 一 个 解 是 x=5- 
(1) = -2 mod 14. 


设 a 是 模 mm 的 缩 系 中 的 一 个 元 率 ,在 此 条 件 下 ox 二 1 md m 有 一 解 , 这 个 解 
FR a XT S m 的 道 元 , 记 作 a^! mod m. 


2.5 孙子 定理 


定理 外孙 子 定理 ) dU m,m, m RÉPIBRSORISIESESC a1, as,… ,ax 万 
Z, 则 一 次 同 余 方程 组 
r= a; mod m; (leigh) (2-4) 
有 一 个 解 
xz MiM a+ 村 a++ MiMi la, mod m, (2-5) 
其 中 
m 一 | mod mi sis k). 
证 容易 验证 {2-5) 式 是 (2-4} 式 的 解 . 若 bb: 都 是 (2-4) 式 的 解 , 则 b= h 
mod m;(1e is &). FH b m bo mod m. 
不 难看 出 在 (2-5) 式 中 , 若 a; RA mi un KHESCR,UM x PAR m 的 完 
系 ， 
大 约 在 公元 五 六 世纪 ,我 国 南北 朝 时 期 有 一 部 著名 的 算术 书 4 孙 子 算 经 #. 里面 
有 一 道 题 , 用 现在 数论 的 语言 说 ,就 是 要 解 下 列 同 余 组 : 
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按照 定理 9 的 算法 ,相应 数据 如 下 : 
m=3, m=5, m=7; 
M,235, M. =21, M sls: 
Mi '=2, Mi'=1, Mi'cl 
x 235x2x2-21x1x3c-15x1x 222332 23 mod 105. 
ix B ARE EAS OCTUBRE ER PARLARE HS Es. EF RE FE 85. ea 0,3640] 38 I6 BT 
2x . REG BRL] — FECE XE IB 9 6 5p T xg PR [8] E EURA pr Es i EE. 这 个 定理 
在 数论 中 是 很 重要 的 . 
TẸ 40 iR f(x)—-ax7-a (x5 mrt am EBRES, p ER 
$, pta, 4 fx) 280 mod p 有 解 , 则 解 的 个 数 趟 大 于 n. 
证 对 n. 用 归纳 法 . 当 R= HA a‘ p) =l, ajx + (t z Ü mod P 有 一 个 解 . 
ds EN 8-100. xx, mod p EA x) 20 mod p IR, 
x)= (x xig(x)4r. 
由 /(Cx,) 20 mod p 知 r=0 mod p. S xz x4 mod p 是 六 x)};=0 mod p HA -个 解 , 财 
fx) m(x,— sig x; us mod p. 
HI x29 x, mod p, Il g(x;) 80 mod p. g(x) 的 次 数 为 5- 1, 首 项 系数 为 aul f(x) x0 
mod p RTA A] F x= x, mod p ARARE g( x) 20 mod p 的 解 ,由 上 妥 纳 假设 ex) 
三 0 mod p 的 解 的 个 数 椒 超过 -1 因而 站 +) 20 mod p IPRC ER TE n. 


3 AZ it A 


PUE REGE TEC IS SIC | PEERS Rie o8 Pr ER in PO .数论 图 数 在 数论 及 - 
些 相 关 数 学 分 支 中 有 午 要 和 作用 . 


3.1 P EIS X 


EX1 di m.ncE J ERUERA im, n) =1, M] /( mn) = f(m)f( n), 3X 
称 了 为 积 性 函数 . 若 不 论 是 否 有 (ma)= 1. Fn) = fn) Un) ,就 称 卫 为 完全 
PHAR. 

例如 ; 

|^ Ex fip EE p ROBES. 

P IE rEZ, Ul) 2 t. U f&Sg t PREEPAS. 


PREZ o d E D RAeBMoSÉL 
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P EEZ, N D =x. N ERARAS. 
5 jE, BES H (Mobius) mg 


l. Farel 
«co - [o E as pipio ppo popr o pi IT PIRE TE o 22, 
(-U*, xs ppr pepp s pi m) A. 
y EREB. 
6G En C Zain) = 24. € N.o, 是 积 性 函数 . 


数论 函数 是 积 性 孙 数 的 充 要 茶 忻 是 
KD 2 1, G0 = f POA Rr Opi) (x = pi pin po). 
广 是 完全 积 性 函数 的 充 要 条 忻 是 
fO zl. fF x)= fhiC pf piY ft pa). 


3.2. Move Sm e 


设 /,g 是 数论 函数 ,上 与 g 的 狭 利 克 雪 [Dirichlet} 卷 积 /x g 定义 如 下 : 
f* gln) = 2 DeC. 


数论 函数 在 ”*"” 运算 下 构成 交换 亚 群 ， 即 满足 结合 律 ,交换 律 , 并 有 单位 元 . 
单位 元 即 3.1 Hp 3 的 工 下 面 列 出 一 些 有 用 的 例子 . 

例 1 Us Boc d. 

证 ”用 CC(k, 站 表示 集合 和 1,2,… ,上 | 的 7 元 组 合 (或 /总 了 集 ) 的 集合 . 设 * = 
p ph pl 是 a 的 标准 分 解 式 ,wf = pip pi (n > DW 


U * u(n) = $40 - 2.4) 
22:382 - > DG 5) 


jap J€ C.) 

= {l-t =0. 
当 m=1 时 ， U * u(1) - Il. 
因此 U* p=. 


例 2 数论 函数 有 逆 元 (在 "x* "下 ) 的 充 要 条 件 是 /(1) x0. 显然 , 积 性 半数 
NH EG. 
例 3 U*o-N. 


证 设 $ - { 二 | = 1,2,…,n}.S 中 的 分 数 都 有 卡 既 约 形式 , 即 5 = 
EFT ni(k, d) = d.k € Z ] BUE, S51= n = D eG). BI Ux (n) = 
dln 


NC n). 
B4 uNe. 
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证 p*N-u*(Ux*g)z(in*U)*gzli5*qzq. 
Dis Ea 部 是 积 性 函数 , 则 x g did PERR. 
证 设 fm,n)=1,dinnd= diddy (d, m), do id, n). TE 


f*gímn)- O ^7) 


> Sea dja 时 4 2 ) 


d, Im d. i d; 


[2e 2) aeoea) 


= f% glm) f* gln). 
3.33 默 比 乌 斯 反 演 公式 


定理 1{ 默 比 乌 斯 反 演 公 式 ) (Ag EUDAR J y = g* Uesg fp E 
fln) = 2D og(n) = DDG) 
din dla 
在 上 面 的 定理 中 ,/ 称 为 g 的 默 比 乌 斯 变换 ,sg PA PIER EE S Hid E p. 
pico Sur frOMangoldO RAET: 


Inp， 若 n= pp,p ER, aE; 
Aln) = lo. 其 余 情况 ， 


当中 = pupp pi UT. 


人 Xo - Sinet = Inn. 
由 定理 1 l 
Ain) = SDi zj- Inn 2 ys (d) — 2 iG = =- > (dlnd. 
din 


#7 可 重 圆 排列 问题 设 : = 112 ml ;用 半山 的 元 率 构 成 长 度 为 "的 
ap gk HEP, THER m^. 5A BIBIT h MEER k BgeR HEP RE EE DX 
构成 , 则 这 样 的 上 中 的 最 小 数 称 为 该 圆 排列 的 周期 .长 度 与 周期 都 是 了 的 圆 排列 可 
在 由 断 开 构成 4 个 线 排列 , 设 长 度 与 周期 都 为 4 的 图 排列 的 个 数 为 MC ,由 长 
BE n 的 可 重 线 排列 的 个 数 ^. 得 知 


D Mid) = m. 


dia 


从 而 M(n) = 一 PAOLI 
WREKE D 上 ,图 排列 的 个 数 为 TD. yj 
] ^ n 
Tí n} = Dap d) må = LII ? )ot. 


"n-7,ms 2B], 
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T(7) = Tie x 2+ (1) x 2] - l(ex2. 128] = 3 x 140 = 20. 


4 二 次 剩余 


4.1 — X 8] 


定义 1 设 p ETRA, ph AARIA 
x= a mod P {4- L) 
有 解 , 则 称 a 为 模 p HORER ATR. ME a 为 模 p 的 二 次 非 剩 余 . 
B p 是 奇 素数 , 则 | + 1, + 2,…, + 2 了 :| 是 模 p 的 缩 系 ,1P 2, F0 D 
是 模 p 的 全 部 二 次 剩余 . 
定理 1 设 p 是 奇 素数 , 则 模 p 的 二 次 剩余 与 二 次 非 刹 余 各 有 3 了 个， 
EE (RAHE) Hp ERREK, WA 
0 mod p, 当 且 仅 当 pla, 
tp wt mod p, MHRA a 是 模 p 的 -次 剩余 ， 
-1 mod p， 当 且 上 仅 当 a 是 模 p 的 KIERS. 
证 显然 , 当 且 仅 当 pia 时 ， 
aP Pai mad p. 
设 a 是 模 p 的 一 次 剩余 ,由 定义 ,存在 
c2 a md p, 
于 是 atro cU pI — —1 mod p. 
设 a 是 模 p 8) GXdESEARE TERR p MNA DSEX Hf x, dy 
X, a mod p(i -1,2,*,(p— 172), 
由 假设 x ae y, mod p XUL f ZEE p 5e 3€ EB — —5 pr, MARR p 的 编 系 中 的 元 素 配 


HC p- 0/23], AA 
(xi yy C xo yao (xy) m 1X 2x o x(p-1)2a - E mod "m 


定义 2 Wb 是 奇 素数 ,a 是 整数 .a p MIER Legende) RES $) 定义 


如 下 : 
0, Zi pla, 
(2)«]i 当 a 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 
-1， Mad) IKE. 
显然 ,根据 定理 2 和 定义 2, 可 以 得 到 
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(2) = aP- mod p, 
和 勒 让 德 符 寻 还 有 以 下 简单 性 质 ; 
íe(-) = (之 ), 当 a=b mod p; 


TORDO 
P pPIAp??’ 
pà E) = pta; 
e(1)er 
$ (5!) = <p dapa AER p 模 4 的 绝对 最 小 剩余 


定理 3 设 p 是 奇 素数 ,pfe,pl= (p12.<x 2, RR x BE p 的 绝对 最 小 剩余 ,5 
= ie dp 2a dpr pa Dpt S 中 取 负 值 的 元 素 的 个 数 为 、 则 ( 全) =《- n". 


证 设 Hr ga tTa s, ES 中 取 负 值 的 元 素 rr E a ES 中 取 正 值 的 元 素 . 
Mj s+ t2 pjs tja | Ug. — tpa tp 027. 5 d 1,2, 7-0 的 一 个 排列 ,所 以 


( 一 uj) 一 uj) 一 uo p= p! = a'la epal 一 B 
emp! a^"( - 1)! mod p, 
从 而 (2) =ar =- Dt mod p. 


定理 4 设 pta,pi=(p~1)2， p TARK, 则 
a LE - 5g 一 LEN 
P Erta M(E) = co. DES 
r Has 2st. (2) 《TD 


证 Rak- nL SJ GEO, E = 12, pi Ck o, ER ak BED 的 非 负 最 
小 剩余 . 
S = i£ak ^p | 天 = 1,2, pil = 和 
其 中 p/2 e mpn < pÙ g D1 从 而 p - up- 
mtap - mapp ban FE 1,2, pi 的 一 个 排列 .于 是 


-x d 
va. a2, poeto, pL 1s Dut Da 
- : j- 
(OE TEN 
= pL plt + Dp m) 227 e p+ Dy 
ÁzI = IE 
"i 
= p | 8|. Fg ea 
«ci P i 


所 以 
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TED CEDE IPS 


P4 2.242 | (4 - D, 因 而 
PI 
= > ^. | mod 2, 
k= 
r. + a -i 3 
这 样 就 有 ( E) = C n, 
2 a 
P Kasami I p soo 2, p) MAII E sop e22 Ju BUE, 
iel 


PL; mod 2. 这 样 就 有 
2 cos Jhb 当 pz +4] nod8， 
(= )-c o? LEER Mj pe3mol8. 
定理 引 [二 次 RER) iz p,g EA RÉIR A UM 
q (LL azl, g= 
(2)( 2) «c- 05 
-f-t 当 p=s9= -1 mal 4, 
d. 其 他 . 
证 apn = 9 
y 在 图 4-1 中 ,满足 ] < xpisl 7 有 机 的 


(o) WEG y) 的 个 数 为 p19! = 2 了 15 .直线 
y = S. (x = 1,2,…,p1) 下 方 的 整 点 的 个 数 为 
P 


DL SELLE EJ RE ATH OR DL A]. 


这 二 者 之 和 恰好 是 p19 = 20.5, RRE 
理 4 中 的 ,得 到 

(BY. 0-5 

(ghac o55 


mea feh Mí p=q4=- Í modd, 
2 2 Uu, 其 他 . 


定义 3 设 m = ppr tonli = 12 XA ABE 定义 (二 ) = 


GG (E) ,其 中 ( t) tmc. ( 全 ) Fiol ac m ETH (Jacobi) 符 


” 雅 可 比 符号 是 勒 让 德 符号 的 推广 . 贝 定义 和 勒 让 德 符 引 的 性 质 , 可 知 雅 可 比 符 
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史 的 以 下 性 质 : 


SB a 
ee ———. 
> 
M il 


nn 
D 


seag ale Bla s |- 


— 
I 


(263). 


e 人 
l = tm- DA ={ i mal mol 4, 
ly m) (D -1 H m=- | mod 


证 i m= pipyvup epis 1] ,2 TORIES. up px o 
me d CoL DX Cg - Debo 71). 


3| 
8| 
— 


——— 92 
L 


p - 1 是 偶数 ， | 
m=l+4 > lp- 1) 4 M -Dip-lhe'-. 
TÉ g 
m - l= 2 (p, - 1) mod 4, 


m-1 V ,- 1 
A oe 22 mod 2. 


-1 zi zdl 2a -1 - 之 dH oq (m- 12 
(G2) - GGG) e e oem e mme 
2 m l. 3$ m =t | mod8, 
定理 7 ( 宇 } = (- 1 LPS Pbi 
证 i 
m? = piphepl = (+ (pi DOO (3 - DIG - 102.1 2. 
易 知 8 | (pi 一 上 ,于 起 | 
mi = FPPSCE PE 2b) bots 
m= Dp - 1) mod 61. 


m= l ~ pil 


T (z)- c TREDE -|! "21í(. pic -1 


t 
zl 
L6 3 mod 8. 
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定理 8 设 m,n 是 大 于 1 的 奇数 ,(m,n) = 1. 则 
(2)(2) «core 


证 m - ipn = Ig. pog 是 奇 素数 .于 是 
G2) n) (8) e, 
Rog. G-UdcG-D. 
在 定理 6 中 证 明了 
3d -U0 sd -U md2, 


D Hag- D = Aln- 1) mod 2. 


因而 f= Fm- D m - D mod2. 
niim Mela] —-l. masna- 1 mod4, 
因此 (2)(2)=-6p” P- 其 他 
雅 可 比 符号 与 勒 让 德 符 导 的 计算 方法 很 相似 .但 要 注意 , 当 [ 对 ) = - 1 时 ,x 


- a mod mm 无 解 , 当 [ 全 | = | Hf, x? = a mod m 不 一 定 有 解 ,例如 ( $) = 1, r’ 
-2od9xs ms( 2) = (2) (2) -ma 


4.2 ”二 次 同 余 方程 


先 讨论 模 是 奇 素数 的 二 次 同 余 方程 .只 要 把 (4-1) 式 的 解法 搞 清 楚 , 其 他 情况 
就 好 办 了 . 

定理 9 设 ( 全 ) = 1， 

e Ëp = 44 -1, 则 (4-1) RRR x zx a 507 mod p; 

r 3:p-8k-3,W|(4-1) 式 的 解 为 


+ a 0*9 mod p. 当 afr- 074 = | mod p. 
XI baa 31989 034 SU-D^ a l mod p. 
证 1 由 于 a P-D = ax m | mod p. 
于 是 
如 二 三 a mod p 


所 以 (4-1) 式 的 解 为 
x m ioa 0*7 mod n» 
20 H gir- = a**7?, 
若 a-l = | mod p, 


i|! 


则 a^* = a mod p, 
BI CA- 1) 式 的 解 为 


x =+ a77 mod p; 


$ a*l az. ] mod Pe 

则 因 Qo- 07 2 l, 

得 PED DI l mod p, 
E E, a2k- V 2k =a mod p, 


Bl(4-15 式 的 解 是 


rm d p- 178 LCpe 31/8 mod p. 
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唯一 比较 麻 煤 的 情况 是 p = Sk l, FRAPE HEA. 关键 在 于 找 一 个 模 p 


的 非 剩 余 ， 
例 1 F s5 mdt. 


m m(2)-(S)-(l)-imutkieA n 6i x 
4] 2 2x524l1. 
giat- 14 = 5t 1 mod 4l. 
(3) - (4) _ (5!) 2.]234-02 4 3295 nod 41. 
所 以 3 是 模 4[ 的 二 次 非 剩 祭 ， 
39 x S5 三 |， mod 41, 
39 X $ 2391.43 45 «5 (1) x9x 2x25 2-1 mod 4l, 
39100. 55 2 (— 17 2 Eme 4l, 
399 x 55 2 5 mod 41, 
364 S 2395 x93 x22(-1)75 x 27x 2 2 13 mod 41. 
因此 ,方程 的 解 是 
x x x 13 mod 41. 
下 面 用 两 种 方法 给 出 模 有 是 素数 寡 的 二 次 同 余 方 程 ， 


it f(x) = Qux + a, x"! RU B QqX Body. Rm. 
F) = Ñ ka! 为 x) WIRK, 


f(x) = 0 mod p^, 
f(x) = 0 mod p^, 
其 中 p 是 素数 ,a > 2. 


(4-2) 
(4-3) 


EHI iE «mox, qmodpt' 3É(4-30 XR pH Cx, 2, (4-2) SATIRE e 


X = V-11 + po ua mod P- 


HEP y nono mod p Æ 


的 解 . 
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WE (420 式 的 解 为 x= x, mod p^, 


gp Fix) = 0 mod p. 

以 而 flax) = Ü mod p. 

十 是 X, = xi p vy € Z. 
fO) = fx pn! y). 

由 fs p y) = O mod jf, 

A fon pU f'( y = 0 mod p. 

由 fx) z 0 mod p^, 


知 p! | F sa). MAN 
Fendy = EZER mod p 
A pt f'Cx, DAF C 0 EE p AT, AE 
-- fna) 
“二 pf'Ga) 
DE2 解 x? = 39 mod 125. 
解 E x^ = 39 mod 5. BR( F) = (F) = 1, dà = 39 mod5 有 解 . 即 x = 


£2 mod 5 RR. 
根据 定理 10 II 


mod p. 


x 2mx(2—í(4-39)4- 4) mod 25 
是 x? = 39 mod 25 E] AE , ER 
x =t 33 mod 25, x = +4 5 mod 25. 
经 验证 正确 .x æ {8 - (64 - 39)41675,) mod 125, Bf x =+ (8 - 250167.) mod 
125, PTLA x =+ 17 mod 125 是 同 余 方程 的 解 . 验证 正确 ， 
使 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 下 面 的 定理 : 
ERG i 
x^ = a mod 2*,a > 3, (4-4) 
(4-4) 式 有 解 的 充 要 条 件 是 ae = 1 mod 8. 3$ x = x, mod 27 总 (4-4) 式 的 一 个 特 解 ， 
则 其 所 有 的 解 是 * = 上 + 上 (za +2 5 和 也 .共有 4 个 解 ， 
H3 d a = 25 mod 64. 
BRE [1252 1 mod 8, 故 有 4 个 解 .对 模 从 到 省 逐 次 处 邮 . 因 x 二 1 mod 8 是 
x* = 25 mod 8 fj---T- FERRE , 
(1 r4 z 25 mod 16, 
ty = | mod 2. 
&k xz2£í(le4d(le25))22xí(548:u0) 
是 x* = 25 med 16 的 所 有 解 ,由 
(5 + B86) = 25 mod 32, 
18 i = Ü mod 2. 


4 ZHE 


^ xz2zí(548x21u) 
Hk a? = 25 mod 32 的 解 ,最 后 又 由 
(5 + 1615)? = 25 mod 64, 
得 ts = Ü mod 2. 
ix --í(54324) 是 原 方 程 的 所 有 解 , 即 
和 二 十， 土 27 mod 64. 
拒 所 有 的 情况 综 全 起 来 ,就 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 12 设 x^ ez a mod m, 
m = 2pi pp. (a.m) = 
(4-5) 式 有 解 的 必要 条 件 是 0m 同时 成 立 : 


LHe 2 2 时 ,a s | mod 4:35 à > 3 BÍ, a = 1 mod 8. 


(4-5) 


{和 ] = his 1,2,…,. 车 上 述 条 件 成 立 , 则 泊 o。= 0,1 时 ,解数 为 24; 当 。 


Pi 
= 2 时 ,解数 为 21+1; 当 a 238p. ES 2*7. 
相 以 与 定理 各 起 相似 作用 的 是 下 面 的 定理 ; 


EEB 设 "为 奇 素数 ,pa， (5) - Lez. x = x mod p Es! = a mod 


p 的 一 个 特 解 . 则 x? 2 & mod pr 的 所 有 解 是 x =+ PO-' mod 严 .其 中 


(x, +a) + (xp - Y a" 
mnm E 
(xi Va)" - (x; — Ja)" 
g= 24a 

Q'R oup». 

LE! 解 x^ = ] mod 400. 

解 Fia = TAS E = ] mod 2* 的 解 是 
zm +1, +7 mod 2*, 


P 


x^ 2 | mod 5! HHE 
+ 二 t+ | mod 57, 
出 孙子 定理 , 知 x? = 1 mod 400 的 解 是 
x= 6x1lx (4+1)+ 2 T+ l. 
=+ l, +49, x 151, + 199 mod 300. 


其 中 数据 如 下 : 
-32| -14 6 
25| 66| -7 2 | -1 
-2 2 3 
-~ 11 7 3 | 


16x (ID +235x7=-l, l6x 1l 25(- T) z 


* 7) 
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5 ”指数 、 原 根 与 指标 


5.1 指 数 


m C X*.(a,m) - tL. HB a? ™ = | mod m, 知 道 有 
io = minit | a = 1 mod m,t C Zi. 

EX1 mE TT, lam) = Læ = l mod mHE ERS: ER a Emi 
指数 ( 阶 ) , 记 作 nla). H nla) = pim) BE, PR a tk m 的 原 根 . 

Hi E m = 5,p(5) = 4.81) = 1,852) = 4,64(- 1) = 2,8,(- 2) = 4. W 
+ 2 都 是 模 5 的 原 根 . 

例如 ,车 m= 8, p(t8) = 4.81) = 1,84(7- D) = 2,6s(+3) = 2. 则 模 8 无 原 根 . 

下 面 是 指数 的 一 些 简 单 性 质 : 

L É a' 2 | mod m, M] G, (a) | t,8,(a) | pim}. 

7? di m = 2*.a m 3,(a,m) - L,Bl| 5, (a) | 277. 

V Enla) = pim), BE a.a, af 071 FUE m 的 缩 系 . 

4 EC NM C) = cg D ER m IERI EDH eC, C0) 个 数 


Br fala). 


证 x = sía), = Gp = 全 【ar)， 
(a*) 5 = 1 mod maë | Ki» ce D Giph 
一 他 | à5, 


la)’ = gs = | mod m— à, | à, 
因此 全 = 后， 
5 8,Cab) = hod COS (8, (a9, 8, (5)) = 1. 
证 设 8= nlab), ð] = a) = &,C5), = lnla) 8, (B)]. 


"e: (ab)? = a*: = | mod m= | 68,8, | 3 
同 理 8,18, 
所 以 81602 1 ô. 

Cab) = 1 mod mô | 8,6,. 

因此 ó = iĝ- 

“一 (ab)" = I mod m8 | y. 
同时 9 | "ITE 一 à, 
所 以 9 = à. 


SU (8,,84) = l. 


5 指数 . 原 根 与 指标 - 847 : 


6 £a | m, M Ala) ). 
证 — a^ = d mod m= as 9) = | mod n= la) | pka). 
T 华人 mm) = Vlll &,, (a0) = [G,(a),G,Ca)]. 
证 — 8 Ca) [Ou Ca), Sala) | Au Ca. 
i p= lnia) Sala], ng] Ca). 4 -- ribi i 
9 = [8,Ca) à, C2) ], al = ] med m. a? = Imodn, 
BF a7 = | mod mn. PEAR Os (a) ! 7. 
P Ht m,n) = llam) = (b, m) = LMR ei Ru Ce = [8,(a3.5, C52]. 
UE — itx = e mod mn 是 同 余 方程 组 
x = a mod m, x mod 
的 解 . 显然 
Se) = ala), ale) = GC, 
HPE T E LC = [5,(a),5,(5)]. 
P 设 (a,m) = (b.m) = L.TETE e, ME C0 = [onla Enh]. 
证 d | = ala) = pipop, 
ài = Salb) = pPipfi s pfi. 
y = [6,6] = phphr ph. 
六 = pippe pift, 


此 中 “= {eh 
$5 - wm. ĝi = ry. f= tin 

FPE ps) =l. 

由 性 质 S° 有 


人 fear) = a): Ot hb) = gig = gg. 
设 m= Moppepp.A0m) = [299,9 pj n epi]. 


其 中 0, Hi ago = 0,1. 
«I M an = 2, 
290-2. Hapel. 


模 m FERREE 38 FERE 
qim) = Alm). 


52 Ñ m 
定理 1 设 p 是 素数 , 则 模 p 有 原 根 ， 


证 设 8= [8 人 (D ,820p-1T)]1 由 S.1 VERE S 知 , 存 在 8, 使得 
ög) = ô, TRS |p- 1. 55- A A d m0 mod p. AKE x = 1,2, 7. p — 1 mod 
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-而 和 解 的 个 数 不 襄 于 甸 项 式 的 次 数 , 从 而 p -到 8. 所 以 , 富 = 户 - 上， 

另外 可 以 证 明 任 给 十 整 数 二 |p-1 , 必 有 模 p N d ER, 这 样 的 整数 在 村 
p i Tai ip eGD T. 

证 BREË pR -ARPA d BDUE TUS e 0.,p-1- dk. TE 

wi = (re D adi 7 q att a4 e pu. ]), 
tli 2.3 TAERE GH, x7! - 1 = 0 mod p 的 全 部 和 解 是 1,2,.…,p - 1,1H 2.4 AEE 
10 50, x* — | 2 0 mod p HRR d. A Gla) = d, W aT ah ao RE 10 
mod p Å) EPR, EAH p 阶 为 4 AIAPE a.a! a^! ru S LS TPERC AP 
HETA d 的 元 的 个 数 怡 为 ytd). 因 此 
ped) = [PD 车 存 在 模 p 阶 为 4 的 元 . 
t, 车 不 存在 模 p 阶 为 4 WÈ. 

AG qd) e pld). WIR., 


6D = p— l. 
由 3.2 156904] 3 5n, | 
pd)=p-1. 


所 以 
p-1= ND 249 D = Pt 
只 要 存在 d 18130 = pid) « (d), 就 有 
p-l= 2,900 « Ud =p, 


3-8. RIE {Ei di p- 1, 都 有 (D = pld). 特别 地 ,有 pip- D = plp- D, 
即 模 p 有 原 根 , 原 根 的 个 数 为 (pp). 
定理 2 设 p RARR, cal ME p 有 原 根 .存在 g EF 与 模 2p 的 公 
JE Bog 
先 证 明 几 个 命题 ,再 证 明定 理 2. 
le 设 p 是 奇 素数 ,aeEZ+ OE P galmde, M e 92 a1 mod pt. 
证 对 用 归 纳 法 . 当 ==1 时 ,命题 成 立 . 俱 设 对 = - 10922). fr ERR Sr. . B] 
gh El mod pf. 
n 2.3 WEA SI 
gU a1 mod p^ Is gr D Sd ed (pH) gU = (14 kp* - yp 
=l1+ k +ptp- DRp I+ mdr Ap, mod Fr. 
2 设 p EWER. EZ, g RES p 的 原 根 ， 
-fE E gP mod p. 
f larp, T PP al mdp. 
则 e, 是 模 p 的 原 根 ， 
证 iz saig) =8. TR, £ 是 模 P 的 原 根 . 


5 指数 . 原 根 与 指标 : 849 - 


gizl mod Pg zl mox] poop, 
85 pp hp pk po ', 
H ke p Bea lo Bao -2,]N 


Slots Doo ger al mod p". 
i gi al mal m. 
a . gml 
由 命题 e g^ mo mr， 


us. ldi5.S2a-i.H g= gip RT. e, EHR po INL HE. 
P Hp EAR. ED g Ep INI epi. Wy g KS, (9h 


ff. 
证 Ayl) - 5.08 
Cg. 2p) 三 | mod Ap od pt2 E eip): 
gal mod 2 zl mod Fei p" i6. 
所 以 àzg(p)-o(2p), 
"PETTY 


^EPEB2BJUERH 由 定理 1 知 , 模 p B ER HEADERS ZU LIS 六 有 了 原 根 , 设 为 站 ,全 
_ i^ E g 是 奇数 ， 
Sleep. X g 是 偶数 . 
LET RE p 的 原 根 , 且 是 奇数 ,由 命题 39.2 HE 5p 的 原 根 . 
由 上 述 纤 合 起 来 就 得 到 下 面 的 结论 : 
定理 3 模 挛 有 原 根 的 充 要 条 件 是 站 =1.2.4, 呈 或 27.p 是 奇 素数 ,zzEZ- 
定理 4 dE2Ra.kmO3.U a” md mod 2 
证 tk AIRE. E23 BEL a dix 1. AT 
a! 216687 €8r Ez | mod 8. 
假设 对 上 ,结论 成 立 , 即 


k-2 


c" apmodd2., 或 -l1ed-. dEZ. 
(a Pe do d a X a mod 2***. 
EDX} ka 1,8 ERR E. 
定理 5 dH kn3.58 25 BB 2577. 


53 dH b 


设 模 m EUR e. (o, m) al E aem gn mod m, Qe Y szo(m). MEE a SS m Elg 
为 底 的 指标 是 y, 记 作 Ym eta) = y, 简 记 作 y, Ca) = y, o yCa) - y. 

ie 是 模 m BE, a,m) = lb, m) = L MBE FEE M: 

° Y( ab) 2 yia) + YCb) mod øl m). 

2? PkC Z' UU y( a 8 ky(Ca) mod (m). 

P F EË m 的 另 一 个 原 根 , 则 yy (Ca) yg) Y, a) mod pim). REME. 
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Y (g)* Y, Ca! =l mod plm). 
opr oy — Pim) — 
Pela) = Ta), oUm). 


H x 沁 3, go 是 模 27 WRAT, TTR go =5), 则 模 2° 的 给 系 是 | + go， 
ts. g U EE aC Z2 ha, SES 
a={-1)y_ gogo mod 27, Ogy al, Oxyo«2* 7, 
HB y YS R23 o 3 27 以 -so 为 底 的 指标 组 . 
更 一 般 地 , 设 
m=2p pp arD ajl gik. 


0, ÜÖgagl, 
n=] 


nj l, arz, 
2. aj. 
P 在 二 述 假设 中 , 模 m 的 缩 系 中 的 任 一 个 元 “可 用 + 个 数 的 乘 朝 表示 ,这 
h+k TRIEDEN a 模 m 的 指标 组 . 


P di m,k€ Z'.(a,m) 2 1,18 m ARR, MHE i Jr BÉ ah uma mod m 有 解 
TEMERE (QR p n)) | ria) HAR, AEST EC E pim)). 

例 i m-240-28x5,a2(—UDy 1(-3)^»(7)h mod 40,0 Y (l.0 vox 
1 ,0 六 志 3, 则 其 数据 如 表 所 示 . 


6 x 分 数 


6.1 连 分 数 的 基本 性 质 
EX1 设 ao,41,… 是 无 穷 实数 序列 , 当 i1 时 ,o>0, 称 (6-1) 式 


6 连 分 数 * 851 > 


1 . (6-1) 


l 
Ut t 


为 n 阶 有 限 连 分 数 , 当 25,21, c.a, 都 是 整数 时 称 之 为 有 限 简 单 连 人 分数. 为 了 方 
f& ,1EC6- DxkigfEXag a1. m. E Ou E n, R ag, e QseVaepE 6 Di B 
k TEGERE a (Ou iu n RAGOR i 个 部 分 商 . 4 (6-DXIBBI no 
时 , 称 之 为 无 限 连 分 数 , 若 a1 0)AD REREAC BEER Pg CER fj SR E SHEER ERI 
lim ao, 2,7. a,? 7 6. (6-2) 

MERETE IEKA 0 ERA Cao ain OBL iLi aoan 2 9, 若 此 
极限 不 存在 , 则 称 人 an,ai,… > 是 发 散 的 . 

连 分 数 的 一 些 基 本 性 质 如 下 : 

te 设 n.rzd DH 


60g, 04,7750, as Ou Un ops 77 Urar” 


= i89. 041,7. a G7 044 77 (6-3) 
2£8g,0|,' 7.0, 4.0, * dl Asst dS 22 
x 任 给 实数 ， > 0, 整 数 230, RU 
(894 457770, 24 04? P Gps Gp. 11405 1 + 2 22h R. (6-4) 
Caps 44.77.04 459 052 € 0g, 01,777, O4 pra 0 2.2 | n. (6-5) 


P ia^! = Capan 2,2, MA 
atbath", Darel; 
a cat", 3 | n,rzli 
D e a0 e a ese ae 
gU s a S a eS QI uuu 
4 it ag a, "是 无 穷 实 数 序 列 ， d; »0Crim D.P- 04, P, = aía9 * 1, Qo — 1, 
Qi = a Pp = Pi + Pars Qa = Qai t Qi n2 NI 


Cap ap a = Pa Quo n l), (6-6) 
P Qai- Pahal Drt, nal, (6-7) 
PP = -Dm nz. (6-8) 


(ag,841,77,04,? - (a9,4],7 à, 2 2 C D^*1(00,0, nl (6-9) 
(29,04,7,0,? - (ag,a1,7,a, 22 27 D'a(Q,0, 227. n2. (6- 10) 
对 n 用 归纳 法 , 便 可 证 明 以 上 各 式 ， 
有限 简 单 连 分 数 Cao, ql,…, a) 表示 一 个 有 理 数 , 辣 a,» 1, I TEE 
的 


例 1 求人 池 的 有 限 简单 连 分 数 及 其 各 渐 近 分 数 ,并 比较 它们 之 间 的 大 小 . 


121 
209 _ 
解 pio Db 62. 
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6.2 无 限 简 单 连 分 数 


Hapa t > 是 无 限 简 单 连 分 数 , 它 有 下列 性 质 : 
r ERARE op CR o9 ea OSA, 
证 iba = Cap apt a E ag auo ;的 第 n Tr TUA) XE, a at 人， 
a UP ,是 严格 递增 序列 .ai ,0 ,wetD ,是 严格 递减 序列 . Q, 如 6.1 节 性 
质 吾 所 设 , 则 如 ,oz,… 是 严格 递增 序列 .显然 
MCI aU, ot y g, lim Q, 2c. 
BLlima**? = 81, lima? = 9,. 那 么 
a 79 e 8, x 6, < gt 
8,- 6, « aC - 409 S (Ouri Qa) L 
AE 0, 8,. 02 0,2 6,8 
lima (9 = . 
车 8= P/Q 是 有 理 数 , 则 性 给 正 整 数 上 ， 
0« 18 — gf | < la^ *" - PLE 一 (QQ DL 
P | PQ 一 OP,I 
2-2 = L7 < (OQ), 
由 1<1P0 -OPRIM O> Quo TA. Wo ERAR. 
2 Eas, dj" > 是 无 限 莘 单 连 分 数 ,9 = TON. ML > n zx0, lili s = L8, ]， 
nz, C ag, aj, 2m ag a5, 0, 0,2. 
P Cag, a1, 77 P. Cbg bio O EGER BIER E HAEC ag 01,77 2 2 OR, b, 
ttt > , hij a, 7 bj. iz. 
中 EAH ES SpS ELACR SUC S EA C a a) 0 HP eS SL 8n) 4 
abhail] = lie im. 
92 求 51,1,… OBE. 
解 设 有 =《11. },8=<1,8 =1+ 二 .从 而 


à -8-1-0. 


6 Xo * 853 ， 


因 Jsi i 


5 DEG e, HER Seo pr ao an ^,a = a apo as? Il 
| 1)  . E 【 L - 
QU Qo Imre au N 
ur H 
eni P, Pa- 
= ana ao d HR d (nz0), 


P, P, (Q7 PO, 1 
一 (al 一 一 一 二 : . 
Eo T *e Q, QC LL Qu Q, i) (n0) 
Hi nel E Gas Z Gui 1, 知 
Qasi = psika + + Q, -i < ai CO t Ou-a A 
= Qu + Qae 

|. 

QUU. 


所 以 


« Ij - a^ E « 


— 1 
O.CQ, + Qi) 
由 性 质 55 Q, + nel E Qua M 


I&j - a ^* Ple 


& 1&g — af") |, 


l l 
Qat Qao © aa + Qu 
即 渐 近 分 数 a C RRR £. 
C aE bC. P, Q, WAPE. E l fob- ale liga- P1, b Qrar 
Aide - abl «lé - P/Q IC nm DB 6 Q,. 
Wd Qa - Qu PC D^ A 
Perd b, 
xP, yP.. 7 6 
x-(-1)"CbP,,.. - aQ,.i). 
"8m EN 1)^( - BP, + aQ,). 
因而 有 x,y 使 得 
tb- a = x(&Q, Pa) + yCég Qui 7 Pu). 
d 0« b« Q,, i W xy «0, MAM dloa Pa) (60,17 Pa OS Eo- P7 
Q,) EC £ 一 Paina DRE) .LBREL 
lb- alz Ixl*!éyQ, - PLI I ylElle£g Qu Pal > lga- P.I. 
TA. 容易 看 出 xy 40,4; xy 2 0, RI 
b= llat iyl Qari > Que 
ffi. AE 
bz Qna. 


由 | gyi] &- gt liob- ole Qs PCR TOR b 
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Q, ,矛盾 .因此 ， 
b> Q- 
疡 设 癌 是 无 理 数 ,eaEZ,5EZ:. 若 | 名 -ar < 02863)-1, 则 ab E e B9» 
近 分 数 . 
证 UP Qa f b= Q,. WI UE Q, < b< 如 ah 不 是 新 近 分 数 .从 而 ， 
y-t >(0b) (HERE), 
lI- Plessis -al « (24). 


(Qb) 二 Li + &--|«QQ-t «Qu, 

因而 上 < 0. FTA. E b= 0. PRI 
大 -如 €«IP,-al«Q;', az P, 

所 以 县 = 天 是 名 的 渐 近 分 数 . 

多 8c ,不 是 平方 数 . 若 不 定 方程 r- d= 6d 有 正 整 数 解 x = rgy 
yoM xo/ yo Te d 86 HE 4) C 

证 若 不 定 方 程 育 解 , 则 c2 yo M, 

Xp «€ Ype 


- dyi < yi- dà« - v - 1. 
政 盾 ,由 Xo = Yo, M 
c 


-| -~ 1 _ 
Yo ya C xo/ yo * 4 d) 
由 性 质 7 知 必 是 yd 的 渐 近 分 数 , Hi(xo, yo) 2 1,8 xo 2 P, yu Qu. 


«(245) l. 


rab, 和 am E, 的 渐 近 分 数 . 则 
1 - l 
[<z 及 |j M 205. 
至 少 有 一 个 成 立 ， 
证 “车 两 起 都 不 成 立 , 则 
5 
MEC " — l - 
Qa Qari  QQ.u 
A Tli wt Re Q, = 041. 


因此 n=0,0= Qi = m = l, Pos ag, Pi = daotl, 


6 at - 855- 


从 而 和 
d€ 1 
名 一 也 20i -3^ 
x ` P, P. 、 
下 后 .所 以 | 5o 9, | < 及 | $-9 l < TA 4D — 一 全 成 立 . 


——— PHP 


6.3 循环 连 分 数 


设 att r+ c=0 是 整 系数 二 次 方程 , 闻 -4ac >0 信 不 是 平方 数 ,a 是 这 个 方 
程 的 根 ,这 样 的 a 称 为 实 二 次 无 理 数 . 

以 下 是 关于 实 二 次 无 理 数 的 * 些 基本 性 质 . 

la 是 实 二 次 无 理 数 当 且 仅 当 w = r+sa, 其 中 rs UBER d 是 非 平方 正 
整数 . 

Wa-resdd.a' =r- syd 是 实 二 次 无 理 数 , 则 称 o' 为 a HHEN 显然 ,a 
1 I a' r3 de 

若 对 本 无 限 简单 连 分 数 名 = 《ao, a1,… ,存在 正 整数 4, 任 给 JC NUBE au 
= aj, MPR & Jur ECCE ER fS) S uk TRE, RIPE UR RE TEIL. X FF BS. c PSU IO ER Du ek 
循环 连 分 数 铝 的 周期 . 

D EAMES E caan 的 周期 .车 存在 EZ fE JEN, K 
有 anea WEI k; HIE nC N, &, 也 是 纯 循环 连 分 数 , 周 期 仍 为 了 

若 存 在 mE N, PEIG En 是 纯 循 环 连 分 数 , 则 称 名 是 循环 连 分 数 ; 设 这样 的 mm 
中 的 最 小 者 为 mo. Em 称 为 的 最 大 纯 循 环 部 分 . Em Fi] JUL ROT Eo HIRI. 显然 ， 
F 名 是 循环 连 分 数 , 则 任 给 EN, g 也 是 循环 连 分 数 ,其 周 朋 与 岛 相 同 . 若 e E 
纯 循 环 连 分 数 ,周期 为 UE = €a9,01,77 a2. XS 年 基 循环 连 分 数 ,其 周期 
ALL OR OB OK sk B BOND ^p ON Eng? 则 记 & = (as a …， Gm, - t 
am Um ei Ue a- e PRD, CL Eon 28 00, 5,2,1,2, > = 1,1,2). 

P AMENA O ERKE. H 58» 1, RAR e; € (- 1,00 (RTI 
EPAX KELEY. 

证 it fs Cap tot’ O E= apip pip. TE 

&- CIN + P- P 
Qr. t Q2 

£g E f(x) = Qux t Qia Pipe- P350 RI- o At. 岛 是 一 个 无 理 数 , 故 
这 个 方程 的 判别 式 不 是 平方 数 ,从 而 o ER KERR. IN w= asl >l; 
而 


f(0) = - Pix - l, 
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A-1)= Qui- Quat Pi- Pia 
= m-at a at apa Pros Pioa- Pie 
zQ. RP mE (Iz, 
hu a' C ( 1,0). 
W 名 = (0o aiias cio Es ,to 是 纯 循环 连 分 数 . 由 
iP m1+ Pay 
Eny Omg 1 + Ono -2 
H. 年 是 无 理 数 ,是 实 二 次 无 理 数 , 知 i 是 实 二 次 无 理 数 . 
下 设 癌 是 实 二 容 无 理 数 ,5&0 是 & D doge Su. Dn] es RR HE ELE 8» 1, -1 
£y «0, fiis £p 是 纯 循 环 连 分 数 . 


E REO KERK eg = e o 


qol d - doceoEz,d>1, 是 非 平方 数 ， 


d-e 
令 ajzl6 et = agi - Gigi = ing qold- c Æ Citl 一 aqi- c, did 


Ld- a) S, 2 LES m iz0. HX WEHHfffE koj éE, WRA q= aj. WIE g 


-6.42H14 rb — Uk 从 而 推 得 £5 是 循环 连 分 数 . Fi uEBBgTETXE I0, 当 [| 
时 ,gq;>0;, 从 而 由 
qi= d- etd 
知 g: 的 可 能 的 取 值 的 个 数 少 于 4 的 正 因 子 的 个 数 .从 而 得 知 名 是 循环 连 分 数 .由 
_ Ei-1t+ Pi 
$7 eiat i-2! 
得 到 
go Q2) 
"0 Qolo a7?) 
从 前 设 o? = P/Q, 知 ， 
Q- TON - ati 2). -4 da -4 d * c, 


& = Qt -a D) qi 
Hi T lima ? = & AFE 1,34 e ERE, - 1 6/ «0. T 6; > !, 困 此 
l<- = 244, 


0«gq; «24 d (iz I). 
Hi (Ez i , 当 izmO HT, 1. 对 i 用 归纳 法 可 证 , 当 izOi, -ie«6& «0.H 


a8, 7 & — 
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1 1 _ 1. 
从 而 0«-a-g besl- g l 
TÉ A - $55 = 
B3 R & - (15 28083135 7H ES. 
E HEE 4 的 证 明 过 程 中 的 方法 来 求 . 
i ü; d r 4, 
0  (Fi«D/2|2 I51 2 
L| C/£15«3)/3 2 15 3 3 
2 | (/715243)52|3 15 3 2 
3|í(/£15«32 15$ 3 3 


根据 计算 可 知 ,多 = 6/154 0722 (2,2,3). 
7 数论 变换 


7. 数论 变换 的 基本 性 质 


设 m 是 大 于 1 的 整数 , Zn 表示 模 m 的 完 系 , Zn ERE m 的 缩 系 ,有 时 也 分 
别 用 来 表示 模 m 的 m 个 同 余 类 构成 的 模 m 同 余 类 环 基 mw( mm) 个 缩 同 余 类 构成 的 
乘法 群 . 设 
X= {XO Nl PIE X= (Xo Xi 77 X os 
YEL s Ya- D Y= (Yp Fiets Ya 
Z= ppt za) Zz(Z$,2,7.2,.)*. 


车 = D) xwd-054255,n- 1. 则 称 z 为 x 与 ?的 循环 卷 积 , 记 作 z = x y 


Z= XiY;, i£ 20,1.2.77,n-], 
则 称 Zu X 5S Y 的 点 积 , 记 作 z- XY. bE RTH RESME ERA dde 
在 模 m 的 意义 下 进行 的 . 设 了 模 m 的 阶 为 n,{(n,m) = TY" ansa T'E 
R01 是 a 阶 单位 阵 . 
定理 1 m= pn pa pit 是 标准 分 解 式 ,{n,m) l, y AmA n, Olm) 
= pl pp 了 pp- D.TT* = 了 T* T= 了 的 充分 必 开 条 件 是 7 模 p; 的 阶 为 r,t 
-1L2,'.. 
证 ”必要 性 : 设 TT = TASO = 0,1,2,… ,4 了 行为 (1 vy y”, e 
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y», T" 的 第 kí k = 0,1,2,:7.n 一 D 5j n (1l, y^*, yeu yc 0T 这 
二 者 的 点 积 为 


n-i 
ni yoi 二 人 当 j- k = 0 mod zn, 
0, — 4j — k qx 0 mod n. 


irọ 
对 任 给 的 jak MA 
Y^" q 1 mod pli = 1,2,:7,1). 
e fi. 
y-* = | mod Pie 
以 而 有 n = 0 mod p: 


此 与 (n,m) = VL IR.HR ij — k = 1.8 
n-i 
y- lO0mdp, DY = 0 mod p;. 
ü 


5n y'= I mod p'. 因 此 y Ei p, 的 阶 为 8. 显 热 ,n Olm). 
充分 性: 设 y GT 12,7.D 的 阶 为 n, 于 是 
y-* zimodp;,izl,2,-i, 
(Y-*- lp) =l, 
(yt -lpn)-k 
(r^*-1,m) = l, 


n-i 
从 而 {yi 1) 2, YHA = Yi l a 0 mod m. 
izü 
n=| 
因此 YU 0 mod m,j, k = 0,1,2, 7. n - 1, 
i=l 
从 而 了 了 ”= 了 ”了 = 上 
例如 , 设 严 =5,y = 2,2 模 5 的 阶 为 4,2 的 道 元 是 - 2. NU 
| t 1 1 1 1 l l 
1 2-1 -2 i 1 -2 -1 2 
三 ` ”~ zd . 
T |I -1 1 -] T 1 -1 1 -1 
1 -2 -| 2 l 2 -1 -2 


定理 2 i$ x= Cag vp) y= On yis T= 
0,1,**,n- l}, m= php: pp PREDEA, y Em 与 Y 模 p.(i=1,2,…, 由 的 阶 
都 是 a. W T(x * y) - CTx)-CTY). 
证 4 X 2 政 , 了 = Ty. 
X = Xg Xis, Aaa DT Y (DT 


pul a-l 
TER.X, - Dy, Y; 三 iur. 
zÙ t=0 


n^i a-l 

zi | = E " 
XY, = (2i sr) 2, ya = ^ xy tj = 0,U2,-,n - 0). 

县 二 下 三 


Dii R-I 
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r 
kx 
i 


T-(X ^ Y) - Í zos zz a. 
ni 
于 是 $c at MY) YE 


a! S$ ` nyy y 


ELDEMC EMT TI 


25 Pl «Sly RREI) 
kuüÜ 


| 


Ux aim a-l 
"un 
-l . 4 
=r 5 X,y, ^n no > X, Ygs 
itm») mod n fvim j mal r 


所 以 ,z= x* y, ER 
x*y =) 
上 述 变 换 了 称 为 数论 变换 {MNIT, Number Theory Transform) .定理 2 所 表述 的 了 
的 性 质 称 为 循环 着 积 特性 .这 是 一 种 护 重 要 的 性 质 ， 
定理 3 EXT n. y - Dy. JUR 


2S xYu- - $ xr ; mod m, 
ixl 


n asso aem BU md m 


=0 


证 这 两 个 式 子 证 法 相似 . 认证 前 者 . 
2 XY. 31939270972 “y 


E a 


Il 
M 
AM 
z 
2. ME 
ux. 
1 


| 
3 
1 v^ : 
p 
Mt 
a 
& 
a 


idu NF = Xe 


n—t 
2) = DXi si = sy, 
-0 i-o 


Wi] EEEH 3 nI 38 Xf Jj 
nixe y) = (IX) Ty), 
a(xOy) = (Tx) * (TF). 


7.2. 费 蕊 数 变 换 (FNT) 


在 1.2 节 中 定义 了 费 马 数 和 响 马 素数 . = +1 (t=0,1,2,…). Fo 3, Fu 
5, = 17, F42 257, F,2 65537 都 是 素数 ,但 F; = 4294967297 是 合 数 .下 面 是 一 些 与 


费 马 数 有 关 的 简单 命题 . 
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l^ 3525.1 RE Mb. 
道 命 题 不 成 立 , F; IE 
TEP + 1 是 合 数 ,p ERRAT, M pH e EL ns 2E p E2724 
+] Ë. 
证 Rp Er CEBIT. 
p | Z 122 2 -1mod p=6,(2) 2! 
52+! | p-1 
-p-2'ksl 
-—( tz2)pzlmod8 
J£) 220-9742 25. (-1)* mod p 
=k 
RB IE k=2h p= h+. k, h REER. 
»€:23.F, 是 素数 , 则 3 是 模 F, AFAR. 


证 2=-1 mod 3-42 =1 mod 32 F =2 mod 3. 
(5) LS E = 2.) = ~- mod, 


& 3 模 r 的 阶 为 不 -1, 即 3 是 模 的 原 根 . 

4 3 122,0] 2 是 模 F, BIETER. 

证 设 p 是 F 的 素 因 子 , 则 p=22h4+1,p=1 mod 8, 从 而 (地) c1. 005 
BE p 的 平方 剩余 ,所 以 2 是 模 F, 的 平方 剩余 ， 

由 命题 $ 可 知 ,x2=2 mod F, EAE b 2272102 - 1) 是 此 同 余 方 各 全 个 
解 , 记 作 /2=24(22 - 1. 

$Hi:imx5,m-F.n-2'',ys2inz2' 7.y S 425p IE I NTT S c d I9) 
seft. 

容易 验证 y 模 只 ABTA a, m,n) =l. 

利用 FNT 的 特点 ,am =2 .将 了 = (7X) xn 的 行 重新 排序 .以 达到 与 FT( 傅 里 时 
QUE SE UE SE TCU a3 LE 


DI l d gd! 1 1 1 1 | 
1 六 1 六 上 并 1 y 1 py 

|y py p» ai py y y 1 1 

ir PF DX 

Ly y» pyrr-rY»ry| I l 

| PY YY FY DX 
|»? y» » Y y y» E Pod 
|y »* b» rY p y y 1 y 
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1 1 i ] 


六 -入 r -y+, 
Bn MERET RRA n| [p pi Eas dea,y 


A-O L RL ORAE, y 是 模 m 的 2:-! 阶 元 . T 可 表示 为 ; 个 阶 矩 
阵 的 乘积 .每 个 矩阵 中 每 行 ( 列 ) 只 有 2 个 非 零 元, 且 这 些 上 党 元 都 是 y HRE X 
样 做 一 次 了 变换 只 要 做 OU mm 次数 的 乘法 ,从 而 明显 节省 了 计算 量 { 厌 来 的 乘法 
次 数 是 OaD 


73 用 费 马 数 变换 计算 复数 卷 积 
有 时 需要 用 到 复数 的 往 环 卷 积 ,下 面 利用 前 面 的 结果 谎 以 简要 的 讨论 . 


设 m= R=2+1, bzY, tæl. 
&x 25 -| mod m. 
点 
令 jm22 zm -1 mod m. 
[4 x-2xidx, ys ig. 
xz(xo, xps x80), Y= yp Xii s Yi). 
x 2X; ex, y 2 y iy; C 20,12, n - 1). 


iB X758 ESX.BESÉ24 Tx y) =i Tri Ty) A T ERTER 
Hi, TEA EH 2 aA a. E 
T(x*y)s T(X ix ). 

T iy )o TE P - Y ui É Ef. 
设 *xy=z= 全 +is). 则 

= T+ 
若 变 搞 下 可 合用 快速 算法 , 则 可 大 量 节 省 计算 量 . 

下 面 利用 快速 数论 变换 来 做 多 项 式 的 稳 法 , 


ix fix) = agt ap 7 t aux 
gix) = bot bxc ba, 


n-! 
+ 
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dn-4 

m fog(x) = D Dab). 
k=0 i+jsi 

令 a 一 (aq a t a, 4,077 0), 


b = (Bob c baa 0 0). 
„to 
JU05 g(z) 的 乘积 相当 于 2 5 B 的 卷 积 或 循环 着 积 . 设 T 为 数论 变换 ,有 
ab-ax*xb- T ((Ta)-CTb)) 
pi fal x+ lx + Ir, gix) zm43x +2x2+453. 求 f(ix)g(x). 
B 5à4-(11230000',mz217,y 22,80,(2) - 8, 
b-2(23240000),n-8, 
1 1 


I -i 4 -4 
T- = 
BNI 1 1 1 l 
-1 1 | 
1 1 | -1 
1 -1 4 - 
| 1 
1 1 
l 1 
1 1 
| 2d mod 17 
2 -2 
4 -4 
8 -8 
8! = -2 mod 17, 2^'2 -8 mod 17 
1 1 
l -8 
1 -4 
1 -2 
T '-Ty/'T;'T;!--2 | 4d 
1 8 
1 4 
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l 4 1 -i 


E Ta) -i Th) = c, FAHA T'e. E 
BT'COSLTO'TQTIUSSUAUT. 的 计算 过 程 见 下 表 : 


T,T,b 


b 
2 
3 
2 
4 
0 
0 
0 
D 
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Wf x)g(a)224 5x 9x? e 18x? & 1354+ 1425 + 1255. 

从 上 面 的 讨 算 可 以 看 出 要 顺利 地 得 到 计算 结果 , 模 m Eke, x ap fi 
得 讨 算 过 程 中 出 现 的 系数 的 绝对 值 小 于 m2. 设 a = max( Ea; lE; D) ,应 有 na? < 
mz2. 在 本 例 中 选 m 2257, y 2 4 B. 

两 个 上 -上 次 多项式 做 乘法 ,用 简单 的 算法 要 做 n? 次数 的 乘法 ,用 快速 数论 算 
法 从 理论 上 说 可 使 数 乘 的 次 数 妖 到 O(nlgn) 量 级 . 


8 素性 测试 与 大 数 分 解 


8.1. 素性 测试 


Hon,b€Z'.(n,b)-l,n REGI d b m1 mod a, WEK n HELS IEA 
X. 
fn. 341( = 11x 319,561( 2 3x 11x 17),645( =3x5x43) 者 是 以 2 为 底 的 仿 
素数 . 
伪 素 数 是 相对 于 素数 而 言 的 .对 于 素数 p, 只 要 ph, Ul] =l mod p. 
le* 有 无 穷 多 个 以 2 为 底 的 擅 素 数 . 
证 不 难看 出 ,车 s 是 以 2 AERAR A, Wy 2^ -1 也 是 以 2 AE BS D. 
it mz2^-1.n- di. Bl 
24 - T2? - 1( 2 m). 
277 = {} mod n—2" —2 mod n( i nk 2 2^ - 2) 
—327-t221-129« 
—52^-I(2 mt 222-22 1222-1- |) 
—2"-!—1 mod m. 
由 此 可 构造 无 窃 多 个 以 2 为 底 的 盆 素 数 . 
P nc ppa peo p stis EHE 5 n) — 1. p - Va - lUi 
sz n) , ill 5^7! Z1 mod n. 
证 (b,n) = lt8,p}= lio!'=1 mod pb l I peb) El mod n. 
£30,561 23x 11 x 17, 3-1,11-1,17 -1# 561- 1, 上 故 车 (8,561) = 1, 则 
5*9 51 mod 561,(H 559! - 07 567 mod 561. ME n 是 素数 ,b= | mod n, M 6&2 1 md 
n a b= - 1 mod n. 


iF nCZ'.n-12z24,:€ Z',c EL CD. n). P zl mod n E 
- 1 mod n(1sjss— 1), WER nal EE 6 为 底 的 米 勒 测试 {Mitler's test). 

TEn 是 素数 ,nt5, 则 通过 以 5 为 麻 的 米 勒 测试 . 

ERA n 通过 以 上 5 为 底 的 米 勒 测试 , 则 称 n 是 以 5 AEEA A Sr. 

例如 ,2047 是 以 2 为 诡 的 强 物 素数 . 2047 = 23 x 89, 2206 = 211 185 = aag = ] 
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mod 2047, 2/93 = 211x93 2 204895 = 1 mod 2047. 
A ER DDR SR T E, ,但 却 有 无 窃 包 个 . 


tA LAZA? 为 底 的 强 伪 素数 ， 
证 dtd 2mim(Sx x2" 1580 2 ree (XU 
m-z2"—-1,2^-!'— | = nk, 


TÉEm-1-2^-2-X2*7! 21) 22nk,200-U? 22" 51 mod m. nk SEA CAE CL 
器 是 以 2 ON RESI DUREE REITERAR ST EA 2 DIEI DUC. 

AERE E EISE EUER E EGER AUT OE EC EUM RN 
AK agn ,就 是 合 数 , 而 通过 米 勒 测试 不 一 定 是 素数 . 

以 2 为 底 的 最 小 强 盆 素 数 是 2047. 以 2 与 3 为 底 的 最 小 强 角 素数 是 1373653， 
以 2,3 与 5 为 底 的 最 小 强 伪 素数 是 25326001. 04 2,3,5 1 7 为 底 的 最 小 强 俯 素数 是 
3215031751. 

5 设 合 数 5 通过 以 5 为 底 的 米 划 测试, 这样 的 $5 在 和 1,n -1] 中 不 超过 A. 

证 ” 先 证 一 个 命题 : 设 p 是 奇 素 数 ,e， ge! Hj | mod p 的 解 的 个 数 是 
igp p- 123. 因 x* z | mod pesqyzÜ mod pip y - Ytx)). 这 个 同 余 方程 的 
BEES TEES pD SCqup iip- 1)). 

itn 的 标准 分 解 式 是 站 = pippe phn -lsi p EGRE Ixixr 
TS ABEE 是 奇数 ,rm 是 以 请 为 底 的 强人 以 素 数 . 由 所 设 ,有 


b=lmdn 或 BP a 1 mod n. 
x" = mod nex" =l mod pi; (leer). 
这 个 同 余 方程 的 解 的 个 数 是 fa -lp p- DO 2 (n Ll, p, —- Dx! m E mod 


n 的 解 的 个 数 是 ]] En- tpi- DRE 的 分 解 式 中 有 。 > 2, 则 


pe—l 2 
ph “9 
于 是 HG - 1. p-Dx Ito - «TF: ' p osx "Ix « 55d 
=l 
否则 ， An- pip golpe Io uei) " .六 重新 排序 ,使 得 


Sims TE 


== 


(n-1,p,- 1) 227 (rn. 
全 T, = ft mod Pi 的 解 的 个 数 为 T. x” = — | med Pi 的 解 的 个 数 为 
[n *Pjes-l 
Ü, XPjms-d. 
i! 21 mod a IEERS P CS T, TOT. = - | mod n Ife RO 2FT TS SO T(E 


Dejas —1). 
yzi 


Y 2"1-] 
Ti Tyer il+ 2427) = T, 7 AT 1). 
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设 n ELE 5 ARERR Lx FER b f) TÉUCREBIXET, T; TO (Om -17 
-1D.e(n)z (py - Cp - ljep- DD = tto 6287 8*7 8 BI TIT; T nts 
"bassi À 3s anr TE 


E&€(2^; -1)/27-1 1€«(21 -1)/ (27-1) 1 LE 
他 * 2" Eyri E 4 ( 若 r=3) 


E r22,s <s, WA 
t+ /3 1 
25*5 4 
ti r=ž,3= 55, Mi T,- T, £i < pi. BIS t> T, EW] 5 = DLonzT-T- 
ta(pi € py t € t), TAMT Tom T Tag t t3. Hl 


] + (235 ~ D/3 1 
2 n 


PE 


£ 


2E! 
š rr 
Ti n t m L) Que -= gin) <H < H, 
这 样 一 个 合 数 遂 过 下 次 米 勒 测试 的 概率 显然 小 于 4“. 
车 广义 黎 曼 假设 成 立 , 则 一 个 合 数 通 过 米 勒 测试 的 次 数 将 少 于 70( bn Y. 这 
FE ,判别 一 个 大 整数 n 基 否 素数 的 算法 的 时 间 复 琳 福 就 是 OCC 2n?) . f — OK B 
测试 的 复杂 性 为 OCCIn Y). 


8.2 大 数 分 解 


大 数 分 解 就 是 把 大 合 数 素 示 成 它 的 素 因 子 的 匀 积 .这 上 是 计算 数论 中 的 重要 问 
题 . 

Bii 分 解 3051. 

Æ 3051-8100—49- (90— (90 7) = 83x 97. 

设 a,b REESE Labo ((a* b)/2)7 -((a- b)/2). RÆ- "Aer EROR RLPE EN 
的 平方 差 , 只 有 当 这 两 个 数 接近 这 个 合 数 的 平方 根 的 时 候 才 比较 容易 做 到 ， 

加 世纪 20 SE v B EU E ( Krauchik) 对 平方 差 方 法 做 了 了 改进 ,为 天 部 分 现代 分 
解 算法 提供 了 基本 的 出 发 点 . 

设 n= 四 是 奇数 . 同 余 方程 sy mod n BÈT EAR x= x y mod a 之 外 ,还 
ABUS , 求 出 这 些 解 ,然后 就 用 求 (* 上 y BINE IAE n. 

Bj2 分 解 2041. 

解 iz Qix) = -2uL.9] 0(46) 2 752 3x 9, Q(4D = 1682 2 x 3x 7, 
Q(48) 2 263, 0(49) = 3602 22 x F x5, Q(50) = 459, Q(51) = 5602 2 x 5x 7, QC AS) 
= -16= -25,0(44) = - 105- -3x 5x 7,Q0(43 2 -1922- - 2x3,  B- 1-1, 
2,3,5,7L .将 以 上 各 数 的 最 大 平方 因子 去 掉 后 , 剩 下 的 与 8 中 数 作 比较 ,得 到 一 个 
5 55 0-1 HE, A mixw) 表 示 如 下 表 所 示 . 
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-192- -25 x3 


44 - 05s -3x$x7 0110) 
4s | -162 -> ( 10000) 
46 | 7523x$y (00100) 
4? | 168-2 x 3x7 (011017 
48 | 263 — 

49 | 360-3 x 3 x5 iman) 


459 


H Fd eR PER rd EA, Aa ERARI Mi A RIBEXE n 进行 分 解 . 
PÈN, m43), m44), mCS DRHE MAMA (43x 44x 512 2( 25x 36 3x 5x 
7) x 5 x 7) mod 2041,(565)? (22 x 3x 5x 7)? mod 2041,(565)? = ( — 722)? mod 
2041,(722 — 565,2041) = 157 ,因此 2041 = 13 x 157, X. mé A3), m (45) , mCAG) £X PE 4H 
X MUR (A3 x 45 x 46) m ( - 25x 32( 2:(3x 55) mod 2041, ( - 704) (25 x 3x 5 
mod 2041 , (704)? = (480)? mod 2041, (794 — 480,2041) = 157. 但 这 个 方法 并 不 保证 有 
x A, mGLD, m5) , mCISD ZR PETER X [BL (41 x 45 x 49)? = (601? mod 2041, ( -P x 
3x5) -20Q] x *x5)2 OP x 3 x 5) z( - 60 mod 2041, (601 - 601, 2041) = 
2041 ,无 效 , 还 有 其 他 的 线性 相关 组 不 一枝 举 ， 

x 的 选取 应 使 0(x) 较 小 ,以 便于 0(xz) 的 分 解 , 一 个 容易 看 出 的 取 法 是 在 vr 
的 附近 选取 .8 的 选取 也 十 分 重要 .车 0x) TE B 中 分 解 , p EB, pl QCx) M 
QCx,)& O mod p;, 从 而 xi = n mod pj, n PE p; B 7 CES, T dE BERE E 
(T) =1. 这 就 是 说 所 有 的 奇 家 数 pc 8, 痢 应 满足 { 7) = 1. 还 应 预先 算出 hun 
mod p? 的 解 , 其 中 pE Bopie v, HI t minC2* | 24 > mp; ) .将 这 些 解 用 以 判别 
QU) dfe B 中 完全 分 解 . 

上 面 移 这 些 考 虑 是 二 次 蔬 潜 的 主要 关注 点 . 执 外 为 1 得 到 星 驶 多 的 QU x 
的 取 值 区 间 可 能 变 得 太 大 ,为 了 解决 这 个 矛盾 ,一 个 有 效 的 办 法 是 采用 多 个 二 次 趟 


Q(x) ,其 中 原来 出 现 n{ 即 待 分 解 的 大 数 ) 的 地 方 可 换 成 加 .这 里 不 作 详 细 分 析 . 
此 逢 比 二 次 第 法 更 快 的 算法 是 数 域 第 法 . 
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HEA AEAN ARRA RA AAR R AAR 
-AER SR SERE E RC ARRA ,保持 这 种 结构 的 变换 的 集合 构成 个 群 .所 

以 群 点 .上述 铺 构 的 形式 广泛 存在 .然而 ,在 19 HERUURIP Hoi Galois FE,) 用 群 的 思想 研 
穹 多 顺 式 专 点 的 根 式 可 解 性 之 后 , 群 才 逐渐 被 认识 被 理解 ,六 渗透 到 数学 以 及 其 他 
答 学 科 之 中 . 

由 于 群 元 素 的 可 道 性 , 群 与 研究 对 象 .实践 对 象 的 对 称 性 .均衡 性 关系 紧密 , 几 
何 的 对 称 ,自然 的 晶体 等 宏观 对 称 现 象 被 用 相应 的 对 称 赂 二 全 刻画 ; 群 论 世 广 洱 用 
Tog HB . 荐 子 化 学 等 微观 研究 : 群 论 还 成 为 实验 说 计 .网 码 等 实 距 活动 中 的 重 
要 数学 工具 ， 

群 作为 数学 概念 与 思想 工具 广泛 出 现在 数学 的 各 个 领域 . 群 论 作 为 一 个 数学 分 
支 则 主要 是 研究 … 般 的 群 论 性 质 与 构造 ,以 及 几 类 具有 入 UTER RERE, DUBETR ET, 
线性 群 等 .经 过 加 世纪 的 长 是 发 展 , 群 论 已 成 力 :个 应 大 的 数学 分 支 ,存世 界 通行 
的 美国 《数学 评论 # 的 分 类 中 它 有 M 个 子 分 支 .100 ZEIT ETE Jr m. 45884 fr 28 EIE 
的 最 基本 概念 与 思想 方法 ,并 介绍 抽象 群 论 部 分 的 某 些 基 小 理论 及 重 大 成 果 ， 


1 群 论 基础 


1.1 PRE A PRE BE 


1.1.1 3E 


一 个 半 群 是 指 -个 带 有 请 足 结 合 律 的 运算 的 非 空 集合 5. AAR F E 
运算 常 称 为 乘法 , 记 作 *…. 因 此 半 群 记 作 (3 .为 简单 起 见 ,也 常 说 S 是 半 群 , 半 
BÉ S 中 两 个 元 素 4 各 的 乘法 运算 结果 @ 汉 称 为 与 的 积 , 也 简 记 为 ab. 这 里 乘 
法 满足 结合 律 是 指 

Cab)e 2 albe), 对 任意 a,$,c€E S. 

容易 证 明 , 半 群 $ 中 广义 结合 律 成 立 , 即 对 S "PÍEXSIEA a, a2,… a, ARIE 
意 合理 的 吉 括 号 方式 ,运算 结果 都 是 一 样 的 .换言之 ,运算 结果 只 依赖 于 元 素 有 顺序 
而 不 依 囊 于 加 括 生 的 方式 .如 (elaz)(esey 2 (Caa) a) a :因此 可 以 定义 于 个 元 
X Gp. dz, (d. 按 此 顺序 的 霖 积 ea 0, 为 台 理 加 括 荚 后 的 运算 铺 时 ， 

按照 半 群 的 定义 ,运算 并 不 一 定 满足 交换 律 , 妈 可 用 这 a,b f ab ba. WiL 
交换 律 的 半 群 称 为 交换 半 群 .在 交换 半 群 中 个 元 素 a ,4;,… ,a 的 乘积 与 因子 
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irr X Xr. 
[EN PE PE CRIER KAE. a". Eiana Toa 的 乘积 .指数 律 对 正 
EERE UTATA 


a"a" —-a"7*", (a")"—a"". {|-1) 
进一步 ,在 交换 半 群 中 ,下 式 也 成 立 . 
Cab)" = a"b^. ‘1-2) 


1.1.2 么 半 群 


设 { 肝 ,是 -- 个 半 群 ,如果 有 元 e€ M HWE 
ea = ae = a, 对 任意 的 aE M. 

WEE M 为 么 半 群 , 称 e 为 它 的 单位 元 (或 恒 等 元 ) .容易 看 出 , 么 半 群 中 的 单位 元 是 
HE- -的 .常常 也 记 为 Ly, 表明 为 么 半 群 条 的 单位 元 ,在 不 会 谍 斌 时 简 记 为 1. 

在 么 半 群 M 中 ,-- 个 元 素 a ATTE, WRA aE 机 使 a'a =1= aa .容易 
基山, 这 种 at EE I EID ac! FROM a BIS SUC. 

FARF, ARREST RE SIR TRTE ,规定 a^ = LL ARO- DEARER 
wA FEPER- DIRA dE f di sr. 


1.1.3 和 群 


如 果 么 半 群 中 所 有 元 都 可 逆 , 则 称 6 为 - -个 群 . 

运算 满足 交换 律 的 群 称 为 交换 群 或 阿 贝 尔 群 (Abel BE). 

BÉ 中 元 隶 的 个 数 { 基 数 ) 称 为 群 6 的 阶 , 记 作 161( 实 际 .上 ,对 任何 集合 $5, 都 
用 151 崎 其 基数 ). 阶 有 限 的 群 称 为 有 限 群 . 

由 群 的 定 尖 可 知 ,-- 个 群 是 一 个 非 室 集 并 且 具 备 ;: 

LP 定 久 了 ~- 个 运算 (一 般 记 作 滋 法 ); 

2 运算 满足 结合 律 ; 

rA -个 元 素 1, 对 任意 eER 满 中 la=al=e, 称 1 为 昌 体 元; 

4 HEE aE G TE a lE G, {E a lasl aa 

xx Pu tti n[ 4E uat agi S. LRTEM HB TE ES] Fl BE C PRESE Ya B. 

TERE REA EPERE ERE X. EA FUITE XAU LERE E IG) RE. 

-… 种 是 : 非 空 集 CURAT WES OGauESC-ARCSIESSIRD, mA- 
个 元 素 e 满足 ea = zt 对 所 有 a€ C) HEE a€ GA a € Gl aac e, RII GER 
为 -个 群 ., 可 以 证 明 ,e 就 是 单位 元 ,就 是 sa 的 道 元 . 

另 -- 种 是 : 非 宅 集 如 果 有 一 个 满足 结合 律 的 运算 ( fta FESTE m ELA 
任意 abE GC, 关 于 变 元 x 的 方程 ax - b Sixa- b EGPARE Du] GRH AR. 

在 群 ctp, A GG iB (gag LL BIA eb — ac AIH b = ec 从 ba = ca tfl RT 
得 上 = ce., 但 是 满足 销 去 律 的 半 群 不-- 定 是 群 . 可 以 让 明 , q 0 Us E e CR HRS 
律 的 此 群 是 群 . 

在 群 中 ,元素 等 的 定义 进步 扩展 到 负 指 数 ,对 mm>0nse "=(e 1", 而 公式 
(1-1) 以 及 交换 群 中 公 臣 (42 对 所 有 整数 指数 成 立 ， 
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关于 群 中 运算 的 符号 与 术语 的 说 明 : 在 交换 群 的 情况 下 , 群 的 运算 常 写 作 加 
SEL atb Aa b mati p cp fk yt Go" TEIE O0; a 的 逆 元 则 
称 为 负 元 , 记 作 - a. 而 公式 (41 与 (1-2) 则 变 为 

ma nai-c(menia, n(ma)-(mn)u. 
m(a- b)- ma 4 mb. 


1.2 FREE 


1.2,1 子 群 的 概念 与 例子 


ik G HEE GERZE HER GBUITREGOÍIE Hxc). Dr ud TEC Bs E Pu 
是 群 .这 时 , 昌 作 为 群 的 单位 元 by 465 C BOR (EUG HX LITERE a€ H TER 中 的 道 
下 与 在 和 中 的 道 元 一 : 致 . 

命题 1 了 为 群 , 吾 为 6 的 子 集 , 则 下 列 三 条 等 价 ， 

f^ HG; 

2IGCH.HAHES 2,65€ HBabCHRa^!C Hi 

PHAD, HIES a b€ Hf ab^ '€ H. 

命题 ARH HEGER FHH, ARE o HESTE HERENT 
HÈ. 

例 1 任意 阶 不 为 1 的 群 6 至 少 有 两 个 子 群 :111( 称 六 单位 元 子 群 ) 与 6 月 
D. 这 两 个 子 群 称 为 平凡 子 群 .车 HGB HeC WEH 为 6 的 真子 群 . 

pa 所 有 整数 的 集合 Z 在 整数 加 法 运算 下 是 一 个 交 扫 群 , 称 为 整数 加 群 .对 
任意 整数 n,nZ= | nk1 上 EZi 是 整数 加 和 群 的 子 群 ， 

H3 设 严 为 正 整 数 , 所 有 模 严 的 整数 剩余 类 的 集 | a | = iEZlm 整除 上 - 
a! 的 集合 Z, 在 剩余 类 加 法 [ea]+ [=[a+rg 之 下 是 - :个 群 , 称 为 模 mm 剩余 类 
WEE. I m HES n, TÆ lalla 整除 al 是 Zn M- T rR. 

Ba 设 针 是 一 个 集合 ,到 XX 的 映射 称 为 X WER. X 的 所 有 变换 的 集合 
T ran( 下) 在 映射 的 人 台 成 运算 之 下 是 一 个 各 半 群 ;而 所 有 双 射 变换 的 集合 Sym X) 3E 
映射 的 合成 运算 之 下 是 一 个 群 . 称 为 x 的 对 称 群 .Smf 的 任何 子 群 都 称 为 x 的 
FAR. 当 AEREA. A 的 双 射 变换 称 为 XX 的 置换 ,Sym( ORTER X 
rm NBI. 

例 5 说， 为 域 丘 上 的 一 个 向 量 空间 ,Y 的 所 有 可 逆 的 线性 变换 的 集合 
CL 中 在 线性 变换 的 合成 运算 之 下 是 一 个 群 , 称 为 了 的 -- 般 线性 群 ,CL 久 的 任意 
上 群 都 称 为 了 上 的 线性 群 .党 了 为 有 限 m 维 向 基 空 间 时 ,在 确定 基底 下 ,线性 变换 
ApREE n £8 FREE. nee PE gp e Tru] uh a 26 FRE. EL, BER ap] s £8 
矩阵 的 集合 Chal FEER EZ FRA TR RAM F En BARN 
Ef. GLnCFOBTHTE ICT REPRE F ER n SREETERBE. 
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01.2.2 子 群 与 子 群 的 运算 


群 写 几 企 意 . - 些 了 了 群 的 变 显 然 仍然 是 子 群 ,但 两 个 上 群 的 并 集 不 -EET 
群 . 

对 群 号 的 任意 两 个 子 集 $, 了 都 可 定义 乘积 细 = isd:ES,1ETI. 当 T= ec 
M :个 元 时 , 简 记 ST= Sa, EE aT = [al7. 易 看 出 ,了 集 的 霖 积 也 符合 结合 
EBA SCTWO = CST) W. {AEE H, KaG, SEPA HK 也 不 必 是 子 群 . 易 证 明 , HK 
H TEURER HE HK = KH. mE 1.3.3 pirts Han THEA PERI) - 
个 充分 条 件 . 

Kb S (Dedekind) fÈ 设 品 大工 为 群 忌 的 了 群 .如 果 HK, W 

HANIKE) = KHNL). 

E TRESAU. Z, R aE HN RKL, M aho Hu, EP REH, kE 
K,IC L. BA I k REH, BIE ROL PTE a= HE KCHN L). 

ER 如 中 ,对 任意 两 个 了 群 H, KATRA Ff 也 含 天 的 最 小 子 群 , 它 就 是 
MARA Habd KATEZ AA H 5 SK Eu EEEH, K. AE., G 
的 所 有 TRELA KE KARAR, ERA CATER. AR, (H, K S HK, iln Sy 
M LB ERIE HK TE. 

HESH, Kok pr FR P hi 8i A Ar A. 


1.2.3. 由 子 集 生成 的 子 群 


没 G 为 群 ,SCE, 则 所 有 包含 5 的 5 的 子 群 之 交 众 为 6 的 子 群 , 它 显 热 是 世 
中 包间 3 的 最 小 子 群 , 称 为 由 3 生成 的 子 群 , 记 作 《3 H S= leara HtA 
ti = fanan ye 特别 当 S= Lal RA eB Cu) EROR HI a 生成 的 循环 
THE. 

如 果 群 cg T5 SIES) =C. 0P 8 由 3 和 牛 成 ,或 称 3 为 忆 的 生成 元 集 . 特 
538. 3; C- (aon ATER, MER CARR, m a 为 6 的 一 个 生成 元 . 

命题 3 ig CAR, Sce 

(Sm isee a ES, an C Z.k AdEfattfil. 

循环 群 的 结构 比较 简单 , 即 有 

命题 4 iE C-00,.WE 

e AIGE, A G= |+, 7 ala o 21,a,a 1 95 C PEE UG HP TBIR] 
的 元 ; 
2 车 161=m AR, M G=]at=1,a,0a e al 为 的 全 部 彼此 不 相同 的 
JL. 


1.2.4 元 素 的 阶 


BF CATE a 的 阶 是 指 它 生成 的 子 群 ta}) 的 阶 , 如 时 有 有 正 整 数 n te=, H 
ÁF EO ken Aal | a BETA n. TA, a 的 阶 为 无 限 ， 
命题 5 CH .ac G, s, 为 整数 , 则 
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I* Zi a 的 阶 为 有 限 整数 mn, 则 a = a! 的 充 要 条 件 是 := 1(modn); 

r Ea 的 阶 为 无 限 , 则 ea = a! 的 充 要 条 件 是 4 = cr. 

例 6 设 群 6 中 的 元 a 与 5 的 阶 分 别 为 m,n. WME ab — ba, 而 m 5; n ERM 
ab BIET A mn. 


1.2.5 EX 


ii c RR, HaC dia.bCGHab C H,Wifs a jb B HARAR WIE o 
zqgb(mod H). É b aC H WUP 与 声 模 下 堪 同 余 , 记 作 ami bUmod H). ZAR, 
右 同 余 都 是 6 中 的 等 价 关 系 .元 素 a PER H BER CA OERS ERA a 所 
ER HAAR. 按照 定义 , 蕊 上 可 算出 a 所 在 的 扩 的 右 陪 集 是 

Ha = | halh€ H}, 
而 a PEH HERE 
aH = | ah lh C H}. 
显然 ,单位 元 ! 所 在 的 右 与 堪 陪 集 都 是 HEREN F. Ha ah. 

拉 格 朗 日 (Latgrange] 定 理 群 @ 的 全 部 元 素 是 其 子 群 凡 的 所 有 右 ( 左 ) 陪 集 的 
RZJ. H LRA TA DORENS TRTA EA AF. G P H AA eA R H 
个 数 与 所 的 去 陪 集 的 个 数 (基数 ?相等 ux AASA A H E G PRIES, ie 
fE rc: HV. TRI 

IGI 1G: HI 1 HI. 

证 ”由 圭 等 价 类 给 出 的 是 集合 的 划分 , 故 6 是 占 的 个 体 右 陪 集 的 趟 交 并 .对 
任意 右 陪 集 Ha MI H— Ha,h— ha 是 双 射 , 故 1Hal = 1H1. 特 任意 在 陪 集 Ha 对 
应 为 左 陪 集 a-' 上 H, 这 是 全 部 右 陪 集 的 集合 与 全 体 左 防 集 的 集合 之 间 的 一 个 双 射 . 


13 同 态 . 正 规 于 群 


1.3.1 同 态 


设 .HH 是 两 个 群 ,如 果 对 任意 a.C G, oCab) = elap b RIE, MRSE p: 
G—- H RARAS. 当 6G= H 时 , 称 同 态 gq: G6 23 G B ELITS. 

fl in Z— Zn . k— [Lk 1290 8t Z BRE Za 的 同 态 . 

实际 上 ,… 个 群 厨 态 e: C> A PRR T RHEN, MAA yp(1c) = ly, 
e(a 1) = ga 更 广泛 的 ple) = ge)", 对 任意 整数 n HE. 

企 是 同 态 不 能 保持 所 有 性 质 .例如 ,对 尾 意 群 ,日 ,把 任意 a€ G 都 射 为 ly 
显然 是 一 个 群 同 态 , 称 为 零 同 态 ， 

单 ( 全 ) 射 的 群 同 态 称 为 单 !( 全 ) 同 态 .而 一 个 双 射 的 群 首 态 则 称 为 群 同 构 , 群 同 
构 才 真正 保持 了 所 有 的 群 性 质 .如 果 从 群 6 RUBE HO — T REIRIA p: CH, MIE 6 


与 通过 w 间 构 , 记 作 5 兰 斤 .简称 为 与 及 同 构 , 记 为 C=#H. 当然,G 到 G 的 问 
构 称 为 自 同 构 .特别 , 恒 等 映 射 ds 显然 是 自 同 构 , 称 为 恒 等 自 同 构 . 
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pl? 由 命题 4 容易 知道 ,对 循环 群 G- ia? 有 
I? cli- ee BEL] Z9 6, k—-a* 为 同 构 ; 
ux Gi -mhil i ZG, [kla 为 同 构 ， 
HEX PET [8] £3 55) 83 — [8] nS m fe PIE E, dep E 了 ,下 述 两 个 映射 都 
T p pep. 


Z— Z, aug, 
ZZ, 让 一 一 在， 
1.3.2 同 态 的 像 与 核 


设 C.H E o: CH ARAS, MEAN oS Ime-e(C) -1p(aia€ 
GI H BTE, 

男 -- 方 面 , 邻 Kerp = la€ Gl o(a) 2 tai RARE o HH, W Kep 不 仅 是 G 
的 子 群 ,而 且 这 个 子 群 Kero AIEE — T Rr n — 1-7 Ps, , 即 

al Kerg) z(Kerp):a. WHEE aE GL. 
由 此 引出 如 下 正规 子 群 的 概念 ,在 叙述 它 之 前 , 先 列 出 如 下 市 题 . 

命题 看 当 且 仅 当 Kerp = [|l H HAS 9:6 H 为 单 同 态 . 


1.3.3 正规 子 群 
如 果 对 所 有 a€ G, aN = Na 成 立 , 则 群 CAITE NW 称 为 正规 子 群 ,并 记 作 入 AG. 


命题 了 设 为 群 ,Na< G UTES Ýt: 
PNAG; 


SaNa N, 对 任意 o€ CHa: 
Paba EN, 对 任意 aE CE 成立. 
Bs. 对 任意 群 6,111 A CG,G AG. 这 两 个 称 为 6 的 平凡 正规 子 群 . 


例 9 Èp: CHERAS, M Keg AG. 


例 10 E 8 为 交换 群 , 则 6 的 任意 子 群 都 是 正规 子 群 . 
命题 8 设 和 AG, 则 对 任意 SCG 有 SN= MS, 特 别 的 车 Hx C.P NH - HY G. 


命题 9 正规 子 群 之 交 为 正规 子 群 ;正规 之 群 之 积 为 正规 子 群 . 
1.3.4 SEA 


一 个 非 单 位 元 的 只 有 平凡 正规 子 群 的 群 称 为 单 群 .在 了 解 了 循环 群 的 结构 之 
IE CAL 3 和 和 例 7) ,容易 看 出 ,交换 群 中 只 有 素数 阶 的 循环 群 是 单 群 ， 

由 例 缚 可 知 , 单 群 到 其 他 任意 群 的 同 态 若 不 是 等 同 态 就 是 单 同 态 . 

1.3.5 自 同 构 群 


设 6 是 一 个 群 ,在 聘 射 侣 成 运算 之 下 6G 的 所 有 自由 构 攀 成 一 个 群 , 记 作 
AutG, 称 为 的 自 同 构 群 .其 单位 元 是 恒 等 自 同 构 ido. 
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$,11 $ Zi = ila]E Zala 5m IA REXA 
[a]L 5] 2 Lab]. 
W zz, TERR TRE , 称 为 模 m 的 既 约 剩余 类 琴 属 .可 以 证 明 ,m 阶 循环 
PEG B ERER TH m MHEAN RH. 
对 群 如 的 任 一 给 定 匹 = 以 下 的 自 映 射 { 称 axa 是 x HEC) 
rai GG, xaxa! 
E CH) AIt, Ep rE AutC, 称 为 由 元 素 a UESERI GATIE. EAR cun = ru. 
[A iig f 
ri, a— Ta 
fé BEDS. [mr 是 Auc 中 所 有 内 自 同 攀 的 集合 , 它 是 hut6 B) — T IERUT- BE, 
WUE InnC. Ei Jy. G 的 内 自问 构 群 . 另 一 方面 
Kerr = aE Glar= xa, V xE: 
称 为 的 中 心 .一 般 记 作 ZO. BASI ZUG) AC ORIAU XE AS ub. ZCGO) 
E PikxEX FüTHRUE T HE. 
如 果 对 什 意 pE AmA A eG) c HMB G6 的 子 赂 日 你 为 特征 子 群 . 


1.4 高 群 . 同 态 基本 定理 


l.4.] 商 群 
B C HR, N A G. 那 么 对 任意 aE C Na - aN. BI 6 'F VW 的 任 一 省 陪 集 也 


le :个 左 陪 集 . 反 之 亦 然 , 所 以 可 称 为 N BRE. S CAN don GN BEA E AE 
的 集合 ,可 以 验证 :在 GN b nlig Xe 8. 
( Na) ( Nb) - N( ab) 
而 且 在 此 运算 之 下 , GN 成 为 群 , 称 为 c XEIEUF EN 的 商 群 . 易 见 商 群 GN 
中 ,让 为 单位 元 ,Aa 的 道 元 是 Na ', 进一步, 易 验证 
r: G—> G/N ,a— Na 
HERREG, PEA ARFA, H Kerr =N 
l.4.2 同 态 基本 定理 
同 杰 基本 定理 ito CHAES, S K= Kerp.r: C0 GAK REB PRIUS 
则 存在 唯 -的 一 个 群 同 态 p: C/K 二 HH 使 p p-cOX T ib 5 o 为 单 同 态 . 当 9 为 
全 间 态 时 , y 为 同 构 . 
这 个 定理 可 以 图 示 如 下 : 


878 ， $168 Bb — dE 

8/12. p:Z—>Zn k> kK GRE Z SIRE Z, WEAS, DH k= mz. PEEL Z/ 
mZz,. 

作为 同 态 基本 定理 的 推论 有 一 系列 同 构 定理 . 

第 一 同 构 定 理 bo: Gf 是 群 同 态 , 则 BAKerp=lmoe. 特 别 若 o RERNE., 
M| G/Kerg = H. 

第 二 同 构 定 理 d c SH.KGoKAGOBKeGHKAHK.HÜK 
AH, Ý 

H/( HN K) = HK/K. 

第 三 同 构 定 理 iZ N 与 上 都 是 群 6 的 正规 子 群 ,二 Vok, MER G/N 中 
有 KANAGAN AG Kal GIN K/N). 

在 群 的 全 同 态 之 下 , 子 群 格 之 间 有 很 好 的 关系 . 

子 群 对 应 定理 ito: G 一 6 为 群 的 全 同 态 , 令 K= Kep, G)-IHI HC 
H.H2SKI, SG) S 1HIHs C1, 则 有 

|| 把 HE Sk OMA o HEA GE S6 6). 9X C) BRDOURDUEII ; 

? SARH SCHO cp 后) 时 ,对 二, ECG). HL c Hsu Hore GT 
FAIH: H Il=lol H) pt Hi)l; 

P MEHR eGD AGBIXE HE SEO) IH AC. 


L5 Ë P 
1.5.1 外 直 积 
B GoGen, G BRE G xte x Gligo glan E G PENER 
(gi. go. mS JG EV gn MA = EAEN 2 EM D. 


则 Gi xx Gn 也 是 群 ， 其 单位 元 是 (15 rt’ lg ) mi pe grp’ t’ ga) WE 
(gi! „Ez. sU gs). 这 个 群 称 为 Gi, 3,77, Ga 的 外 直 积 . 353 Cm go. LM AL 
的 e; FRATER ori. 显然 
p OL Xxx EUM EnEn Er) "E; 
汶 群 的 全 同 态 , 称 为 这 个 直 积 到 其 庆 分量 的 投射 同 态 . 另 方面 ,也 容易 看 出 
l: GG xex 人 

是 群 的 单 同 态 , 称 为 这 个 直 积 的 二 分 量 的 人 人 射 同 态 . 

外 直 积 的 活性 质 UG Gx …x C 如上, 则 对 任意 群 6 及 群 同 态 9: G0 6i 
2L2,-, n. 存 在 唯 - 群 同 态 p: G— Gi X cx 6, fi o, = 4. i-21,2,:-,n. 

对 于 插 意 铬 个 群 Goic AD 8 0 FH Bros EET, £ 9X REM THE BRE . 那么 
向 样 可 作 外 家 积 , 记 作 Tc, mg rxeiz reel. 在 积 Hoc; 中 所 有 只 有 有 有 
限 个 分 旺 为 非 单 位 元 的 元 素 的 集合 构成 一个 子 群 ， EEN G, i€E 了 的 弱 直 积 . 
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1.5.2 AAH 


i CARE, N Naes fé C KERTH, WRTA RAE: 

PG= N N.N. 

PNAN NM Narta) sl, jal, 2pn,n, 
则 称 c Ni MN Np HAAR. 

a EAWEBH, U EARBA FRH. 

对 任意 a€ G TEE -- aE NM,i21,2,--.n lf a any an. 

容易 证 明 : 如 果 CREE TH N e Ao M BARR, W Nx x M 
C, aan t aa e aara 为 群 同 构 .因此 也 把 内 直 积 记 作 C= N x x N, 
也 简称 此 式 为 e 的 直 积 分 和解. 但 需 注 意 , 当 群 运算 写作 加 法 时 , 则 称 此 结构 为 直 
和 ,并 记 作 C= Voce. 


1.5.3 $B gM 
如 果 群 COH JESÉJLIENIUT-E MN fi C - M x NLWER 说 为 可 分 群 ,否则 称 G 
为 不 可 分 群 . 


例如 整数 加 群 瑟 是 不 可 分 群 .实际 上 它 的 任 两 个 菲 半 岂 于 群 有 非 平 凡 的 奖 ， 
但 在 6 阶 循环 群 二 中 令 WW= 1[0],[3]) ,N= [90],[2j,[4:|;, 则 有 = Mp N. S 
看 出 , 当 芋 羽 当 有 限 交 换 群 是 阶 为 一 个 吉 数 的 贤 的 循环 群 时 , 它 为 不 可 分 群 . 

mE GAERTN: Mo NL EGN xx A UAA N 都 不 可 分 ， 
则 称 此 直 积 分 和解 为 的 雷 马 克 (Remark) 分 解 ,也 称 为 © 的 不 可 分 直 积 分 解 .例如 
LEER B= 好 由 必 就 是 一 个 电 马 克 分 解 . 

如 果 群 6 的 任意 -- 些 正规 子 群 的 集合 中 都 有 极 大 成 员 { 即 沪 集 合 中 没有 真 包 
含 它 欧 其 他 成 员 ), 则 称 c 满足 正规 子 群 极 大 条 件 . 类 似 地 可以 定 立 正规 子 群 极 小 
条 件 . 

JEAEE- .正规 子 群 都 可 以 成 为 一 个 址 积分 解 中 的 直 积 因子 ,例如 Z 的 任意 非 
下 儿子 群 都 不 是 直 积 因子 .如 果 只 考虑 群 6 的 所 有 直 积 因 了 ,也 可 类 似 地 定义 直 
和 因子 极 太 条 件 与 直 积 因子 极 小 条 件 ， 

$810 WFR 6 满足 直 积 因子 极 小 条 件 , 则 COE HS Iwa. 

特别 地 ,有 限 群 的 雷 马克 分 解 存在 .关于 雷 马克 分 解 的 唯一 性 , 则 有 

克 镍 尔 - 施 密 特 (KrallSehmidt}) E WRR 6 满足 止 规 子 群 的 极 大 条 件 和 
极 小 条 件 , 则 如 的 雷 马 克 分 解 存在 且 在 同 构 意 头 下 唯一 .上 肥 丰 = N xex N = 
Mixo x M, 都 是 雷 巧 克 分 解 , 则 + = s 县 G 有 自 同 构 qp 全 得 适当 调整 标号 后 有 
eI NN M; im 1,2,.-… RIT. 


1.5.4 半 直 积 
设 c 为 群 ,如 果 有 N AG HG dí NO) HS LER CN I3 H IFPRERURR. 
记 作 G= N34 9. 此 时 对 任意 aC G HUE n€ NIAE H fli a nh. WENK AXP 
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表达 式 描 述 群 的 运算 如 下 :任意 i， n3& N, nj. n4 € H, {i 
Gn hy nh} mnm hun h 7 CA As 
因为 himah T'E NWE nh ah, !€ N BA ^h. C H. 
对 AEH H & 39e TUS SE N BS — T BL IRTFS 
$a: N77 N nhanh! 
而 h— o, £548 H Ij AuNCN 的 自 同 构 群 ) 的 一 个 同 态 
p: H— Aut Nh op. 
友 过 来 , 阁 给 了 两 个 群 N.H 及 一 个 群 同 态 
p: HAutN, 
则 可 构造 一 个 群 No4H n: 
N7ÀAH- Hn, h)la€ N,AC Hl, 
规定 运算 为 
二 hn A) = apih )C n Lh hs 
利用 e JS GS PIE NH 3E EL CI e 14) ASI fro, Cn, A BOXE GC 
(eC h 070, AT"). HRR NIH HN T Hoo E IUS e 的 半 直 积 . 


1.6 È 到 


1.6.1 次 正规 列 与 决 正规 子 群 


对 群 c 的 子 群 链 
(Cl) G= Goz 6G aa E E 
如 果 6; PX MI 1,2,… n, MIREA G 的 次 正规 列 . VIE G; AG, i= 1,2,4, 


n, 则 称 它 为 6 的 正规 列 .所 以 正规 列 必 是 次 正规 列 . 

若 cxbüT e 

(C) GzHomH m zH,-l 
使 得 群 列 (C1) 的 每 项 C 都 在 群 列 {C2) 中 出 现 , 则 群 列 {C21) 称 为 群 列 (CT) 的 加 细 ， 

如 果 (CU 为 次 正规 列 , 那 么 有 商 群 6,70, i2 1,2,…,n, 并 称 为 该 次 正规 列 
HRAT. 

fECCD 与 1C2) 都 是 的 次 正规 列 ,如 果 m= n HIBER 2, 的 :一个 
排列 pi ,p23,… pa 使 对 应 商 因 子 同 构 , 则 称 这 两 个 次 正规 列 等 价 :; 

G, G= H, 12, 

关于 次 正规 列 (或 正规 列 ) 的 重要 定理 是 

RRi Schreier MAER F C 的 任意 两 个 次 正规 如 (正规 列 ) 可 以 种 自如 
误 成 被 此 等 价 的 次 正规 列 { 正 规 列 ). 

Rf CW PBERH FRDANGRIEXCTOBE.fE "160.9 ML 1 能 在 四 的 一 个 次 正规 
列 中 出 现 . 由 加 细 定 理 知道 ,次 正规 子 群 可 在 任 : -次 正规 列 的 一 个 加 网 次 正规 列 中 


| 群 论 基础 - 880 = 
出 现 . 
1.6.2 合成 列 


HE G 的 -- 个 无 重复 项 的 次 正规 列 如 果 再 没有 真正 的 外 重 复 项 的 加 细 , 则 称 汶 
BE 妇 的 合成 列 . 有 限 群 显然 有 人 台 成 列 , 但 不 一 定 群 都 有 合成 列 .例如 无 限 循 环 群 的 
任意 次 正规 列 都 可 以 真 十 加 细 , 故 无 全 成 列 . 

di To dE SE Arm xe 38 ,所 以 合成 列 只 要 人 存在 就 必 硅 tE FE- -. 

约 当 - 赫 尔 德 {Jordan-Hilder} 定 理 如 果 群 有 合成 州 , 则 如 的 任 二 合成 列 
EFH. 

特别 ,合成 列 的 长 度 是 只 和 由 群 6 HEHTER AIE c 的 合成 长 . 

BAUL 当日 仅 当 每 个 商 因 子 G; 7 人 = 1 2,n, 邦 是 单 群 时 , 群 GAW 
EMI G= zG eneg =E. 

下 述 命题 中 的 次 正规 子 群 极 大 ( 极 小 ) 条 件 指 定 祥 完 个 类 似 于 1.5.3 PEM F 
群 极 大 ( 极 小 ) 条 件 的 定 双 . 

命题 12 当量 仅 当 5 满足 次 正规 子 群 的 极 太 和 极 小 法 件 时 , 群 6 GRF 
在 .特别 ,有 限 群 有 合成 列 ， 


1.7 群 扩 张 .有 限 单 群 分 状 


这 是 有 关 群 构造 ,特别 是 有 限 群 构造 的 两 个 重要 研究 领域 ,特别 是 后 者 引 人 注 
目 ,但 并 非 群 论 基 础 ,这 里 只 作 极 简短 的 介绍 . 


1.7.1 群 扩 张 


设 H,G EATE, WR EE —EATH NEH H EN = G, MFE ERG 
被 群 吕 的 一 个 扩张 .这 种 情况 常用 一 个 群 同 态 序列 来 表示 
a B 


1H -E ——G--, 

其 中 a 为 单词 态 上 且 其 像 Ima = a(H) AE. M 8 ERRE, ll Ker = Ima. 这 个 序列 
称 为 群 同 态 的 短 正 合 序列 .进一步 ,如 果 ECRCTOREKÍEE-NKBENKSICHI E 
= N»4 K IERI Ke 曲 ), 则 称 该 扩张 为 分 裂 扩 张 .用 直人 说 到 的 语言 ,这 和 锋 价 于 
有 一 -个 群 同 态 4: GE EA = ide ,此 时 称 该 正 合 序列 为 分 型 短 正 合 序列 . 

任何 -一 个 人 被 号 的 这 样 一 个 扩张 给 出 了 和 群 G 5S8; H ." 18] E) —:28 f B. rn, 
这 样 一 组 信息 也 决定 了 一 个 扩张 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 和 大 样 论 教程 ,如 参考 文献 
[2],{31. 这 里 只 列 出 ~- 个 在 基本 群 论 中 常用 到 的 结论 . 

e£ pg-z zT Schur-Zassenhauss) EE BARE G HERTEN BE INT SJ 
IGN KZ, M GR REK (E c- NK BNIIK- IBI G- Vo K. 


1.7.2 有 限 单 群 分 类 
由 于 有 限 群 总 青 合 成 列 ,而 合成 列 的 商 因 :了 总 是 有 限 单 群 [( 见 命题 10) ,因此 


- 882 ， FIA 群 È 

ff -有 限 群 由 有 限 个 有 限 单 群 逐 步 扩 张 而 得 . 半 是 ,在 扩张 备 论 的 基础 上 ,把 所 有 
有 限 单 群 按 所 构 完全 分 类 是 有 限 群 论 的 最 根本 任务 之 一 . 这 :- 任 务 已 经 完成 ,但 工 
作 董 巨大 ,涉及 文献 请 百 篇 ,因此 这 里 只 列 出 下 述 结 论 . 出 多 信息 请 见 参 考 文献 
[i]. 

有 限 单 群 分 类 定理 ”任何 有 限 单 群 同 构 于 下 列 四 类 有 限 单 群 之 一 : 

ls 素数 阶 循环 群 ; 

P n 次 交错 群 (n>5); 

P 李 型 (Lie type) 单 群 ; 

426 个 散在 单 群 . 

其 中 交错 群 将 在 2.1.4 中 介绍 . 李 型 群 是 在 有 限 域 上 控 李 理论 {Lie Theory HJ 
造 出 来 的 无 限 个 有 限 单 群 的 族 . 除 了 上 述 三 个 无 限 族 外 ,还 有 2 个 有 限 单 群 ,因而 
称 为 散在 单 群 ， 


2 和 直 换 群 与 群 作 用 


2.1 BE 换 群 


2.1.1 np 


在 1.2.1 ET EHRSHIELARERDE X XS Xs jaan l EX KY- T 
置换 可 直观 地 配 为 


| Xj. X3 ， X, | 
a( x), als), tta a( x, ) ' 
其 第 一 行将 x ,x2,… 的 一 个 排列 .由 此 有 如 下 命题 . 

SES FIXI zn.) SymCX)I nt. 

XY JÉSESOCNE UE ERR , 则 有 双 射 o: X Y, HESSE 

d: SymC X)-7SymC Y), a7 9a 9! 

是 群 同 板 , 而 且 对 任意 的 aE Sym( X) 5i «€ XH plal = (DC oC DF ROB 
如 下 命题 . 

$582 AIXI = IFI, M Symi X) SC Y). 

这 样 ,研究 置换 群 时 ,一 般 可 设 X2 lenn) ,其 中 天 素 称 为 文字 . 它 的 对 称 
群 记 作 5S, , 称 为 n KORR ROUX EOM n KER ATERA n kA. 


2.1.2 置换 的 循环 分 解 


如 果 叶 次 置换 = 把 文字 三 BUM 5.5 BEA Boo UN Lime i BR dini 
ÉE t sia t’ i 外 的 文字 在 = 之 下 都 不 动 , 则 可 把 置换 e HLA a = Er Pt i), 称 
为 -- 个 长 > 的 循环 置换 ,简称 循环 .注意 ,为 求 形式 一 致 ,有 时 也 写 长 1 的 循环 为 


2 和 锋 换 群 与 故 作 用 * 883 * 


《1 或 (它们 实际 上 是 恒 等 置 换 . 

设 有 两 个 循环 we = 人 nei g- eco h EE S PETF íi EE d 
环 不 交 . 容易 看 出 ,两 个 不 交 的 循环 a 与 8 可 交 撞 , 即 a5. 

fb 3 KRR: 可 写成 彼此 不 变 的 铂 环 置换 之 积 ,这 样 的 写法 在 不 计 循 环 
因子 磊 序 意 闵 下 是 唯一 的 , 称 为 置换 a 的 循环 分 解 . 
例如 (5 2252? 7) = (156)(2)(37)(4) = (156)(37). 
5274613 
其 中 长 11008 95 T (0 (CO Xf. 

如 果 n 次 置换 a 的 循环 分 解 中 长 1 的 循环 有 4 个 ,长 的 拍 环 有 hz 个 ,…， 
长 ROJAS A, 个 , 则 称 a HEAO An AD AF Ai mOLiR 1,2, n H 
]*A,*2:À54 :+ nÀ, — n. 

ubi izbné NU ECR Bu Wo MES NU Elus P 

a z(Hh.digs. ka E. 
则 对 任何 置换 c. IERT mr -的 循环 分 解 为 
zar 人 

因而 可 得 

SERA ” 当 且 仅 当 次 对 称 群 5 中 两 置换 的 型 相同 时 ,它们 共 轧 . 

BEY Eo KEARE r. 如果 o 的 御 环 分 解 为 

a = a ke , 

则 a 的 阶 为 各 循环 长 度 r,s、,…,! 的 最 小 公 锐 数 ， 


2.1.3 置 拉 的 对 换 分 解 


长 2 的 循环 称 为 对 换 . 任何 循环 可 写成 对 搞 之 积 ,这 是 因为 
(ii) = iieii ii), (2-1) 
得 是 写法 不 是 崔 一 的 .如 (= (QDCLD CIO. 
定理 1 任 -置换 可 写成 对 换 之 积 , 称 为 对 换 分 解 ,这 种 写法 不 唯 - :但 任 两 
个 这 种 写法 中 对 搞 因 子 个 数 有 相同 的 谨 偶 性 . 
车 e 的 对 换 分 解 有 偶数 个 对 换 因 子 . 则 a 称 为 倡 置换 ;否则 称 为 奇 置 换 . 
推论 1 sAr- 138 C1,2 0,3), Go aE. 


2.1.4 n AHE 
#EJ., -1 ERRE TARA 2 阶 群 . 由 定理 1 知 当 2 时 下 述 映 射 为 


群 的 全 同 态 . 


eiit -dle(o = (UP ETE 其 周 态 核 记 作 本 = a€ Slo 


HEER CE S, 的 正规 子 群 , 称 为 上 次 交错 群 .由 同 态 基 本 定理 S74, m E, 
- 中 ,所 以 有 


I 
FARMEPALMELCE (2-2) 
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命题 5 设 nw3, 则 所 有 长 为 3 的 循环 在 A 中 ,而 中 4 由 m -2 个 长 3 的 所 
环 (123)7 (124), 0, CI2n) E. 
定理 2 当 朋 仅 当 nz#4 时 ,交错 群 AL (nz 30 LI, 


2.2 BE 作 H 


2.2.1 群 作用 


&cik 一 个 群 ,xX 是 -个 集合 ,车 有 群 同 态 a: C-Symi X), MAR 6 通过 a 
作用 在 集合 和 上 ,也 称 o ER GC ESEG X EB TER UR. HS X AA PS SIRE UJ 
FEE EXER. xx] ARRAPAR BIA. “表示 ”的 侧重 点 是 把 群 6 用 具体 
的 变换 或 置换 表示 出 来 ,而 * 作 用" 则 强调 了 集合 OX 本 身 带 | 了 群 避 这 个 进一步 的 
£f. 

在 县 体 讨 论 和 应 用 群 作 用 时 , 同 态 e: CSymly) 为 络 定 ,因而 为 简单 ,把 x € 
X,TE aCg)OS gc OTRA aCg)C ABI gx) BE kx. 而 天 就 简称 为 很 集 ， 
此 时 有 有 映射 

a:Gx X X,(g.x) ex, 
HEMA. 
P 对 任意 gi ,gz 及 xEEK 有 (gg2) x-g(gx) 
r XHÍuEx€XHIlg-sx. 


有 的 文献 也 拒 群 作用 定义 为 满足 此 两 条 的 上 述 映射 a. 

例 2 i CueSymCo X), D 1$ BR S] 6 一 Sym( X28 C fe X EFJ—A TE HI 95 
为 变换 群 避 在 XxX 土 的 自然 作用 .通常 说 的 " 集 X BUTRERBE GC 作 几 在 集 X. 上 "就 是 指 
的 自然 作用 ， 

$43 设 v:GSymlX) 是 零 则 次 , 即 任意 gS 有 映射 为 但 等 变换 idy. 则 给 出 
的 G6 在 车 上 的 作用 为 平凡 作用 ,因此 时 ,对 任意 gE G,x€ X gx - x. ICE JUR 
情况 . 

如 果 群 6 在 集 xX 上 的 作用 由 群 同 态 &«: G— SymC X) 550,98 kere 也 称 为 这 个 
作用 的 核 . 当 kere = 111 BB e 为 单间 态 时 , 则 称 c 在 集 X 上 的 作用 是 忠实 的 .上述 
例 2 的 作用 是 忠实 作用 ,而 例 3 中 当 GiB, FERL ER REH. 


2.2.2 轨道 、 可 迁 作用 


设 群 她 作用 在 集 X 上 ,在 让 上 定义 他 可 迁 关 系 " ~ UFA xy € X, 
fj g€ C. li px - y, MER x dE G FIXES y dell x o 好 , 记 然 ,G- 可 迁 关系 是 等 价 
关系 .- 一 个 等 价 类 称 为 -个 G -轨道 ,简称 轨道 . DO X € Vor 6 -WERDE 
下 . 按 定义 ,xEX 所 在 的 轨道 是 Gx = jaxig& CLAIR X 104 T 6 - o8 IgE 
在 X 上 的 作 用 是 问 迁 的 ,换言之 , 当 且 仅 当 对 任意 x,yE Y (FE gc Gf ax c y 
HJ. GEX EE. 


x tn, ah 
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2.2,3 稳定 化 子 与 中 心 化 子 
没 群 C 作用 在 集合 上 ,Fc 定义 
Ne = ig€ Glg( Y) - Yl 
Fr Y (6 G PRRI FREMI T): 
CC Y= leE Glgv- v. 任意 YEY 

称 为 了 在 居中 的 中 心 人 花子 . 当 了 = 57 时 , 简 记 Net Y= A Cy), Cel Y) = Cely). 
显然 Noly) = Cely). 

如 果 对 任意 rE XE Cox) 2L. WREE G ERG EE EHER A E R iy, F 
1 AS nf EFE ARR A E EH. 

Da ie 为 群 ,考虑 6 以 下 述 方 式 作用 在 集合 1. GJG g XH FGE 
BE r GG, rix) = gag B ra = cg CR 1.3.5), RET gom v, Hih REG 
在 集合 如 ERIE, PRA IEEE, mi dedu f'E RUE Jy 59828. TEXEVETERI] F, 
苦 了 CT, 则 稳定 化 子 NY) = 18E GlgYg -= VREI NS E FRI Y TE GHR 
FET. CAF) = gE Gleg - y. [EXE (€ YI PEUX FE F. 
HI, Ha GUI NAG SER H AG C660) 2 2(6) 就 是 群 G 的 中 
È. 

命题 有 设 群 GREER Y E. gerc. WA 

PO NS Ci DAE e Ims BO;iGYAN GU 


PO Ne YC DEHAT Y 60— 1 SR BE. 
Pte (Frattini) EE R CATRE X.H oc Æ HEX EGE, M 


人 给 wE XH G= HOC). 
2.2.4 SE ERE AE X0 ESSERI Ds Ko 


ir GER, Hae G ZIRRHITEG'BEURZEEEBIS: GB Z= talag Gi. 

则 易 验 证 
G x 2*2, íg, aH)—>(ga)H 

RE 在 集 2 上 的 一 个 作用 ( 常 称 为 左 平移 作用 ) ,而 且 此 .作用 为 可 迁 和 作用 .在 此 
作用 下 成 员 HC 2 的 稳定 化 子 就 是 占 自己. 

现在 设 群 6 可 迁 作 骨 在 集合 太 上 , 令 xQ€ X. X-— olge GI. PES H= 
Cc xo) A zo 在 瑟 中 的 稳定 化 子 ,那么 可 得 百 在 中 的 让 沾 集 集合 2= 1aHlnt 
Clm 6 也 可 作用 在 Z 上 ,对 aH € Z 4 ax€ X aH XII. Fi € HM, ah) x0) 
= al hro) = at 所 以 axo 由 左 陪 集 aH (EE AE LER HUE IA T 

a: E— X, all axe. 
Hx lgxolg€ CUN o HER. axa = bso Hl a ^! € IE HD aH = bH, FELA o y 
AAi MAE o AXE LO HE EG. HEZA 
aC gi aH)? 2 gCoCall)), 
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Bü 6 在 2 上 前 作用 可 等 同 于 & 在 XX 上 的 作用 .特别 有 

例题 7( 轨 道 长 公式 ) 设 群 6 作用 在 集合 不 上 ,xoSE 半 , 则 xo 所 在 的 级 道 Gu, 
ERI Grol = lG: CoU. 


2.2.5 伯 思 赛 德 轨道 计数 方法 


设 有 限 群 6 作用 在 有 限 集 合 X 上 . 令 X,X,-.X, itx map c SoB. SIE 
以 下 集合 的 计数 
SdOg.x)C Gx Xl gx z xi. 
固定 每 个 gE G6, 可 计算 有 多少 x€ X, Elg, 32€. ic Fig) -Íix€ Xle z xl fi 
为 g TE X "PEDIS SLE Gr HE. 
1 多 [= 2,4 FI. 


gc 
另 一 方面 ,固定 每 个 x XHARRA VT gc 5 使 (g,x) € 安利 用 轨道 长 
公式 命题 及 1.2.5 中 拉 格 朗 日 定理 可 得 
LFI = DI Cels) DIG/ GEI 


x€ 6 zii Ẹ 


- 3 NMEIIIPAPITIDD 
iz] xt 
伯 思 赛 德 LBumside) 轨道 计数 引 理 。 设 有 限 群 6 作用 在 有 限 集 X 上 ,对 &E 0 
F(g) 表示 XP & 的 不 动 点 的 集合 , 则 XH G- WEEE D I Fle) l. 
Fi 


2.3 BEBE enr 


设 6 为 … 个 群 , 任 给 gE GC, 定 义 集合 G 的 … 个 变换 
Agt CG, x gx 
称 为 由 g 诱导 的 左 平 移 . 易 见 A, 为 可 道 变换 ,因为 和 -1 就 地 它 的 道 变换 .进一步 
A: G— Sym( C), g-*À, 
ER 6 到 集合 6 的 变换 群 Sym( 0) 的 一 个 同 态 .所 以 得 到 群 C 在 集合 6 上 的 一 个 
作用 , 称 为 去 平移 作用 ,这 个 作用 也 称 为 群 6 的 左 遍 菜 ( Cayley) 变 换 ( 置 换 ) 表 未， 
类 位 地 可 给 出 的 右 平移 作用 , 即 HAIER E) Aem n F 
对 EGEN rg: CG, x xg Ll 
r: G—S5ym( G), g^ 7, 
ER 6 在 集 G 上 的 作用 .容易 证 明 以 下 结论 {正则 表示 指 村 应 的 作用 是 正则 作用 ， 
W 2.2.3). 
命题 8 洛 6 的 左 凯 莱 表 示 与 右 凯 莱 表 示 都 是 正则 卡 示 . 特别 都 是 忠实 表 


oM. 
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2.4 WORTEN. p- BE 西 罗 定理 


2.4.1 轨道 方程 


设 有 限 群 6 TERIEERBIBAE X E,X,,X,,--, X, EXERC, SEA x 
X| 1 Xj. * X, 的 不 变 并 , 故 有 如 下 关于 轨道 的 方程 


IXIS IX + Ti e EX. (2-3) 
7i 一方 面 ,由 轨道 长 公式 命题 7 了 及 1.2.5 中 拉 格 朗 卓 定理 ,又 有 
IX | 160i 1,2, 7t (2-4) 
恰当 地 利用 (2-3) 与 (2-4) 式 可 得 出 一 些 非 平凡 的 结果 . 


2.4.2 pæ 


E p 为 -个 素数 ,如 果 有 限 群 p 的 阶 为 p RR WER p 为 -… 个 p - 群 . 
考虑 pEBRP3QIEHER SG P ECGUB 4) ,那么 由 (2.… Dx 
LpP1=1GCl+les+…+1C1， 
KP, Co; GEPHEZ. 显然 单位 元 1 构成 CHEX, FHE C, = 
H, mA P e o zc Z PEA xx E RB ICHEDS 0 B93CS AS TH. 
ERREX A Ce G. FEA 
IPL=IZ(P) IG Rn ICILIHIGI I ,7.16lE E. 

这 称 为 群 PIER FELUR EATER. 对 p HE P 的 特 味 之 点 在 
JVihi2-AXH | C.I =0(modp) n, | C, | zm modp? , Ht ilb £1 1 Z( P) = madp? , M 
rtjg 

命题 9 非 平凡 户 群 有 非 平凡 的 中 心 ， 

2.4.3 西 罗 定理 


i Ca EDGE EE n= p'm H ptm. IA rh rf PH E SEXE, GET p- T- 3E 
的 阶 为 pr WHR. P C HRE p? 19 p- BERE SER E (Sylow) pF BE. 
为 了 寻找 群 CHAF p TR AE 6 的 所 有 基数 是 pr 的 子 集 构成 的 集合 
A-Íiscellsi-pi. 
ALIAE $8 (288, 2.3) RGB BE 6G 以 如 下 方式 作用 在 集合 vE: gc GL SC... 
gS-igIs€ SL€ E BE, 45,9; 是 .省 的 全 部 CUR ETUR NEA E 
LE T= LATI + ESSE s RESI. 


由 组 会 计数 公式 ,显然 
Lan = 


将 分 对 与 分 苹 中 的 国 子 pm-k5kk-i1.2,.-.p- Df I Ri EL ( H 
p'lC gm -teaa) 时 ,p"! 夺 ,由 此 可 得 BLA I. BI LGD E so mod P). JE Z B BEC 
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FW Az WLA Amod p). SEA. S p 为 5 在 避 中 的 稳定 化 子 ,由 
E 6. Ps. miri 7 ít 
ptlzilzic:Pi. 

从 而 pt Pl. 男 一方 面 ,由 左 平 移 作 用 及 稳定 化 于 的 定义 ,作用 在 $5. 上 是 半 正 则 
的 ( 见 2.2.3) FFR PES EEUE KAIL PIAA Pig Si = 天 .综合 上 述 - 
方面 ,得 1P1=P. 这 就 给 出 了 西 曙 产 了 于 群 的 存 枉 性 . 进 - ID 

AFETE it c HERR. 

I* 6 的 西田 产子 群 存在 ; 

? CLEF p TRH H: 

P 对 安 的 任 一 产子 群 P, 若 PERRE TH, 
则 存在 p TEO SP HIQ: P =p. 特 别 征 - .产子 群 包 合 在 时 一 西 罗 产子 群 之 中 . 
G 的 西 罗 产子 群 的 个 数 =1modp)， 

推论 df c OADHBIREL.S ]IIcILcdpPMMEET a. 

HERS p- 于 群 的 两 条 性 质 如 下 ， 

$9510 it r EARE CHN pTi, 

r NAG, H | 而 PNAN E G/N 的 西 罗 产子 群 ; 


r Ë NdPsHe gG E NUH) = 

以 下 是 252 3 AAA EAERRSUR ERR. 

弗 拉 蒂 尼 推理 设 ce 为 群 , 虽 是 C 的 有 限 正 规 子 群 ,上 其 乒 的 西 罗 产子 群 ,出 
G= HN P). 


2.5 NER. EPE 


2.5.1 非 本 原 区 


设 群 © 作用 于 和 集合 X, 子 集 Yc XX 称 为 一 个 非 本 原 区 ,如 果 对 任意 gE 6, 了 zz 
eY WEE Y(gY = 镍 ,显然 ,天 是 非 本 原 区 , 称 为 平凡 非 本 泳 区 ,每 个 他 轨道 也 是 
非 本 原 区 (所 以 有 的 文献 只 对 可 迁 作用 定义 非 本 原 区 ). 对 可 迁 作 用 , 按 定义 者 了 
是 --- 个 非 本 原 区 , 则 x EE gY 的 不 交 并 ;特别 有 i 了 | OE XI. 

MERER CEEX 上 的 作用 使 得 除 革 外 没 有 其 他 非 本 所 区 , 昌 称 这 个 作用 是 本 
原作 用 .作用 的 本 原 性 与 所 谓 极 友 子 群 紧密 联系 在 一 起 ,如果 MG IWR GT 
群 上 时 称 为 极 大 子 群 ,而 对 任意 Me He CU Huc f; H- M. 

本 原 性 判断 准则 ” 当 且 羽 当 群 GERS XY ERIEN EKHI EX, 
Cc x) 如 的 极 大 子 群 时 ,这 作用 是 本 原 的 . 

证 明志 点 ”因为 轨道 总 是 非 本 原 区 , 帮 可 迁 性 显然 是 必要 的 .由 2.2.4, 右 在 并 
上 的 作用 可 等 同 于 6G 在 Ce{x) 的 左 陪 集 集合 上 的 左 平稳 作用 . M Clr) 
HxG,H 给 出 一 个 非 相 原 区 ， 

命题 11 群 6 本 原作 用 于 集合 X, 自 AG, 如果 HEX. AEEA, A H E 
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X L8 ERR. 
证 明 要 点 h HO REALE, A APURE G Hy dE IE. 


2.5.2 Tilt 


设 群 如 作用 于 集合 时 S XP jlr E Nox xn ls 
jaki AWAR c AB ERR ERES XP ELBIEO on x) € XP ug 
€ Gigi xna t a) m guo gcns ex) € XO, a RRE G Æ XP ERIH JH & 
订 讶 的 , 则 称 群 6 在 集合 上 的 作用 是 在 重 可 寺 的 ,简称 AoE ERA GEX 
l: k JE RHE lerak, GEX E cn fif. 

例 nm 次 对 称 群 3. 在 X= 115,2, nl ER n- AN. a ER A, Ca 3E 
X-211,2,*-,n| E Cn - 2)-BIxER. 

容易 验证 下 述 结 论 。 

命题 12 HBH CHE X- 1xyl ECk- D-BIXEBI IRE 6 EENT 
EX k> i, aE XW GC TEX Ekat., 

命题 13 ”任何 2- 可 迁 作 用 是 本 原作 用 ， 


2.6 从 两 个 群 作用 构 作 群 作用 
本 节 恒 设 群 & 作用 于 集合 六, 而 群 下 作用 于 集合 了 . 从 册 集 合 二 与 了 可 构 作 
不 交 并 集 XUY; 积 集 Xx 了 = (x, y) Ix € X, y € YARR Y= LM, X 8 v ien 
数 }. 
2.6.1 不 交 并 
B XY= 位 时 ,不 交 并 集 就 是 通常 的 并 集 XU Yo04 v Yeg, X Boc 
与 了 的 元 加 以 区 别 , 视 同 不 交 而 作 并 集 称 为 不 交 并 集 , 记 作 AUY. 


群 直 积 Cx 以 如 下 方式 作 由 于 XUY; 对 (g,A)E €x Hu XUY 令 
[ge Ta€X 
(g hu m £uCY. 
直接 可 验证 这 为 群 作用 . 
2.6.2 RE BBE 
有 两 种 方式 从 Gt HEIISIERUIT X x YKE PAPAH SEE. 
HAE cxHUTFW XIERHT Xx Ag, ECx H.Cx.)€ Xx YiEM 
Cg hoi x, y) - Gr, Ay). 
31. pam AS. NAAR WE r YAAR. KES Xsan 
一 ,x 并 把 5 在 无 上 的 作用 写成 6 对 脚 标 1,.2,…,n WAA: 
Bi T qiie 
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fE n HAST 
B-Hx:exHzi(h, hsc UAE HI, 
ufz X GE Aw MARJAD F: 
p: G— Aum B). 
对 gE G,(h, ho AC B, 
pigh Bash = Gui iig uu. 
易 验 证 这 祥 的 pt gg) 确 为 B 的 自 同 构 , 即 映射 o 是 定妆 好 了 的 .而 且 易 看 出 e 为 群 
扬 态 .由 1.5.4, 可 构造 半 直 积 并 岷 记号 如 下 
H~ G= BIG, 
它 称 为 由 CEY EWERT H iE G B3BRTR, HEt B EROSICBSEPABU ER BE. h 
此 构造 知 
再 -人 = 村 有， 下 
运算 为 (参见 1.5.5): 
(hi hast gU ho aug ) S CR M ay ho ss su! uu ga). 

Sign bizg XBEELH-GCÍEXxY LEBER. SOR. hus HC, 

(x;, y)E€ Xx Y. 
(hy hath gx y) m xc Ay). 

经 计算 可 知 这 定义 符 台 2.2.1 中 群 作用 的 定义 . 

图 积 在 讨论 置换 群 与 群 作用 时 有 重要 作用 , 值得 指出 ,对 抽象 群 6 55 H bur 
EXER, RRE 8 正则 作用 于 集合 它 即 可 ,而 且 圈 要 在 抽象 群 论 中 也 有 重要 
作用 . 


2.6.3 HARD AR 


首先 指出 晒 数 集合 F 的 另 一 种 常见 写法 是 ， 
Homi X, Y) = 1f: X Yl. 
^hrlc5HUERHTIX!—-T-TE Hmi X, 了) 上 作用 的 群 , 先 引 入 一 个 术 
i. 
在 群 6 的 集合 避 上 定义 另 一 运算 ”为 ;对 gg ECF gg gg MGE 
运算 *。" 之 下 如 扔 为 群 ,单位 元 仍 是 le, 的 道 元 仍 为 g '. 称 6 在 此 运算 "之 下 
成 为 原 群 6 的 反 群 , 记 作 全 .实际 上 反 群 人 F 与 6 是 间 构 的 , 且 GC, gg E 
Etait gt. 
那么 群 直 积 Ge x 上 FH 可 按 下 述 方式 作用 在 集合 Homi Y, Y) E: h)€ Cx 
H 5j f€ H X, Y) , Cg  h) f Py FAR. 
(Cg, h)f (x) x hr fé ed, y x€ A. 
BUT V Ge h.m h)€ Ex 万 有 
CC AC gm ha x) = Cm go hu ha Cx) 
= {mgn hi hf G0 S (hh gg 
-Cg ha fCGasa0) = Gn Pu g2, CU X2). 
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(Geh Gr AD Fe Ce hm 2 
即 下 述 上 映射 确 为 C* x H YE Homi X, 了 上 的 一 个 作用 : 
( G? x H) x Hom( X, Y)-*Hom( X, Y) , 
(Co, hf) g hF. 


3 目 由 群 与 自由 积 


3.1 A 由 8E 


3.1.1 XX 
R aS, unm Be F EEIT: X-F 使 得 对 任意 群 6 及 任意 映射 c: X 
-= G, FEE- REE a: fF 一 如 满足 a=a:!, 则 称 POSEE x 上 的 自由 群 .容易 看 
ih ,此 时 汶 单 射 , 故 常常 把 庆 看 作 下 的 子 集 .图 示 如 下 : 
xF 
ay Ya 
G 
例 1 无 限 循 环 群 F-(a)ÉSSlal LAA hE AAIEN 6G 及 任意 映射 


ailal >G, I d a: FG HH a( a) - a(a)" EU a dio = a |ia PEME— Rf] s. 

命题 1( 自 由 群 的 唯 : -性 ) 设 X DES, i: X F, 与 h: X— F 都 是 X 上 的 
自由 群 , 则 有 群 同 构 o: Fio» FL WIE Lo gh. 

证 由 自由 群 的 定 尽 有 和 群 同 态 pg: 一 局 及 gR F EL-g.-gh. 
H h= igg ) 上 ,由 自由 群 定义 中 的 唯一 性 , op = ide, PIHE p'o = ide i e 是 同 
FJ. 

自由 群 的 存在 性 证 明 在 下 一 节 给 出 . 

3.1.2. 字 与 等 价 字 

设 天 为 一 集合 , 令 X715 Xx SER HRG, HEAS X MX --— 
mH X = ja l| xE 才 | .为 方便 , 记 光 = XUA CARER. 

任意 有 限 序列 aía;-a,,a,€ X*!, RE X*' EBS— 77.4 E ZOBTLBDASCE 
RERU-E EROS mE , 简 记 为 1. 在 X:' 上 的 所 有 字 的 集合 MI EX- RER. 
PITE E 站 2 Gy 与 al at ay 的 乘积 定 尽 为 它们 连 养 ? 构 成 的 一 字 mT da*** 
aaro op. 显然 M IS SERERE UT RE. 

uk … 步 ,在 字 的 集合 时 上 定义 一 个 关系 ~", 记 a ayru aa ayt ae A 


果 能 经 过 有 限 步 插入 或 删 去 形 如 xx-! 或 x-1x 的 部 分 从 前 者 得 到 后 者 ,例如 
xpX2x | XI | x3 xy Xj ,那么 “~ "显然 是 -- 个 等 价 XA. 因此 对 8, dU ng 
a, ay 我 们 也 说 al a2… a 与 ai aro ar BBIE F w= a art a 所 在 
的 等 价 类 记 作 [wj = [ai arc ax]. 所 有 等 价 类 的 集合 记 作 FEE v] Ds ]€ FI 
Iac! = w w - iw CEB[ w] 2 Le! 1. [ws] = [wr D. FUE - zm C, fh 85 
ww; ~ ww PELA RIDAE 关上 定 立 乘法 运算 为 
[i] w3] = Cw teo]. 

那么 由 MHA ERAF AAR, A es [1] Ew m aaye aE XU XL 
a 2x7 € X7 WA az = x€ X AZ EA Ut UP E SC M 


Lara; al Leg aite ap] e] e Lait az oi ILa ar~ a]. 
所 入 [rp ap Æla ay at]B93 7c. Mom FE bnt. 
Ay RE XR ES 
l:X— F.x[x]. 


WE- - BE 下 及 映射 上 

现在 设 6 HITER, e: X= AEEA XE EN ME a(x^ D atn). 
RUE 

e:F-G.ay ay tata) ata) cc alag), 

HPyx€ Xfa(x)a(x )2a(x)a(x)"! 2 152 a(x ala) RSE PESE Bat E 
lib. ae asc og a a a'y M alad alam) ^7 a(aj)ma(a//) alar) os 
af ea'y). 所 以 上 面 规定 的 a 是 一 个 合理 定义 的 映射 .显然 ,a E— I BERI hi Hoa - 
i= e. W PRES B:F—G EE p = =, 刚 对 在意 [ 在 | gs a,]€ 下 有 

BC a, idg aD 2 Alalla a]l) = Rila laee Gas 1) 
- BEC a.) Pila) i Bila) 2 a(a)) ala) ala) 5 aC ay al). 
Hi g-a. 

综 上 即 得 , 群 F 及 映射 1: X— FS FE x EBE HRE, BIER PIRE. e 

命题 2 任意 集 X 上 的 自由 群 存在 ， 


3.1.3 简化 字 与 规范 形 


继续 3.1.2 中 的 记号 ,在 构造 群 严 时 可 以 看 到 , 形 旭 ux c5 x^ *Y 的 部 分 是 不 
起 作用 的 .所 以 如 果 一 个 字 w= wi are amps a€ X? PURRA JEA uo! a'a 
(yx € 的 部 分 , 则 称 它 为 简化 字 . 如 xxixz a a) 是 简化 字 , 但 
nalon x, 小 是 简化 字 . 容 易 看 出 ,任意 [fw]EF 含 丰 唯一 一 个 简化 字 

考虑 任 - -简化 字 , 可 以 把 相 邻 的 相同 字母 写成 客 的 二 此 ,并 称 为 该 简化 字 的 规 
范 形 .如 xxr ag ag) = xy 就 是 规范 形 .因此 .以 后 哥 把 自由 群 吕 "PASE 
何 元 写成 六 上 的 规范 形 的 简化 字 , 而 不 再 写成 字 的 等 价 长 形式 , 即 集 合 X 上 的 自 
ri gr 

= oix EX EZ yAn i= sss tM. 
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蕊 不 己 的 这 种 表达 式 表示 不 同 的 元 , 即 

"WEM straa, Haan, BÉxp aye ap- x ve xr 

利用 这 种 表达 方式 ,自由 群 另 -- 刻 画 如 下 。 

命题 3 i cA Ace MEANS G BIET g dE rib X CES N 
和 = 时 上 的 自由 群 . 

睛 由 群 的 度 足 命题 3 的 生成 集 X 称 为 自由 生成 集 . 


3.1.4 自由 群 的 性 质 


命题 4 若 群 6G=*$) 可 由 子 集 5$ 生成, 令 针 AS AOAR E G, M x 
上 的 自由 群 上 到 群 6 有 全 同 态 PP;F-r 6 使 nly: X S 为 权时 .特别 任何 群 基 和 白 出 
群 的 同 态 像 ， 

例如 任意 循环 群 是 无 限 循环 群 的 同 态 像 . 

命题 5 设 下 上 为 月 由 群 , 册 任何 群 c 9 P E ERIS S: F ERNA CEN 
1.7. D. BIS fes A: FG (B = idr. 

fpER6 设 F ER X LEARE, FS 是 集 X, EB SU REL 4 EL(L S X. 
= | 和 1 上 时， 天 三 天， 

有 了 此 结果 ,可 以 称 自 由 群 WARNER Y REN O FAE. 

以 下 是 关于 自由 群 的 -- 个 重要 的 结果 ， 

尼尔森 - 施 莱 尔 {Nielsen-Schreier} 定 理 自由 群 的 子 群 亿 力 自由 群 . 进 而 , 若 门 
HAE FEN aca, TEE HAISHI F: H = m« o. M HRA ma - mel. 


3.2 生成 与 定义 关系 


3.2.1 生成 与 英 系 


设 有 8 为 任意 群 . 由 息 由 群 的 性 质 命 题 4, 存 在 集 台 了 成 寺 上 上 的 自由 群 忆 及 侠 辐 
& p: F— G, ine S RR R = Ker. 由 同 态 基本 定理 6= FR $ X-o(Y). 
S z p R) Ult] C Bp X "ERI HFR ERA rm yn yino yb. nE Yn € Z d pir) 
2158 p(y,)" polyp e oC y) 1. HE x; S oC y) EA ITE x xm xm 
1. 这 是 关中 的 元 需 满 足 的 等 式 , 因 而 把 am xs aa RAG PERE xX A-t 
关系 ,换言之 ,关系 是 尼 中 元 表 写 为 了 的 字 后 在 p 之 下 的 像 , 因 此 ,由 Ca FAR 
Hi x EHE C 的 结构 表达 出 来 , 称 为 群 C 的 一 个 表 写 .但 以 上 表 写 有 可 简化 
ZAL. H Reilit, R AARETE, IRERE 居 的 一 个 正规 牛 成 集 作 
HERRE. -ELF HESH HATES A HR SBRHEBUT REI 
交 仍 为 会 5 的 正规 子 群 , 称 为 万 中 由 5 正规 生成 的 子 群 . 记 作 (SS UR. HERE 
子 群 入 有 子 集 5 使 = <535>" IER 5 为 的 正规 生成 集 . 

回 到 群 6 IFADE YERERE BE FEAR o: e G RE GARTH 
= pC(YVE BEI IE XX R= kerp. HS SARA- T EMITE R= (8), yx] 
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任意 ES yu yro yA oC) = x xy xS LIE x; 2 oCy) .所 有 这 种 
表达 式 x, re aP A ELER. G 了 为 所 有 定义 关系 的 集 台 ,那么 G 
可 写成 
G-(XID) 或 G-2QXIrz l,r D). 
iA" c pg X dg XX D ÆR”. 

B2 (rl 是 一 个 m 阶 的 循环 群 ， 

DU3 正 n 边 形 的 对 称 群 D, Br 25 个 变 措 构成: 绕 中 心 的 n TERRE Sues, 
eI COIT), n HIER Bos oso, CT IE D, 称 为 二 面体 群 ,可 
EBSA 

D,-(r,ciz" =i=oar =r l. 
因为 容易 看 出 , 按 这 些 定 六 关系, 石 端的 所 有 元 形 恕 ev. 20,10, 7,857 5j 20,1. 
tà D, 的 全 部 元 素 . 

$887 ib G-OXID SS Hz OX | D'2 E RARE. w ERII p: X X" (818061 
ÍíEXr€ DB eCr)e€ D uu p 可 了 唯一 地 扩张 为 群 同 态 p: C HE Zr o AWHEA 
p ER FD ADHRA. U o ejf. 

值得 注意 的 是 ,一 个 群 的 生成 集 不 唯一 ,生成 与 定义 关系 的 表 写 更 不 唯 …. 

例 4 本 面体 群 的 另 一 表 写 为 DD =le, leslo (or )^ 2 D, K'P oo 


忌 两 个 适当 选取 的 反射 使 oz 为 旋转 气 角 .因而 知道 下 述 两 个 不 同 表 写 的 群 是 同 构 
的 


(xj ol x = l = apatxa | = 3| Ua 
Cx|' xb xut = l= xy xxu) x D. 


ARI, ARE, MA PHA BEBO AE RE, 5 sg RC] e t [8] HP HE 5 R. 
3.2.2 有 限 表 写 群 


MER c 可 找到 有 限 生成 集 X 及 有 限 个 定义 关系 构成 的 定义 关系 集 上 DD, 使 避 
= (XID), WAEA RES, MI @ 为 有 限 表 写 群 . 

上 面 的 例 2 和 例 3 都 是 有 限 表 写 群 .实际 上 ,由 3,1.4+ 中 的 尼尔森 - 施 莱 尔 定 
蛙 知 :任何 有 限 群 都 是 有 限 表 与 群 . 

值得 注意 的 是 ,一 个 群 的 生成 集 不 唯一 ,那么 按 生成 呈 定 义 关 系 的 表 写 更 不 唯 

.然而 这 并 不 影响 有 限 表 写 群 的 定义 ,因为 有 以 下 纽曼 (BR.H.Newmann) 的 结果 . 

命题 8 设 群 6 有 一 个 有 限 表 写 , 则 对 HERI C-CXI D) FEART 
ESETET TRE M CC 及 有 限 个 关系 (但 不 必 在 D 中 下, 如 使 6 = 《x x 
rr 

而 且 有 限 表 写 性 质 可 以 按 扩 张 选 加 . 

命题 9 (ORAS P. Halit N AG WE NN 与 CN 都 此 有 限 表 写 群 , 则 G 也 是 


有 限 表 写 群 . 


3 自由 群 与 自由 积 - 895 - 


3.3.1 群 类 


任意 --: 些 对 象 可 构成 -个 类 .类 "是 比 * 集 合 "更 广 的 概 总 .例如 ,所 有 的 集合 

呆板 成 -- 个 类 ,但 不 再 是 一 个 集合 . 
… 些 群 构成 的 类 . 世 称 为 一 个 群 类 ,如 果 下 述 一 条 满足 : 

i^ 单位 元 人 群 在 z h; 

2» 3. HE P IBS Seu muc 第 中 ， 

例如 ,所 有 的 有 限 群 构成 一 个 群 类 . 又 如 所 有 的 交换 群 构成 一 个 群 类 .所 有 的 
整数 剩余 类 加 群 构成 -- 个 类 ,但 不 是 一 个 群 类 .因为 m RRE G = (Ca? 5 Za D 
构 ,但 e 不 在 这 个 类 中 . 


3.3.2 Fik 


H 各, x2 是 不 定 元 , 展 是 x ,x2 ,的 一 些 字 的 集合 , 弛 枉 意 wE Wow 
yi yate yu, Ern Yi Ad xj. nc ZR uw 的 表达 式 中 内 涉及 X, säat 
可 写成 和 = wla x). PIA wird x 等 等 ， 

i w= wies x). x) BD EE ERE GREG 83765 g) rgt gu CER RH 
TF RE (xi. x27 x) HB gı fS Xi Ez iÈ X247". E IE x, 后 计 
算出 来 的 值 ,也 称 为 w 在 (gi asco g T TRL. 

例如 ,车 wl epa) a ma Ix! VE 54 PE e (020, 5 CILE oC, 
ga) 2 022 (022) 7 1 (33) 7! = (123). 如 果 (m msg = L B RC esc 
EMET w(xi xo x KRY C RHEXTEPEU mns oan T wl goga, 
g= i Ul Pk G 满足 字 wx x, x2. DAR DFR 1, 即 空 字 被 任何 群 请 
E. n-A WB HETBUR wf xi xoc xD ,任何 群 , 恒 有 和 (41.1,…,1)=1. 

现在 , 任 给 不 定 元 x1 ,x2,… 上 一 些 字 的 集合 w, WER 和 满足 ww 中 的 所 有 字 ， 
则 简称 CE w. 显然 ,所 有 的 满足 w 的 群 构 成 一 个 群 类 记 作 vtw) = UE CICH 
E wl. AD w 定义 的 群 诸 , 下 一 节 的 定理 说 明 可 以 用 几 个 封闭 性 质 来 刻本 群 族 ， 


3.3.3 4h E AXES 

设 . 务 为 一 个 群 类 .如 时 对 任意 CEZ Hgs AHE SUR. Jed 4E EB. 
类 似 可 定义 商 群 封闭 性 质 、 直 积 封闭 性 质 等 .例如 :“ 直 积 封闭 性质 "是 描 ; 对 .名 中 
的 任意 一 些 群 GC IC 1 它们 的 直 积 [lee s: 

HEER (BikhtE ” 当 旦 仅 当 .和 具有 子 群 封 财 性 质 、 商 群 封闭 性 质 和 直 
积 封闭 性 质 时 , 群 类 RSEN. 
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3.4.1 群 的 自由 积 

WC, G2,…, 6 是 群 ,并 且 下 标 不 同 的 群 6, 看 作 牙 此 不 交 ,因此 UG REX 
Jr. MESE Gi * GG, x6 | x zx Hex € ÜG . 任 相 邻 的 X, 5 x UEH 
不 问 的 群 6G | ,并 称 这 种 有 限 序 列 x, xs x 为 字 , 空 字 记 为 1. 

在 Gi* Gon x Ga, BESE AË x ox Is x vex BERT TE 
| ana e AR a EFA TETEK. 

检查 序列 中 有 无 单位 元 出 现 , FAME A aara. 38 RE EC SE 
直至 无 单位 元 出 现 . 

r 检查 序列 中 有 无 相 邻 元 素来 自 同 一 个 下 标的 群 . ARA, WE ET, H 
有 , 则 将 找到 的 这 种 属 同一 群 6, 的 相 邻 元 如 六, 六 ,在 G PERPE; = yy 替代 
源 序 列 中 的 yy (得 到 新 序列 .再 回 到 程序 DD. 

由 于 序列 只 有 有 限 长 度 , 经 过 有 限 步 后 程序 必 终 止 ,得 到 的 序列 无 相 分 元 属 同 
一 下 标的 群 , 且 无 单位 元 出 现 ( 可 能 得 到 空 字 D. 而且 得 齐 的 序列 是 唯 - 的 ,那么 
把 这 样 得 到 的 序列 定义 为 xi ayon Ex reeg EN. RR, G*A Gr 
* Cn 是 一 个 群 , 裤 字 是 单位 元 , 字 X| Ark 的 道 元 是 xf ajiye r i BOERE RE 
Go Grt, CG WARR. 

显然 ,对 任意 多 个 群 G iE 1, 同样 可 定义 自由 积 , 记 作 C. 它 的 元 素 同样 是 
， 有 限 长 的 字 v srono lan € UG AERE s 与 二 ,不 属 同一 下 标的 群 . 


需要 指出 ,也 可 按 类 似 构造 自由 群 的 办 法 来 构造 自由 积 ， RIS IPTE ES UC, 
EHF x, xy on REEF BIER Lx; 1 HAE x ,x ,| 不 属 同一 群 ,这 样 的 字 称 
为 简化 字 ,而 把 可 以 按 上 述 程 序 及 其 道 程序 , 变 一 个 字 为 站 -- 个 字 的 两 个 字 称 为 等 
价 , 虽 每 个 等 价 类 中 恰 有 一 个 简化 字 . 

例 5 W G-G.vylx!212 3 路 同 构 于 4 阶 循环 群 与 5 阶 御 环 群 的 自由 积 . 

Do 设 天 为 一 集训 , 严 是 不 上 的 自由 群 . 对 任意 x€ x, G, 2 GO HBI x E 
成 的 无 限 循环 群 , 则 F= x6, 


3.4.2 自由 积 的 性 质 


自由 积 具 有 与 直 积 对 侦 的 渗 性 质 ( 见 1.5.1). 
自由 积 的 泾 性 质 设 在 ,i€ 1 是 群 . 则 对 任意 群 6 及 群 同 态 gp:G 一 0,iE 1， 
存在 唯一 群 同意 多 :人 一人 fË p = gh i€ HM: G;* * G, PAHA: ye 


€ G. lig) -g;€ i5. 
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5 —TRIBIE(UN MX BIER: 

命题 如 B HIR x PES RE zm2 BIB ESRB BR GER. 

-1 个 一 人 注目 的 结果 是 自 pi 8 T ERUSPI E Ade cue BEES 3.14 
RÀ JE AR RR - MEREEN. Ab IgE AAT RORIS. 

设 GOBSE.H.KeG.SHES CC PE HeK-dhghlht H, kE KE ek cn 
-ACH K -MRE Le 为 它 的 -- 个 代表 元 .注意 HeK HAL -元 可 作为 代表 元 . 容 
HWE, GERAH, K- ARERI. EERE , 观 陪 集 由 可 看 非 一 种 群 作 用 的 
轨道. 因为 万 x 届 以 下 述 方 式 作 用 于 集合 和 EuORQE)€ Hx KE x€ GN 
Ask”! W HgK IESEIETEUEBÉE H x KEERT GP g Botnia. 

FAT {Kuk THEE B Goci ARE HERG £6 HIT FE, nl 
有 自由 群 H.E 


H = Ho * (s ( Hflr,Gr, 0). 


其 中 i RBHS 1I r, BUR G HOH, GO RB FC A0 EP EIG: HL = 
m « o Jl Hy BOR D m- m) - me 1, EP m EGH, G) EUR TE. 
4€ 


3.4.3 P X Bd 
广 立 自由 积 又 称 融 全 各 , 其 思想 如 下 ( 见 图 3-1);: 设 G, 6, HRR, HEA 
Ac HG An H G. H 3.4.2 PT IE E HET C, * Goati ARES 上 :四 一 加 
Gah: G Gi G3 但 一 般 地 上 #52. 即时 通过 两 种 途径 映 人 G1 * C, 的 像 不 
同 .在 Gi * G 中 考虑 所 有 如 下 形式 的 元 的 集合 
(ACA) BASCO C hE HT. 
H NRG: GrP EXREAR AG IEHUE REISTIEXCT-RE E ERE G * C/N 记 作 


uma eu € * GN, VET H ^w 


i 
并 记 合 成 映射 G: -=G x * (n e * {ry Ur : G- - 4. T e 6 * h= i 
Apta? Ai- Ar) 
MEE n 并 且 对 任意 用 。 lo 


及 这 样 的 群 同 态 o. GG. i=1,2, E pidi = 2. TU 
自由 积 的 谤 性 质 及 问 态 基本 定理 ， di rEPE— BEA 图 3.4 
P: Gr, * Grr GE pi = gri,i=1,2. 称 如 此 构造 出 的 群 e, Q6 RE CoG X 
FEAS A: H> G.,i- 1,2 的 融合 积 ,或 广义 自由 积 . 特 si. "EN 都 是 单 同 

rod H 可 看 作 tri 和 G; 的 子 群 ， 此 时 融合 积 简 证 为 Gè r Ga 829 G 与 6; 在 Ht 
DM ER 

显然 ,上 述 思想 是 按 如 下 活性 质 作 新 构造 ,已 有 两 个 同 态 A: H G, AS He 

CG PERIE AREAS c: GA, = 1,2, 构 成 交换 的 四 边 形 HA Aa Tirta 


-898 ， LES NE MEE 
图 3-2 所 示 , 即 cA, = ri. 使 得 对 任意 这 样 的 群 同 态 uo 00 6. = 1,2, 它 们 也 使 
på = q3À5; , 则 存在 唯一 同 态 :4 一 和 满足 站 = qr im 1,2. 如 此 得 到 的 四 边 形 
FA pug Tio T2 PRJ EA, ,42 的 推出 (Push-oul) 图 ， 

按 泛 性 质 给 出 的 新 构造 如 叶 存 在 则 在 同 构 意 头 下 总 是 只 一 的 . 我们 构造 的 
G, * 6 表明 i144,421 的 推出 图 1X1,X2,751 co 确实 存在 ， 


144 
A Di7 HEC-ix,vIx'- 12 yt. y RRF 4 BEUB MP 
Cala 2 DS 6 BIAI Go = 《615=1) 在 -个 2 给 
i 7 n ^ MR H= lelte DERRER. BI FA HG cna? 与 


一 一 让 e ， 
~ Aa: H— Ga, e— b? . Bil] Go Gi * 62. 


六 ”显然 ,上 述 思想 及 方法 可 推广 到 侍 意 多 个 因子 的 融合 积 ， 
[sl 3-2 命题 it  C.ICc 1 REBEL HHIH RRES AL: Ho 
G; , 则 在 同 构 意 义 下 有 唯一 群 4 RRDA n GA iE LL TERRBE 6 及 这 样 
HERS 后 :G 一 G 它 们 满足 pA; = pA WRA LE ETETERE  HERUS 9: Ae 
Wig oic. 
ERIRE 4 FEOUEÉ G Li EXT IRE A; 6€ r£ mg RI 
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4.| dé 环 BE 


4.1.1 MER GI 25 45 


循环 群 的 结构 和 子 群 的 情况 已 全 部 清楚 , 即 有 下 面 两 个 命题 . 

AEG 有 限 阶 m 的 循环 群 与 模 m 剩余 类 加 群 Z。 fa] H9 2C ER Br OA PR BE 5 4€ 
数 加 群 同 构 ， 

L1 PERECATHERECORL LES MT AEE, EIG = w, 1h] ELE 
TC. 3161 « 0,24 E | GIR, G REPE — FOX PIC RECO. 

引 理 1 设 群 6 的 元 a HRA m DUI RE (ERE E SE k, jua 的 阶 为 ,让 ,这 
里 Ym ,大 ) 表 六 与 大 的 最 太公 因数 . 

推论 1 mAAR m 防 元 的 个 数 是 go(m) ,这 里 ot mE Tie B br | 
即 1,2,…,m 中 与 m 互 素 元 的 个 数 .换言之 ,m MERR yim) TER. 

4.1.2 与 鸡 论 结合 

引 理 2 XHEXIER X mfim- Zoe (4), EP FAR dim F d Für m 的 正 
HF. 


4 ULPE - 899 - 


ERRA HEE m 阶 群 6, 令 we( 夫 表示 GP d i ERAS, 
m = 2 old). (4-1) 


也 6 Xj m BAR, HAE 2 及 引 理 1 的 推论 即 得 本 引 理 . 

命题 3 AF GR m, WR m 的 任意 正 因子 d. 关于 未 知 元 4 的 方程 47 
=1 Æ G 中 至 多 有 4 个 解 , 则 G 为 循环 群 . 

WAZA ”利用 (4-t) 式 ,由 条 件 有 yeild) x pCGOD. IBI 2 48 uota? = 
pid), V dI m. FFP éc(m) = pim) » 0, C CA m 阶 元 . 

推论 ” 域 的 乘法 群 的 任意 有 限 子 群 是 循环 群 . 

命题 4 当 旦 仅 当 对 任意 正 整 数 A. BE 6 至 多 有 一 个 证 群 的 指数 为 时, 有限 
群 为 循环 群 . 

命题 $5” 当量 和 仅 当 如 的 任何 非 平凡 子 群 的 指数 有 限时 .无 限 群 6 为 循环 群 . 


4.2 "xg 换 WE 


本 节 专 讨论 交换 群 ,为 方便 把 运算 都 写作 加 法 ,那么 单位 元 改称 零 元 , 逆 元 此 
称 负 元 . … 些 交换 群 Aic 1 的 直 积 [ | à; dou Se RE R, e TS EP i Re 
ie rn 


换 群 ,但 改称 直 和 ,并 记 为 四 4 


4.2.1 元 素 的 高 度 


设 4 为 交换 群 ,其 有 限 阶 的 元 称 为 指 元 ,否则 称 为 充 拱 下 . 如 时 A 的 所 有 元 都 
ie, Wk 4 为 挠 群 . 另 一 方面 , 若 4 的 所 在 非 零 元 者 扯 无 挠 元 , 则 称 4 为 无 措 
H. 

挠 群 的 直 和 人 奶 为 挠 群 ,但 直 积 不 必 为 掩 群 . 


例 1 对 任意 的 正 整 数 m, Z, 都 是 挠 群 ,但 直 积 | | Z, TERR DL n 


([2],[2].:- [2] 208 P. E oC. 

显然 -一 个 变换 群 的 所 有 搁 元 构成 子 群 , 称 为 该 群 的 找 FH BE. 

设 4 为 交换 群 , 称 元 素 aC A 被 正 整 数 m ARR WRA b€ G E mb a.d a 
被 所 有 正 整 数 可 除 , 则 称 a 为 可 除 元 . 当 4 的 所 有 元 都 足 可 除 元 时 ,就 称 4 为 可 除 
群 . 另 -方面 , 设 p NRR, p 是 a 被 bp MOURRET. MIIR k H a 的 高 . 当 这 
个 最 大 祖 木 存在 时 , 称 a 的 高 是 无 限 的 ,或 说 o Ep R. FRA, HI 
EET LECHE 是 pp 可 除 的 时 ,a 是 可 除 元 . 

可 除 群 的 典型 例子 之 一 是 有 理 数 加 群 , 另 ，- 典 型 便 玫 全 

H2 $ P-iíia.ma."'lpi-20,pq4,178,.,0,* 0 70 a; HRA EYK 
LDW POSSIEREE. ABAN, p PIS ERE = (a, a) =la) p MIRE, 


而 县 Pye Pre, P= U Pi. 所 以 称 P AIUTAIRRERRIL IREE p- E. 


- 900 - 第 6 篇 F à È 
ERI SERA 为 一 个 直 和 ,其 直 和 项 或 者 癌 构 上 有 理 数 如 群 ,或 者 同 构 
一 个 所 循环 产 群 时 .交换 群 4 是 可 除 群 . 


4.2.2 自由 交换 群 


定 文 集 台 关上 的 自由 交换 群 为 这 样 的 -一 个 交 搞 群 六 吕 一 个 映射 所 于 一 交合 
得 对 任意 交换 群 4 及 任意 映射 :4 一 4, 存 在 叭 -一 群 同 态 6: 一 4 满足 = 
构造 集合 上 的 自由 交换 群 比 3. 1.2 要 容易 得 和 多. 村 所 有 x€ X, $9 0, = (a) 
HERI, F= C, E XSF, 1 — a, MARAE F ix ERARE. HA 
上, 可 以 简单 地 说 FR rE X 5g Z AAA. HE efr ie 
Amo 5PH -ARR UIBAJSTRRERI A, UL REEL ERRE. 
命题 了 当 且 仅 当 有 XCA 使 得 任意 aE 4 nE a nat mao 
4ong. xs € A.0s n;€ Z BELBÉ 4 为 自由 交换 群 .而 此 时 你 X 为 自由 交换 群 4 的 
W. GARE 4 的 住 两 基 有 相间 的 基数 , 称 为 自由 交换 秤 A BRE. 
在 3.1.4 中 提 到 的 月 由 群 的 性 质 对 自由 交换 群 也 都 成 字 . 
4.2.3 d TRE Ax JA 
AT LL HUS BB AP rc: ROBO SERE BR AUG ER 4: RAS YR EE. 
HEERA SR i BE d 85 RUE RRF. RT ELUEB3TE ROUES C635 FERE EYE RI UE 
ds QUI TTEEVE TIE EZB A, m Er A A S6 TEES E A a RE 
1.5.3), 男 一 方面 ,利用 命题 7 EIS pL ER PETRO EI EEX 88 110) E PT n] uEBH Ty BR 71 
(r) 3:36 Sc p 8ECOACAE FER PX EI da de BE. D mr R48 n FA FJIERE: 
有 限 生成 交换 群 结构 定理 设 4 为 有 限 生 成 交换 群 , 旭 有 素数 pipot p 
(不必 互 异 ) ERR kekok BIERKES r. tE 
A= pk Dp PUD PDB. 
— 


而 月 Pis Pas pyr Kp katta À 及 + 都 由 4 唯 -确定 ， 
值得 指示 的 是 ,以 于 结果 可 推广 为 主 理想 整 环 上 上 有限 咎 .成 模 的 结构 定理 . 
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4.3.1 接 位 子 群 . 中 心 列 
对 群 CH, y Sla y] xx! y" RO x Ey IH fu T ARRA xy = 
[x.y]yx. EE H, Kec CERNS HS K TBH 了 生成 的 子 群 记 作 [ A, 
K]s4 A. kl € H, kE KO. RR 
Ki(Gis[C.G] S 4[x.v]ix.y€ 6. 
HHBE G. C=- 它 . 称 为 6 DD T-BE SERT RE. WI C AGC ERE, EY) 
Beir mLAN Ce EZAR ZRELA 
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命题 8 UNAGJIPSHO NLC. CII, GA MERR. 


iE P. n ERE X. Kn OTK CG). ,就行 划 群 6 WIER TEE S 
Ro 6) 一 G): 


C= KCRG RO (4-2) 
PAR 的 下 中 心 链 , 这 个 省 称 来 自 下 述 性 质 . 
引 理 3 SHE SE LL COR COO) C ZUGZ KL GN. 
对 偶 邮 ,十 构 作 上 中 心 链 , 令 ZO = ZI CO EET X ZG OS ZG 
fE Z,. GRC = Z GZ , 即 得 上 让 心 链 ( 令 ZUG) = 0; 
| = Z4 0) EZíiG)m «66! elt (4.3) 
引 理 4 nm f EE n EA O= LW Z. C6) 9 6. IE ZR LOIRE n 
fi Z,(G) - G,WJ K,CG) - 1. 
xt AAA], BERE CA. 2) 2743 ERE HE PN e Bt RU 守信 DERECAL SO ESTTER. 
KEITH JHIA G. 


4.3.2 X X 


8 4.3.1 中 的 记号 ,车 s EERO: 1 piht SERI WaR 6C ERTE 
Hn HREH. TEM UEB] REEREIS T HE AEE T. HUARTE RIH 
DEREN. WERD -ESTERI F. 

AI e ARTH, MA 

e Fle N AGY NOZ G) =l; 

2 Hg GW H EGIKERA TE. 

例 3 对 任意 素数 p TERR AEREE AM 2.4.2 命题 9 可 以 看 出 .从 
EL PUE £5 HE UE TE fo: ERCRESE RESET db ipo ERE BETA HE 

定理 2 设 忆 为 有 银 群 , 则 以 下 三 条 等 价 : 

l^ C ERIE: ' 

rG EENT TEHA: 

了 的 符 个 子 群 都 是 次 正规 的 . 

对 于 任意 等 堆 群 , 则 有 下 述 准 则 : 

慌 尔 第 零 性 准则 GN AC ANSON IERE, M CERTI. 


4.3.3 PEFR pH RETE 


容易 证 明 , 群 妃 的 正规 医 零 子 群 之 积 仍 为 正规 笑 汰 了 样 , 称 G 的 所 有 器 零 让 
BUT 8E: REB T BE OS HERE ( Futing) RE ia fE Fi( 60.3E 1L 0.25 6 AS ERBE RS CW 
足 正规 子 群 极 大 条 件 时 ,Fat( GE 6 BPBBCKRIENURERE pP Uf. 

对 群 GERTH, Kx Hc KH eug Zr CIERIHE KH E, Bute 
PERLET Coi H/K AL 2.2.3). 


命题 加 设 大 = GrGz term: ARG 的 正规 列 ,风门 Ce( Gaare 


FuCG). XE. : 步 , 少 该 正规 罚没 有 上 真正 的 加 细 正 规 列 (此 时 , 称 沪 正规 列 为 GER 
列 ), 则 式 中 等 式 成 立 . 

E MEECHTEM CBS EU MCOBIG ZiT, M M Fo c 
的 极 大 子 群 ,5 的 所 有 极 大 于 群 之 交 称 为 6 的 弗 拉 蒂 尼 闻 群 , 记 作 Fra( 62. TEE, 
攻 尼 没有 极 大 子 群 时 (例如 拟 循 环 群 无 极 大 子 群 ) ,规定 Fai 6) = 6. 

弗 拉 带 尼 子 群 与 下 述 元 素 有 关 . 群 6 的 元 素 g 称 为 非 和 成 元 ,如 果 对 任意 
cG HE G2 CX. a), WA G— OD,BI g 在 任何 生成 中 不 起 作用 . 

命题 11 群 6 的 弗 拉 蒂 尼子 群 Frat( 0) 是 6 的 所 有 非 由 成 元 的 集合 . 

命题 12 df 6 的 玮 拉 蒂 尼子 群 如 果 是 有 限 的 , 则 是 宕 专区 ， 


4.4 nf R BÉ 


4.4.1 THE 


如 果 CH- ARIER C= Gom C momo IE ARAF GiGi 
= 1,2,…,a 都 是 交换 群 , 则 群 C FRA RTRRRE. 

^ CD = [6,2] ,归纳 地 定义 CD = [cC0, cO ] WERTERA 
G 的 导出 链 : 

G= Ga c -Um Gn ues 

不 难看 出 , 当 且 促 当 存 在 正 整 数 庆 使 如 21 时, 群 上 uR SHES C 
ti -DEMRE G= Wo Ni … 尖 外 = 工时 ,其 每 个 商 央 子 为 交换 群 .使 Co = 1 
的 最 小 正 整数 d 称 为 可 解 群 G 的 导出 长 . 

S N. a ARFA TAE. . 商 群 仍 为 可 解 群 ;可 解 群 的 有 限 直 要 仍 为 可 解 群 . 

算 堆 群 显 然 是 可 解 群 , 但 反之 不 然 .例如 3 次 对 称 群 S. 外 可 解 群 但 不 是 者 堆 
8. 

WES 13 15 可 解 群 的 极 大 正规 子 群 的 指数 必 为 素数 . 

2 叮 解 群 的 极 太 子 群 的 指数 或 者 为 无 限 , 战 者 基 一 个 未 数 之 军 ， 

“可 解 群 "这 个 名 称 来 自 伽 罗 瑟 对 多 项 式 的 根 式 可 解 性 的 钱 究 .他 断言 ，- 个 多 
讲 碟 订 用 根 式 解 出 所 有 零点 的 充 要 条 人 忻 是 该 多项式 的 根 的 集合 决定 的 一 个 置换 群 
{( 栎 为 该 多 项 式 的 人 苏 罗 瓦 群 ) 是 如 上 定义 的 可 解 群 . 

4.4.2 有限 可 和 解 群 

有 限 闸 解 群 的 突出 特征 是 x- 凸 罗 性 质 成 立 . 在 群 论 中 常 以 x 表示 革 些 素数 的 
集合 ,而 n COR x 在 全 体 素 数 集中 的 补 集 . 如果 整数 m 的 所 有 素 因 子 都 在 x P, 
则 m 称 为 xz- 数 .如 果 群 元 a 的 阶 是 x- 数 , 则 a 称 海 起 元 .而 如 果 有 限 群 6 的 所 有 
AE AB n on LU PRA x- 群 . 

Bx 是 一 些 喜 数 的 集合 ,有 限 群 cB ma, HUP m 为 直 数 ,n 为 x'- 数 ,出 
Dis BH HEH, 6 中 阶 为 m BST RERO RAE TE ARA r- 1 HE LXX BRIT ERR OM G 
的 霍 尔 子 群 或 堆 尔 六 子 群 .比较 西 罗 定 理 , 下 述 三 条 性 质 称 为 r- APROBE z- 


SORTEO: 

J? 3R 45 a- TREE TE : 

r EE CTER a- THRE, 

3 任意 0r- TRAER -ER n- TEH. 

ERER ”有限 群 为 可 解 群 ,当日 仅 当 任意 数 集合 a.n- PUE ERIEK. 

关于 有 限 可 解 群 有 两 个 当初 都 以 班 赛 德 1 Burnside? ji 8 E PK, fr WE UESH ES A 
XE PR. 

re 定理 Er pg 的 群 是 可 解 群 ,其 中 p,q 9x 

奇 阶 群 定理 ” 奇 阶 群 是 可 解 群 . 

两 者 的 证 明 都 用 到 有 限 群 的 线性 表示 理论 , 语 者 的 计划 还 莫 定 了 有 限 群 论 趾 
的 局 部 分 析 方 法 .线性 表示 与 局 部 分 析 都 是 单 群 分 类 中 | 鸣 币 要 工具 ， 
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如 集群 6G —IENUGIGumGC moiGo-1.HDHETGRIB FR ERE, 
G FE Up. 

如 果 群 不 有 一 个 次 正规 列 C2 G0 外 主 … 主 GG =1, 贞 每 个 商 因 子 是 循环 群 ， 
U HALER. 

超 可 解 群 与 和 多重 循 环 群 是 群 论 中 被 研究 得 比较 充分 的 两 类 群 , 仅 列 出 两 结果 
如 下 ， 

胡 煌 特 {Huppert) 定 理 ” 当 目 仅 当 有 限 群 的 每 个 要 A 斑 群 的 指数 都 是 素数 时 ， 
它 为 超 可 解 群 . 

贝尔 {Bear) 定 理 ” 当 所 仅 当 一 个 多 重 循环 群 的 每 个 全 鼎 南 群 是 超 可 解 群 时 ， 
它 是 超 可 解 群 . 
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附录 1 


初等 代数 
编 者 许 康 
TAF KEB 


H ox 


S B) saaese sese res ste nnn (907) 2.8 Tí (Ei 7 MSN TT"——! 
1.1 T E 2.6 ”有 穷 数 全 及 其 求 和 … 
L2 BERE ee (908) 3 GEIRR eee 
1.3 整数 集 esee 66668 (909) 3.1 ERREG 
1.4 ”有理数 集 eeen (910) 3.2. 有 理 分 只 Ut 
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2.4 ”多项式 的 因 式 分 解 … (917) 


1 数 集 的 扩张 


1.1 集合 简介 


|. 集合 概念 

把 确定 的 互相 可 以 区 别 的 一 些 事 物 合并 起 来 ,看 成 DEDE SERES TR 
{简称 集 ), 其 中 各 事物 称 为 该 集合 的 元 素 , 元 索 a 属 十 集合 5, 记 为 aE S. EUR 
限 个 元 素 的 集合 称 为 有 穷 集合 ,否则 称 为 无 穷 集 合 ， 

集合 由 它 的 全 体 元 素 所 确定 ,常用 ! ”| 号 将 这 些 起 求 括 起 来 表示 这 个 集合 , 例 
如 4= 11,2,3,41 ;或 者 列举 全 体 元 素 具 有 的 某 一 性 后 P(x 加 以 概括 ,例如 4 = 
ix| P(x)! = lala 是 小 于 了 于 的 自然 数 | ， 

没有 任何 元 素 的 集合 nios Se xem ipo. 

2， 集 合 的 关系 

WERS B 的 元 素 都 是 集 侣 4 的 元 素 , 就 称号 为 1 的 子 集 , 或 4 包 舍 品 , 记 为 
BCA. -集合 4 基 它 自己 的 子 集 , 有 Aca ABR VRTE R uga 的 真 
TD B GA. 

E ASBH.HOSA,WJfR A- B. 

包 合 关系 具有 传递 性 , 即 4 了 D8,Bo Co ADC. 

一 个 集合 也 可 以 以 其 他 集合 为 元 素 , 形 成 集合 的 集 谷 ， 

3， 集 合 的 运算 

L IE) A,B 集合 的 并 ( 集 } 记 为 4 口号 ,其 元 索 山 属于 4 或 属于 上 8 的 元 素 
组 成 (相同 的 元 过 在 并 集中 内 出 现 一 次 ). 

2 ^E) A, BREEDE CECA A 门 8. 其 元 过 中 属于 A BAT B BUE 
组 成 . 

3 (E). A, B 集合 的 差 ( 集 ) 记 为 414 8, 其 元 未 | 川 沪 于 AmA TA WE 
Ex: 

并 与 交 运 算 分 别 服从 交换 律 .结合 律 , 且 兴 同 服 从 分 卫 律 . 

4. Eii 

I RA, B RAT ES SG. 是 一 个 确定 的 法 则 . 村 上 每 一 个 ac A. RRt 
法 则 ,有 县 可 有 一 个 5E B 5208 wg BR FM 4 s] B 的 映射, 记 为 

f:A >B (ÑA -4 .p) 

5 叫做 与 在 上 的 作用 下 的 像 , 记 为 上 = 天 asa 叫 敌 上 在 六 的 作用 下 的 一 个 原 像 . 这 
里 集合 4 称 为 了 的 原 像 集 ,或 者 上 的 定义 域 , 记 为 domi 户 . 对 于 所 有 的 «c A CR 
aa 相对 应 的 睛 的 全 体 组 成 中 的 … 个 子 集 , 称 为 了 上 的 像 集 ,或 者 了 的 值 域 , 记 为 
rani f). 


Bo o MRI 初等 代数 


2 共有 和 称 f 
是 从 4 到 BB 的 -- 个 单 射 ; 若 在 明 射 站 ,B 的 每 一 个 元 素 都 侍 少 是 4 中 某 - -个 元 素 
Tr] fS . II B = can C OO LEER. y EMA 到 8 的 EI. BEGSULET X. Eg HE Ln ey f 
是 从 A 到 晤 的 -个 双 射 ,由 叫 单 满 射 .或 称 - -一 映射 . 

P HAREMA TIR A-R, g 是 个 法 则 , 佑 和 对 于 每 个 6 B,EE 
di b (EA 中 的 原 像 a 与 之 对 应 , 则 称 e HRI: A-B foit 0p ie fE e: BA. SÉ 
FA f S g PEZ UEBBARBSI. NEED g 为 11, 或 ff 为 p71! 显然 (1 中 -1=. 

中 如 果 集 人 台 4 与 集合 8 可 以 作成 一 一 映射 , 则 说 未 对 等 于 8B, 记 和 作 #~ B. UL 
说 这 项 个 集 有 相间 的 基数 (或 称 势 ), 妈 这 两 个 集 等 势 . 

3 若 计 与 Y 是 数 集 , 将 映射 rx Y EGET X E: BE ELE OS 
AxN x € X). 


1.2 自然 数 集 
1. 基数 理论 
IRP 5E (Neumann) M 3: S HE E X DUK Fg Be dA E GAOT: 
0 - 05, BI 025 
L- dei. BB 1-101; 
2- |A iot. Bl 2210.11; 
3-1gy.igu.io,siglli, Bl 3= 10.1,21. 


Tuba: x TARARE TE Elm ENARA MIR IXEACR HOUBS 


-个 成 并 
lem, l=- m,l» m. 
4L HIE- R, L- CLER Lied LL EAI- H M, M~m, B LOM 
= LUM = N,N ~ n WR n 291 5j m ZI ION Ee m= 可 以 证 明 , 这 种 如 法 
xi (x SER GER SS GO SE. In ERO IPEA m 个 1 dH SR RE -的 ,并 可 记 为 = ! 
eo i= mud FE m, i HR. ERI EUER IEGS Cr qe ib ,结合 律 及 乘法 对 加 
法 的 分 配 律 ， 
2. 序数 理论 
定义 集合 N 的 元 素 叫 向 自然 数 ,如 果 N 的 元 素 间 有 一 个 址 本 关系 "后继"{ 用 * 
来 表示 ), 则 满足 下 列 公理 ; 
PIEN. 
2 yat N, AE—HJ a* € N. 
r vaCN,a'/-ER I. 
4 VaC€ N,BEN. f a* 2 b* la b. 
5^ {归纳 公理 ) XP MCN.HLIEC Mis y ac MUS ut CM, MEN. 
用 2 表示 1* .3 表示 2+ ,…, 则 可 以 把 N HERRE S 1,2,3, n. n^, 
…. 这 样 的 自然 数 称 为 序数 . 
定 沁 ”自然数 的 加 法 蚌 一 种 关系 “+”, 使 得 Ya,5EN, 有 有 叭 一 确定 的 a+ 5€ 
N, 并且 


| 数 集 的 扩张 * 909 ， 
l*a-i-2n^*; 

2arcb*-(oc-bl'. 

VERI SEES TRI ER. a, 5 RT ELE VE E] RS Me, BATE kE N. f£ 
a= b+ k, IMER a» h tik bea. 

H PRICES RUE ; CE EE PIT FR SPEO) EPA atja ZA KEEA IC b ii 
a«b«ca'. 

EX HRANE -种 对 应 关系 "…” ,使 得 wapEN, 有 唯一 确定 的 ab 
€ N,JF EL 

I a*1-7 a; 

Fath za'th+a. 

由 定 疼 可知, 自然 数 集 N Hm MREMEN A. 

定义 ”自然数 的 减法 : 设 a.b€ NOE EN, fli htsa WIE Haw 
Eb ZWI a- b AE a mp stage, e mas ok) TE Be SERE. 

定义 ”自然数 的 除法 : 设 a. bCNCETEIE EN, fE bx 2 a WER Jua EEUU 
b 的 商 , 记 和 作 arb. XXE. a DIU ERE L6 PER. OR PEG n irj oes A E iS. 

A £M ME FER HC RE E BR EJ 

3. 代数 系统 .代数 结构 ) 

设 $ 是 一 个 非 空 集合 ,如 果 存 在 一 个 法 则 * .使 3 中 的 任意 两 个 元 素 有 S$ 中 
唯一 -确定 的 元 素 与 它们 对 应 ,就 说 * 是 5 的 代数 运算 ,* 对 * 构 成 代数 系统 { 或 称 
S 对 于 运算 * 成 … 个 代数 辣 构 ), 记 为 (5,*) .5 Xa Y - 是 封闭 的 . 

洁 此 ,自然 数 集 NN 对 + 或 对 :分 别 构成 代数 系统 .tN, + ) 与 (NW,*) 都 是 可 交换 


1.3 整 数 € 


自然 数 集 N 虽然 对 + {加 法 )} 和 '{ 磁 法 ) 两 种 运算 甘 闭 ,但 对 加 法 缺乏 单位 让 
F o RZE HM, ya EN REAMER 全 入 a+ a! 2a tasm tE 
法 虽然 有 单位 元 素 1, 却 缺乏 道 元 素 ( 例 如 .wacEMN. 找 不 刘 逆 元 素 d ihata = 
"= 1). 所 以 CN, + 和 (N OAR EFE. 

l. (Z, + Oo Bt 

将 自然 数 集 扩 张 为 整数 集 了 =Z-Ui0IUZ+ BZ 称 为 正 整 教 集 , 即 N: 
7- 称 为 负 整 数 集 ,由 N 的 元 的 加 法 道 元 全 体 组 成 。 则 (7Z. + ) 成 为 交换 群 . 

2. (Z. EH 

(Z, ORFE HA Z PRAMA I HRHD GR. 

3. (Z, +.) 

环 是 具有 两 个 运算 (加 法 和 乘法 ) 的 代数 系统 ,而 时 E E E 
法 是 -一 个 半 群 , 苹 法 对 加 法 的 左右 分 配 律 成 x. 整数 集 z 问 时 满足 这 3 个 条 件 . 抽 
且 适 合 乘 法 变换 律 ,所 以 整数 集 也 是 变换 环 . 

4. 带 余 除法 

IP3:a€Z,bC Z5 = ZA 101), EE B. RAI EN g 与 r, 使 得 


，910 * 附录 1 初等 代数 
a=tr, Qgrelbl. 

mE r = 站 0,. 怠 是 请 整除 a, 记 作 直 1a. 

r 若 束 数 g>1, 则 任 一 正 整 数 a 能够 唯 -地 圳 示 为 

aca a E o 6 4g 4 ag. 
这 里 整数 n20, EZ, H Oma xgi-0...n. 

这 个 式 子 表明 ,只 归 用 cT CBE REEL SER ERE GE E XE a B3 e tibl 3 
本 法 可 以 简 记 为 HUS ttd p ng. 

5. 十 大 公 因 数 与 最 小 公 倍 数 

1 最 大 公 因 数 车 dla is G2, ni nz2, WER d X asaz a, 的 公 因 
EAA TENTARE na ,az ,om 的 公 因 数 只 有 有 限 个 ,其 中 必 有 最 大 数 ， 
这 个 最 大 数 就 叫做 这 5 个 整数 的 最 大 公国 数 , 记 作 ( a artsa). 

rE Blaps aa) = LIRE aata 为 于 二 .如 果 其 中 每 两 个 数 
AR WACAN R. 

3 最 小 公 倍 数 Balm, i=l, 2,0, n, n2, WPR m 是 这 4 个 数 的 公 倍 数 . 
FEEN a a2... 的 -一切 正 公 信和 数组 成 的 非 空 集合 中 心 右 最 小 正 数 , 这 个 最 
小 正 数 就 叫 慌 这 s 个 非 堆 整数 的 最 小 公 倍 数 , 记 作 F aas]. 

6 宫 数 与 合 数 

I 索 数 与 合 数 ” 如 果 大 于 1 的 整数 器 公 有 两 个 正 因数 1 ' p WiN p ERK: 
如 果 正 整数 n 有 多 于 两 个 的 正 因 数 ,就 说 = 是 合 数 ， 

2 算术 基本 定理 ”每 个 太 于 1 的 幕 数 都 可 以 唯一 地 分 解 成 率 因 数 的 飞 积 (不 
计 诗 数 的 顺序 ) ,这 就 是 算术 基本 定理 . 

这 个 定理 表明 a 有 标准 分 解 式 

az pi pni p+, 
HOP 让 ,pz 是 相 异 素数 ,aiE 了 = 1,2, c. k. 
1.4 / X8 E 

整数 集 对 除法 运算 不 封闭 ,有 必要 再 加 以 扩张 ， 

有理数” 形 如 了 名 (a€EZ,5E 5) 的 数 叫 有 理 数 . 当 bla MERES M bha 
H, iA. 

> 有理数 集 有 理 数 集 用 集合 表示 为 

Q-Q'UioiUQ'. 
此 中 Q'-[4 |a seu]. o [E | -abc 

~ u _ + 28 8 

设 aan € Z, 5, b € Zo. 3$ a bo = as 64 HT, b^ by 

ai 03. abt tby 


加 法 o4, 7 pb C 
no s 适合 交换 律 .结合 律 和 分 瑟 ' 律 


4| 0; 9182 


乘法 b, b bibs’ 


ud ob^ Wh 


除法 b b. aibi 

有 理 数 的 绝对 值 | espe S (st eg:).o(s2-0).- 全 
(55 eo). 

Ego y PEARS HF - 地 是 正 有 理 数 , 则 -> 地. 

3 有 理 数 域 ” 域 是 具有 加 法 和 莱 法 运算 的 代数 系统 ,. 它 至 少 合 有 了 黄 个 不 同 的 
AR 0 0 1, 并 且 对 加 法 是 交换 群 ,对 乘法 ( 除 0 以 外) 思 是 交换 群 , 旦 乘法 对 加 法 的 
分 配 律 成 立 ， 

有 理 数 集 Q@ 符合 上 述 条 忻 , 所 以 是 有 理 数 域 . 

域 是 环 的 特例 ( 子 集 } ,所 以 有 理 数 集 也 是 有 理 数 二 . 

和 有 理 数 住 ” 若 上 述 乘 法 运算 的 交换 律 不 成 立 , 叫 该 代数 系统 称 为 非 交 换 
域 . 域 和 非 交 挽 域 合 称 体 ( 叉 叫 除 环 ). 因此 有 理 数 域 立 引 有 理 数 体 . 

5 分 数 与 十 进 小 数 

凡 既 约 真 分 数 总 可 以 化 为 有 限 小 数 或 无 限 循环 小 虹 . 假 分 数 是 整数 与 真 分 数 
的 和 , 它 的 既 约 真 分 数 部 分 当然 也 如 此 . 

1.5 X XX dE 

|. 无 理 数 

把 不 能 表示 为 有 理 数 (分 数 ) 的 数 称 为 无 理 数 . 

无 限 不 循环 小 数 是 无 理 数 . 

2， 实 数 

称 十 进 小 数 

a= ap mar Ge 
为 宇 数 ,这 里 ay PE, apante a s AENT 10 n8 Ifa EXE. 

实数 集 是 有 理 数 集 与 无 理 数 集 的 并 集 . 

"LEE R= RU UR MERELS fasce png. 

两 个 实数 g — ap ajara B= ho. b bye b OLORE ER E EL n lh i 
后 相 民 数位 数字 的 大 小 而 判定 大 小 A MEREERIN. 

Each BAZE k IE aeh ARAR b= 5 bibo bu M oec bgp 
MEHR (E a, <9, E Gkr’ e LU TER EX (b — dg. Ga ita. ttn pyi-a S: 
aeca« bs f. TNEM TER a. BAERE. N, TE a Hja da 
可 任意 添加 匹 腿 不 循环 的 数码 构成 无 限 包 个 盛 理 数 ,E 人 让 仍 在 a,b 之 间 也 即 仍 在 
a 让 之 间 . 所 以 实数 具有 稠密 性 . 

AFER a= qo 22 下, 可 所 写 出 它 的 精确 到 130" 的 不 是 近似 值 aj 
= ay ajar a, MREMA at = ap. aar a + 171G" AE, AEH aE lo. 


* 912 ， Mig 初等 代数 
a, ].220,1.2.75. HEB a 的 大 小 就 可 以 用 有 理 数 a; 和 和 a+ 形成 的 闭 区 间 套 
X ih a FT CESAR FREIE. 

3. 实数 的 四 则 运算 

I NE 了 履 e,pBER, 昌 ay + 二 7<od 有 0 2 4, WEE y Ha 加 
LERA, WAH y 2o e B. iE e p CE .结合 律 ， 

GONGBCOR, + ) 有 只 EJO. 

NUI Ha PER, A ER fE p+r MEK: 为 : 减 去 的 差 , 记 为 x 
-e«-D.H x 是 唯 -: 的 ,并 用 < 一 有 =a+f 一 月 ). 

TRE dGragcR'.Ha.BleycalcBlin-0..2,-—.9MfR y Hak 
以 的 积 , 记 为 Y=a 训 而 且 a:0=0O+:a -0;:C-a)B-a(- B) - - Lal); 
(-a)( - B) 2 ap. SCC TE A I Sca (E .结合 律 . 

实数 集 (R,x) 有 队 :单位 元 上 

FR o € R(R, = R & 101), 有 唯一 的 BER, fE o82 i - 1, 3x E o modia 的 道 
JE. ION al. 

中 除法 RaaER LER HA ER [B =a, MER: 为 a 除 以 的 商 , 记 为 
ig Ra RESTER EB a apr 

5 34:2; ix aCR,a€z WREE AEA CE 


t, n=l; 
ela, n1: 
a=], nzÜ0,naL0; 
"us n «0,a x. 
此 外 o"a^ = a" * ^(g7)^- a^" iC aft)? - a" p", 


4. 实数 域 

实数 乘法 对 加 法 欧 分 配 律 成 立 ,而 和 且 {R, + ),(Bo,') 都 是 交换 群 ,所 以 R 是 数 
域 . 当然 ,R 也 是 数 体 . 

F aB YER, W 

PONE a >,a = P,P>a 三 者 有 一 个 且 只 有 一 个 成 六 . 

r 传递 性 若 a>8,B>7Y, 则 a> YY 

y 单调 性 S o28,Wacy»2PBey. 

4 EE Æ e> p,y>0 W ay > By. 
H 和 还 可 推出 

s 变 向 性 # a>, yY<0, M gy > ay. 

实数 RR 是 有 序 域 . 

5. 实数 的 开 方 

F nnR> l ,aER, 则 称 适 合 rca 的 实数 x 为 g 的 次 方 根 , 求 方 根 的 运 
TE nt] fi JF A. 

MEREKA TE GE DERE D EE (0T CCP C9 ER. 
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Aart PR no 94A EB ga -AERAR r i iim oix PRO a W n XR 
ABUS x-d. 

正 实数 a 的 俏 次 实 方 概 有 两 个 值 x* 和 -xx .可 以 用 + 上 :re m. 

非 正 实数 a 的 奇 次 实 方 枢 旦 叭 一 的 非 正 实 数 ye . 


1.6 H X 集 


实数 域 对 开 方 运算 不 封闭 ,有 必要 继续 加 以 扩张 . 

| 复数 集 

4i yx. y€ R URR RE ERRARE O. v) EE KUTB HY 
HAR ERU. HAEA C. 

x WRR R, RER IEA x = Relx, y); 

y 叫做 复数 {*,y)? 的 虚 部 , 记 为 Y = Imo x,y). 

苦 两 个 复数 相等 则 它 亿 的 实 部 相等 . 虚 部 也 相等 . BO v = C v) ex 
tune 

2. Bit) t SUE EDU 

称 := x+Yix,yE 上 ER) 为 复数 的 代数 形式 , 共 中 了 = - 1. 

?加 法 (xq yq Grp an 

加 法 满足 交换 律 .结合 律 ， 

2 减法 Crt) rl. 

XB 0«0:E EE x + yi MIE- a- vi. 

X Æ (at yiii t i 

乘法 满足 交换 律 ,结合 律 . 

P 除法 (xt yi Xix2t NA + En AYR, 


(xi Yi) — xi yj xia oy 


若 复 数 x+ yiE CU x yizo 012 0), 0] 23H = EXAM tt 


X tyi va a? x* 
=[ 称 为 蕊 的 单位 元 . 
FER (x yi) € CS, TURM T + 是 x oko yi mW, iW D Cx o 


yi) "ix yx Yi) REC 
规定 x-Üü0izx.0-1lizi. 
此 外 Ho Mt Pa i, tai mE. 
x * yi By3tEg Ei de E x - vil 
3. SU — FEE SL A SEE 
— 了 


LER z=x+yi=v ECC AN 
叫做 复数 的 三 角形 式 ,这 里 1z1= va ey ERE : BEL cos = | ing 


* 914 >» 附录 1 初等 代数 


= ra EGER à 称 为 复数 x 的 辐 角 . 


r aibide Moiwe) 公 式 {cesð i sinÜ)^ = vos + i sinn, nE N. 
z*zlzli^Ceosn? + ising}. 


r mp3; T= Via EER Liu EEREN) c qi sis 


和 1, 其 中 怠 是 1 的 次 方 根 ,简称 n 次 单位 
IgE ELEUÉ n TÉ essei, -1 这 2 T ERIT EL BR Ae, Bud E 
AER, RERI c, EAR T n ORG. 


Win Ef reo 的 三 次 方 根 分 别 是 sa=1+obe = be esci. 


.可 以 充 : 35, .次 原 根 的 是 £1 和 ez. $E, ei = £34. ei =? =Í; TÉ Ep E= ed -]. 

4. 复数 集 与 实数 械 的 关系 

由 x+G=x 知 , 虚 部 为 零 的 复数 就 是 实数 ,所 以 实数 域 R GC. 

复数 x+ yi 当 关 0 时 叫做 虚数 ; 当 x =0,y 寺 0 讨 叫 做 纯 虚 数 ， 

(€, + ) CC. OBERE AC BRE, X. C 中 乘法 对 加 法 的 分 配 律 成 立 , 所 以 CC， + ，) 
复数 乘 方 的 代数 臣 可 以 按 二 项 起 定理 求 得 ,如 (xz e y? = x e Rayi e Y^ 

=x- y)  2ayis 复数 开 方 的 代数 式 一 般 无 法 写 出 ,这 里 仪 介绍 平方 根 情形 

Mz= w+ yi, Mz = dn 


E 


复数 不 能 比较 大 小 ,复数 域 C —-— 


2 多 项 x 
代数 式 就 是 以 字母 的 有 限 次 的 加 M 306 BI DIL HA REC A 
方 运算 ( 含 开 方 运算 ) 构 成 的 解析 式 . 


解析 趟 中 的 字母 分 为 两 类 ,一 类 是 在 其 容许 值 范围 内 任意 到 值 的 , 叫 是 变数 
Ch: :类 是 当 自 变数 ( 基 ) 和 性 意 取 值 时 保持 相对 固定 值 的 , 叫 参 变数 ( 症 ). 

解析 式 的 自 变 数 的 所 有 容许 值 的 集 ,叫做 解析 式 ( 以 总 巾 它 所 定义 的 画 数 ) 的 
定义 域 . 

如 果 帅 个 解析 式 有 相同 的 定义 域 , 而 且 对 于 自 变数 的 启 有 容许 值 组 都 有 相同 
的 数值 ,就 说 它们 是 恒 等 的 .如 32-7 5€ ya- y). 
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MPRA TRKE SCC TE] (ELE 189 Z2 3GRI) LI RATE SCE UR 
它们 是 在 公共 定义 域 上 人 恒 等 的 .如 蔚 二 1 与 x+ | 
一 个 解析 式 用 另 … 个 与 它 重 等 的 表达 式 去 代 换 时 .叫做 便 等 变形 ， 
2.1 RI EID MEL 


i. 单项 式 

1 单项 式 ” 由 数值 系数 与 自 变 数 ( 它 们 都 在 数 域 HK LHUBOBUJAES: BREF 
HL pt 

Arye 

ni A ES x ,y,…,z ERA F EREA. EAEE iF F. 

T ERARA Ated RRR H A k+ +o tg FU A A TX 
数 ， 

P 同类 (相似 ) 单 项 式 ” 如 果 数 域 六 上 的 现 个 具有 相同 自 变 数 的 单项 式 仅 有 
系数 的 不 同 , 则 称 这 两 个 单项 式 为 同类 (相似 ) 单 项 式 ,或 串 炎 项 . 

2. SAR 

P 多 项 式 ” 由 自 变数 与 数字 {它们 都 在 数 域 上 取信 ) 所 组 成 的 , 仅 经 加 法 友 
乘法 运算 所 得 到 的 解析 表达 式 叫 做 数 域 FK DARE EIC. ER E EA 
FF. 

D 多 项 式 的 标准 形式 “经 合并 同类 项 ,可 以 得 到 如 下 标准 形式 

并 (全 ye 

如 果 41 = 4;=… = 4,=0, 特 别 地 称 为 零 多 项 式 ,这 绪 PO y o :) m0. EOD 
题 也 成 立 . 

如 果 各 项 的 指数 全 为 零 , 则 Pix ,yz2) AAA E (常数 ), 称 为 
EK EIS. 

如 果 Aj. A377. A; 中 仅 有 一 个 不 为 零 , 则 POx, y cor) E SEN AEAT 
不 为 零 . 则 P(x,y,… ,2z) 是 二 项 式 , 等 等 . 

儿 项 式 各 项 的 次 数 庆 + 上 +++ (= 上 2, ni e KEERA A Ek 
的 次 数 . 如 果 各 项 次 数 都 相等 (等 于 4}, 则 称 这 个 多 项 起 为 n KARKEAA, 


ik nm. 
Dad -0BEIBÍleaNgO usada T EsseWGm se mismos 
二 元 多 项 式 等 等 . 


y 多 项 式 恒 等 的 充 要 条 件 ”以 标准 形式 给 中 的 两 个 多 项 式 恒 等 的 充分 必要 
条 件 是 这 两 个 客 项 式 的 对 应 项 分 别 是 只有 相同 系数 的 叫 愉 项 .这 个 条 件 是 待定 系 
数 法 的 理论 依据 . 
4 名 项 式 请 项 的 排列 方法 SMA Etke RE IH t til, an 
Pix}= a + a, 1x7! + + lxta [a x0), 


或 Pa} = a marte taa au. 
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2.2 多 项 式 的 运算 


(1) 加 法 和 减法 ” 按 同 类 项 合并 . 
(2) 来 法 “ 按 乘 波 对 加 法 的 分 配 律 进 行 , 也 可 列 成 芍 东 进行 . 
(3) 简略 乘法 公式 
xt 
T(x4yix-y)2x'-y. 
P ixt yl =at tiar y+ Jar y 
中 (xxy)Maxz xy y^) - yy. 
5 (xtalxe-b)bxcr(asbxtab. 
GO (x yz) mx e y* e zi e Day +yz 2x. 
Tíxka)xe-b)x-c)2 A+ (atbh+ cja? + lab he caja + abe. 
S (x, + 
Daal xg + xa to x) 2x4 ma t as tt H an) tet 2x, 1X. 

= xitin xt + 人 | 
P ixtyt aata yt ta 3 yt) + + Gez. 
IF fx- ya x 


11? (x yji] — x 72. xy v y^) = gto y, 
2k- l +1 


12 (x & y) at yt ny 
1» (x+y) =x" paly y BRZD pa-t uus, 
n(n-1)n-2»7(n-r*10) ,., 
23er T 
= Cr + Ca a y) + ChyryYckexCx By) ks CI E yY. 
P (x! x y (x? E xy e y) x o x xy e xo nh xx y^ ox! xo. 


15° ht fà B3 H ( Lagrange) ft FA, 


(xpe xe ctt xi ypt yit e yl- xvi x;2o t b xy, 


(xy) B (x y)" 


= (xyr tayi) xiys - xy) o t É a 1 

16 Bk Fa Ewer) JH 5 xt 
(ax + by e ez du) 4 (bx — ayt dz — cu) + («x — dy — ax +t bu + 
(dx & cy - bz — au)! z (ab e b e e d y) zu). 


2.3 多项式 的 吓 除 性 


L 多项式 的 因 式 
EEDA Pix, y o, BESEE DGA QUx vorn x) ESL fe XE T d sx 
Ox, y c zu fbi Sg 
Pix.v.nuz) - Oxy zx y. iz) 
E. 
EX Pix, y. MB] (x, y, HH ER, PL vs LEBER X. 


~ bet, te 
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2. 一 元 多 项 式 的 带 余 式 的 除法 
l 当 P(x) 不 能 被 0{x) 除 尽 时 ,可 以 有 不 完全 调 OUR ARS rla) B 
P( x) QUx) Cx) + r(x). 

常用 长 除法 或 前 形 除法 进行 实际 计算 . 

r Ħa- at mem Pix). 

这 时 有余 式 r(x) = Pla), Efl 

Pí(x)-2(x—-a)d(x) + Pia). 

Q( x) ER Pa 的 具体 计算 , ARER E, JEn P MEER X 

设 

Pix) = as" + a,x"! 

P(r) = A RÀ, Y" 73e Á, kt Ap. 


UR Xa, 


QCx) 2x-—u, 
出 有 
(s " 1 Ap? un a 45 | a 
+) O 0A. 0 04, Mao 
a, 7 Ani Á. > An 3 Us Em do t aÁg 2 r 2 Pla) 


P HH( Sra 是 P(x) 的 根 , 即 Pia) =0 时 ,多 项 式 P(x) 能 被 x — a 除 尽 . 
这 个 定理 也 可 被 灵活 用 于 验证 多 元 多 项 式 的 因 式 ， 


2.4 多项式 的 因 式 分 解 


1. 复数 域 上 的 代数 基本 定理 

le 代数 基本 定理 ”等 一 个 正 指数 的 密 项 式 POES RR LENA 一 个 根 ， 

7 每 一 个 n(n > 次 多 项 式 P x) 在 复数 域 上 能 分 解 为 n 个 一 次 因 式 的 悦 
积 . 

3 在 实 系 数 多 项 式 P,{x%) 情 形 , 如 果 有 虚 根 a = + piget), JUR HNE 
HHBa-£-gniXBP PO GS BIBIX (x -a)(x-a)- à 2E c (€ € y!) 
x^ px & q REGERE Lx — Dis. Erba denis P(x) 在 实数 威 上 的 分 解 式 是 

P x)2a(x-x)*ve(x- xpux pix qi) ic pr + qu). 
其 中 ai+…+om+2h+…+ 访 )=m, 式 中 的 因 式 在 实数 域 上 都 其 既 约 的 (不 能 
BM. 

2. 多 项 式 的 因 式 分 解 

(1) 带 用 公式 除 2.2 节 介绍 的 乘法 公式 可 以 道 用 以 外 ,常见 的 还 有 { 在 实数 
域 上 ) 

Poty r da = r++) tt- ao ay) 

= 二 (x+y+a[(y- 一 yřl. 
2 xta ty a yta lat xy e yat ay y). 
Patty ia? ry yat ay y*). 
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axt- ymi y)(x- yila y). 
Py lir yla +) 
(a-p L6, p) (o Busy). 
Ext- y6z(xyMx-y)CG xy y (x5 — xy y^). 
Paba y= (xt rr e uy e y? )( 7 By + y?). 
(2) 因 式 分 解 的 方法 ” 因 式 分 解 的 方法 一 般 有 
r ERZAR. 
r AARE CA ERG A 23 4b LT uy 3 [ A JR STR EE 92. 
P 乘法 公式 的 道 用 . 
中 配 平方 法 ， 
” 代 人 验证 法 . 


2.5 插值 公式 


I? n KERAP CO TER SEE EB on 个 根 .( 这 是 代数 基本 定理 的 另 一 种 说 
法 .) 

2 车 两 个 次 数 不 友 于 5 HETA POOR OOF H ERHI n+ 1 个 不 同 的 
值 都 有 相同 的 值 ,那么 它们 恒 等 . 

T 控 格 郎 日 插值 公式 ”次 数 不 超 过 5 HEMA P (x) 村 于 x 的 n+ 1 个 不 同 
RÉ Xi 2X2, X4 XS Ll n+l 个 值 Yrs Y2s ts Fna» Vasl ,这 个 多 项 式 便 被 唯一 地 确 


定 ,其 表达 式 是 
pO sy "Ex mie mx nu 
aE TII Oa m xy) - xs) 7 OG taa) 


EU +' +4 


(x-— xU) x- xi): "(x x,) - 
Fati x i - xix, | 一 x 一 En 


2.6 有 穷 数 列 及 其 求 和 


依照 某 种 规则 排列 着 的 一 列 数 a, a e an 称 为 有 穷 数列 ,其 中 每 一 个 数 称 
为 该 数列 的 项 . 

1. 等 整数 列 

形 如 a, oí ,al+24d,… ;G+ (n - 0d Cd 为 常数 ) 的 数列 叫 等 差 数 列 .其 
中 d 为 公差 .等 差 数列 的 和 为 


Sca careo tm pap AUD 


2 


UTE RUE I 


FPH d= 77. — (k»1). 
2. 等 出 数列 
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形 如 aag af 6 和 9 为 常数 ?的 数列 叫 等 比 数 列 , 其 中 9 Az. 
等 比 数列 的 和 为 
s, -UL 的 - ai - aq 


1-4 1-4 
等 比 中 项 d — ty 84.4 04,1 (ag ipp > 0). 
3, 调和 数列 
如 果 数列 地 Gogo TER ERA EA ao, an 叫做 调和 数列 
调和 中 项 a ts 
高 阶 等 差 数列 ME 
4. 
设 有 一 数列 
2 ti t13 Hg as 
L 好 一 科 | Hai 一 好 2 4 一 034 d4 l4 
第 一 次 差 (1) - Aa, - - Aa; - Aa, 
At 一 Aa, Aa 一 Ads Aa4 一 A 
8—WEC = 入 ?ai 245a = Am 
EN Ala; 一 A a Alm- Ma; 
PIKE) = A^a, = Aa 
Hp Ata = A nl aiu A la, 


如 果 央 了 r 次 ,这 时 Ana; 彼此 全 都 相等 ,以 后 的 Art l'a, 全 部 为 零 , 则 称 原 来 的 数列 
ai 202,77 F 阶 等 差 数列 (例如 ,等 差 数列 84.0 d.a, *2d, 7.0, 十 (n 一 12d 就 
是 一 阶 等 差 数 列 ) , 通 项 公式 (> r) 

Dg Uem Dn-2)(n Da. 


&,2aj *tí(ín-l)d, 


前 n 项 和 
ntn-l n(n - 1)(n - 2) ,An IMR 2)-(n-r) 
NES rne, + 2! di 十 3! dic (re d,. 


5. 某 些 数列 的 前 "项 和 


1° [62434 + n= p n(n D. 
PDPEayaees-caoasDGaeD. 
?DP.3.».e.p0 = 二 (n+ LY. 

41.2 £3 een = aln + (n+ (n2? + 3a - 1). 


s Pee aen edi Dni 2n - lþ. 
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则 


6? 1 ns= Enfat lL){2n + (3n! c 65? - 3n4 I). 


TlL.2Z.Y.. ved nne 1 (3n* 4 6n? — n? - An 4 2). 


"ue A P nlna D (2n + (5s? + 1555 + 5n* — 155? - 5? 4 
On -3). 
p PAPAA agin 1(2n$ + 655 + n* 8m 4 n? £65 3). 
I 19 129 4 3/0 + 十 SEPET Di2rn+ 1) 3a" + 125? 4 8255 — 1855 - 
lO0n* tAn? + 2n* — 15n + 5). 


x 
>e = a nP*! 4 anf 十 an 7! + 十 Fral Ta 
i 
ue pl p2 pl yu Pal! 
之 = pa 2a tp + pe p ag + 
1 

“+ EF aun IIIS si) 

TD, n HAM, 


1I?1-243-- +(-1)" In 
-4a n AS. 


17 15-2 5.33.4. (- ])n7l toť- 1)"-!— Cn+1)， 


t Qn ~ n D^, aW, 
arat n HEH. 


1 1-2 435-4. (-2])^"!sy*2(- ])'-!— ant Da? *tn-1). 


IF 244-64 -2n2 n(n«l1). 
I 1-3454-- + (2a 1) = gw. 


IP ÜÉCX.$3.-—24(2n- D^ d (an! - 1). 
IE D-34524 (220 1) 2 n?(2n! - 1), 
IF 1-7242:34 3:44 5 - n(n& D e nC € D(a 2). 


13° 1 D^-!g- 


IP 1-2:3-2:5-4 Stet nint liant?) = (at (n+t2){ n+3), 
21° 1:2:3:4 2:3-:4:5 4 3:4- 5-69 .+ n(n+t+ Dn 2X n3) 
- ant Dint+2)(n+t+3} n+4). 


2 sni * 921 ， 


ze Gane (ak) STAATES 


M" 


23 Gs 1)* = n(n + DCn + 21(3n + 5). 
| 
24° 2G. DG &2) = dentia + DG 2 3n + 3). 


25 Suo -P= le». 


p 


26 SHG £1) =20n - n 42) -4 
1= 


人 d. NES ap — Ll ! 
ZÜi2t6:x3*3a*"7*54aD^ Ari itl 
1 


T_T 1 2.21, 1 
LAI  2:3-4 3-445 tntntI)n+2) A 2(n«i)n«2) 
1 1 1 1 
LEZA * 2-3-4-5* 3-4-3-6* t hn & Dn 2(n 3) 
21 1.  ,. 
718 3Xnctl)ó(n22ín3) 


S1 03 1 10. 
ago r 7 +1} 


— 


296 


2e 


d 2 (3j - IKJ e D ^ Jne VU 
V ] 1 1 ç 
Á 2: (2j- IZ + DQ2j 3) ^ 127 A(2n + (2n + 3Y 
e NL ub soul 1 
M 之 (37 2G; 4 DOj e 4) ^ 24. 6(3n + D)(3n e 4)" 
Ha l 


3y — 3l - = 
euge DU +2) 


3 2 ^ 9 ni _ 
4 ^ na«2^"*2(in«4 (n 42) 


; 3 1 3 |. 
Dr rr 


4 oo 
Jn In  2)(n 2 3)^ 
T. zl u 2n 1l 
P 2 GIDG.D "n42 2' 


ja a*l 
1 P902 (n-04 
W GDG D 3$ 3242 
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Si+? 1 

3 了 5 MEER -1 一 
A Hjt DYF (n 4 1)2" 
o 253 l 


Z5 KjeDn»^l7(a.Da 
ND 
^ Zo. C DM CD = [+ Da 
ap $2 MED e j- D. 1 | 


bib x 1):*(b +n) b] 
<r ae+la+r-l -e+l EMEN 


a(a + 1 -(acn- 1) 


3 分 式 与 根 式 


3.1 EAH 
1. 比 


比 是 两 个 数 ( 量 ) 的 商 .反映 将 后 一 数量 ) 作 为 单位 时 ,前 一 数 ( 量 ) 占 后 一 数 
CBO B P8 a 与 5 的 比 ( 或 a 比 5) 记 为 


ab 或 
其 中 a 称 为 比 的 前 项 ,4 称 为 比 的 后 项 . 
2， 比 例 
比 的 等 式 (两 个 比 相 等 ) ,或 这 一 比 以 另 一 比 为 * 例 ” 记 为 
alb-ed 或 $$. 
其 中 a.c 称 为 比例 的 前 项 ,5b,d 称 为 比例 的 后 项 ;a,d 称 为 比例 的 外 项 ,5,c 称 为 
比例 的 内 项 ， 
3. 比例 的 性 质 
I^ 约 化 Ep0 atbzeid 可 推出 
epibp-z cid; apib= epid; 
2. ed; «S. - 
P P 
2YE 由 a:b=c:dd 有 ad= hke. 
3 B xS 由 ae:5=e:d 得 
aie=b:d PEEM); d:b-c:ai dic= bia {反比 定理 ). 
4^ FEELER 由 a:5=c:d 得 
{a+ 5):0= (c+ d):c { 合 比 定理 ); 
tatrbyib={ic+ did; 
(a- b):az(c- d):c (HEEM); 


a 
b + 


Eid, 
p 
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Ca- b):bz(ic- d):di 
(at b):(a- bz (ee d): le- d) CAE IGERID, 
(pa x qb):(ra € sb) S (pc x qd) :(rce & sd). 
5 比例 因子 H a:b-c:dí8 
&-2p, b5-pd. 
p FEOSSIEPIIS-T . 
6 连 比例 (有 相同 内 项 的 比例 ) | aibi bic. 
T 比例 中 项 H oaixm xib.abz0, AR] x — ab. x fi a 和 8 的 比例 中 项 
战 几何 平均 值 . 
? 调和 连 比 例 由 tae- x):(x -5)= wa: 上 58, 得 
"E 
o 比例 链 ” 若 几 个 比 相等 aia bib cona HA AE NG 
国人 
链 式 中 等 号 两 端 不 能 解释 为 接连 相 除 的 商 . 车 实 上 LEO DUER HE REARS 
而 已 , 它 习 让 以 重新 排列 为 很 诸 单 个 比例 ,如 
aib= ob bies hepate Ac bid= bd, 
I 等 比 会 式 A abc arks aibs t= ap ba M 
a GG koc 6n, Artt Aad teH Ann y atai 4 a 


bit battet h, Ab Ab toe + Aban v/ ble BE a DÀ me 


KB i —H EECC CREE BUSCEC, o; 都 不 等 于 零 {f= 40,2. n). 
4. 解 比 例 式 
at=xe:d 中 任意 一 项 可 由 其 他 三 项 来 表示 . 即 


H x:b-e:d 得 x= 


由 «eb-cecx 得 x- 
5. MTER ZANE FEXR 
f 正比 车 变 数 ( 量 )y 与 变数 ( 量 )* 有 着 关系 式 7 = cx 或 二 = eye LI 


则 称 y 与 * 成 正比 ,还 可 记 汶 yox. 
Xp xo oy.X ye z, Dl] x oc z. 


2 反比 FER) y 与 变数 ( 量 )x 有 着 关系 式 y = 或 yx esc 为 常数 . 风 
称 y 与 + 成 反比 ,还 可 记 为 yc 二 
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M. y 与 x 成 正比 时 ,y A PURGE yo voor E x 的 一 系列 对 应 值 x x. 
x3+"* 有 相同 的 比值 . 

当 7 与 zx 成 反比 时 :7 B— 3 51548 v1.2.4, 5j x 的 一 系列 对 应 值 xs , x;， 
x31"“ 有 相同 的 乘积 . 

3 变数 ( 量 )7y 与 变数 ( 量 )x 和 : 的 关系 ”着 : 固定 , 则 与 成 正比 ;车 x 同 
定 , 则 y 与 z 成 正比 ,此 时 ,y 与 az 成 正比 ， 


3.2 有 理 分 式 
1. 有理 分 式 
Wi- doi M DH m MR Apo 又 叫 代数 分 式 , 简 称 为 分 式 . 比 


的 前 项 是 分 子 , 比 的 后 项 是 分 母 .作为 分 母 的 多 项 式 Q(x.y,…,z) 不 能 是 零 包 项 
XC CES SETS SE T ES). 

EHA POx y o0 z2 PE EUST BEDS 1 的 有 理 分 式 ， 

所 有 使 有 理 分 式 的 分 母 不 为 零 的 (在 已 知 数 域内 的 ) 日 变 数值 组 形成 的 集合 
叫 收 {在 已 知 域 上 讨论 的 ) 有 理 分 式 的 定义 域 , 即 自 变 数 容许 值 组 的 集合 . 

2. 有 理 分 式 的 恒 等 

le 两 个 分 式 对 于 所 有 自 变 数 的 容许 值 组 都 相等, 即 


P(x,y, ox) 下 和 
和 


其 充分 必要 条 件 是 恒等式 
Pixy Qiian a= Ptr ys TIO yon x) 
对 于 给 定数 域内 任意 自 变数 值 组 都 成 立 . 
2 有 理 分 式 的 分 简 (HACER SOUL ag i 3 它 恒 等 的 既 约 分 式 ， 
8 


(PUES EE TORRE 
glx, yz x, Y 12 

所 谓 既 约 分 式 , 是 指 其 分 子 和 分 母 没 有 任何 会 ( 密 项 式 ) 因 式 , 即 分 子 和 分 母 是 
TER. 

3 延 拓 原 理 “” 既 约 分 式 的 定 必 域 包 售 了 原来 分 式 的 定 六 域 , 邯 增 加 了 那些 使 
分 母 QUx yz) 等 于 零 而 分 母 g(x ,YY,…,z) 不 等 于 零 的 自 变 数值 组 , 为 了 使 得 
彼此 恒 等 的 这 两 个 有 理 分 式 有 相同 芍 定 闵 域 ,约定 来 用 既 约 分 式 的 定义 域 ,这 基 原 
来 分 式 定 文 域 的 拓 窝 , 叫 延 拓 原 理 . 

3. 分 式 的 运算 与 恒 等 变形 


I? 加 减法 
P M PN £ 0M 
t5 QN C 


AU AEBESUS ZEBESRAKC T CRLIERGARE. 
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2 乘 .除法 
Q N 
加 法 .乘法 均 满足 交换 律 .结合 律 和 分 配 律 . 除 式 的 分 得 不 能 恒 等 于 堆 


3 恒 等 变形 举例 
Alin, tE 


2 
R(x, y,z)= r-utz, x 3 Y 
+ 


因为 


所 以 Rix, y, ERES 3 y Cu ytz) 


-2(xb + P+) t+ 
= r+ oy! 4 zh). 


3.3 部 分 分 式 


1. 真 分 式 
考虑 一 元 有 理 分 式 


R(x) -2 - ax" ta, ax H t aa + ag 


QUO T Bas b m aA bat bo’ 
这 里 Qix) A0, a, 0, b, 0. 24 n c m 时 称 为 真 分 式 ;nm RARR. BU 
式 可 以 用 多 项 式 的 带 余 式 的 除法 求 出 整 式 部 分 (x) LAARA. 

2. 部 分 分 式 


I* 任 一 既 约 真 分 式 都 可 唯一 地 (在 实数 城 上 上 ) 分 解 成 形 如 7 n MES 


CU EEG OUT p -dq <0) 的 基本 真 分 式 之 和 ,这 些 基本 真 分 式 称 为 原来 


个 既 约 真 分 式 的 部 分 分 式 .这 个 分 解 过 程 称 为 部 分 分 式 展开 ， 
> 一 般 地 ,如 果真 分 式 [ 汪 各 [的 PCO S 0(z) 是 互 末 的 整 式 , 则 可 唯 - -地 
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分 解 为 


ACx) ACx)ME) Atx Nix) Bix) , 03 
P(x)Q(x)" Px) Qx) Pt) Q(x)' 
右 端 次 个 分 式 都 是 真 分 式 ， 也 称 原来 分 式 的 部 分 分 式 . 
r 车 分 母 中 含 单 因 式 { x - a},(x -月 ,一 , 则 对 应 部 分 分 式 为 


MD) A , B Fik 
caes aros 2 (a B). 
x43 
A ene 7 的 部 分 分 式 为 
_3 7 d nu 
& 24 12* + 13 
x 2 peist 
车 分 母 中 有 大 重 因 式 (x 一 a), 即 (x 一 a)*, 则 对 应 的 部 分 分 式 是 
NG) A 


(sca x7 a (x-a) tix- a 


4. 0 u ., 08 
x+] t+" (Crt (x DU 
5 若 分 母 中 含有 单 重 因 式 ( 巡 + pr + 9), 这 里 户 -44<0. 则 对 应 的 部 分 分 式 
4 0 Fx € 6G 
x^ px q 
6 ADG PAR k ARKo pq. BC a px + 425, 3X HE p? - 49 « 0. B 
对 应 的 部 分 分 式 是 上 个 分 式 : 
Fx Ĝi Fax + Ga l Fux, 
pmr (tpt tix teta’ 


3.4 根 式 


1 等 术 根 的 有 关 计 算法 出 
e 老 指 数 与 根 指数 相约 的 法 则 
Warm ma" (az0,m,n,pCcN,n»l). 
2 积 的 开 方法 则 
yop = Jah Ce da0, nEN, n» I5. 
P 分 数 的 开 方 法 则 


J$-5 (az0,B8»0,n&€ N,n» D. 
4^ FHAA 

Ja" =a)” (az0,m.n€ Nn» 1). 
5^ 根 式 的 开 方法 则 
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Y Ta = ja (amÜ,.m,n€N,m.n»1). 
G 因 式 移出 或 稀 人 根 导 的 法 则 
Vaf-alB. adB- B 
(a, BO, nC Nn 1). 
T 通 根 指数 的 法 则 
Ja = S at =x ai (amÜü.ncN,n-1), 
Tg" gh s S (Ps0, mEN,m >1), 

其 中 p Enam 的 最 小 公 倍 数 ,p = nk, = mk;. 

2. 根 式 的 化 简 

将 根 式 化 为 最 简 根 式 , 应 将 被 开 方 数 玖 指数 与 根 指数 的 公 因 数 约 去 ;应 对 每 一 
个 因 式 的 指数 与 根 指数 作 带 余 除法 ,以 确定 移出 根 号 的 内 式 的 指数 与 还 留 在 祖 导 
内 的 困 式 的 指数 ;需要 对 被 开 方 的 分 式 的 分 母 进行 有 理化 的 刀 等 变形 ,这 上 归结 为 寻 
3R Hg P zn] 

WE 出 5j N REPSHTURTB AE TAE BU 3 RRA, RE MIN 是 有 理 式 , 则 
称 MSN ERARAS, REAA 38 25 3698 ER XS 

PM VS N= Vr 

PDMZPÓ/X-g/Y5SNzp/X-qgY. 

yPMsIx-frtSw- xvi axuMya yy .e.yiuxHa. 
是 p 与 9 的 最 小 公 售 数 . 

PH N= A S E Y e A a A 
2k 是 p 与 9 的 最 小 公 售 数 ， 

SM-JTXJY*S N- YR 这 里 2k+] 
是 5 与 了 的 最 小 公 售 数 . 

PM= P(r)+ PX XSN= P(r)— P4) X. 

3. 根 式 的 运算 

I^ 根 式 的 加 法 ,减法 ”要 会 并 同类 根 式 . 

z 和 根 式 的 嫌 法 .除法 ”要 北 成 同 次 根 式 ,使 被 开 方 数 ( 式 ) 相 乘除 ,注意 使 分 母 
有 理化 . 

B 根 式 的 乘 方 . 开 方 ” 按 算术 根 乘 方 、 开 方 计算 法 则 . 

中 复 台 二 次 根 式 变形 公式 


HB A20, 820,H A7 B. 

当 A? — BS SÉ OUS. exo ORG HUBER ZAR S, 

S V/A x4 BB 可 设 为 x+YY, 两 式 均 立 方 ,分 别 比 较 整 式 和 和 根 式 部 分 ,设法 算出 
x Hy. 
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3.5 指数 式 与 对 数 式 


1. FRane 
下 列 知 指数 的 运算 是 在 有 理 数 域 上 进行 的 . 


| 零 指数 asira" (a0). 

ibd a? a" = m (a9) a = (q)9. 
Póínj S 2g 2a0-9( 0, m> n). 
适合 da "= la "= 


=£ an)” i a^ -Qla (am0). 


当 a <0 时 ,只 能 讨论 这 样 的 指数 为 分 数 的 吞 ; ar 中 个 为 既 约 分 数 , 且 n= 


2k 奇数 )， 

2. 指数 集 的 进一步 扩张 

I? 在 指数 仅 限于 有 理 数 的 情形 下 ,不 可 能 完备 地 定义 已 知 底数 和 和 震 的 值 求 指 
数 的 运算 .一 个 很 简单 的 例子 是 2* = 3 中 的 * 车 为 有 理 数 x = "E 2? -3:,m 2 5 
3 互 素 ,不 可 能 有 这 样 的 自然 数 "与 y 使 等 式 成 立 . 

2 We 是 正 无 理 数 ,a 是 正 实 数 ,ay Mat 分 别 是 = 的 精确 到 1710" 的 不 足 近 
似 值 和 过 剩 近似 值 ,规定 a^ 是 es 5 ans 的 共同 极限 


. 
a = lim an = lim a^. 
n= 4 a Am 


规定 tat, 

r 在 初等 数学 中 ,不 能 考虑 负 实 数 a HEMER. 因为 当 a < 0 时， 
Jim am 不 存在 .例如 ,( 一 2 总 用 (一 2)74,( 一 2)t4,( 25 来 适 近 ,但 (-2)14 
-(-2)«(- 2) *- (L2) / -2 在 实数 域内 无 意义 . 

e 有 理 数 指数 寡 的 运算 规则 经 过 极限 运算 可 以 推广 到 无 理 数 指数 竺 . 


3. 对 数 式 
(D 对 数 存在 定理 ”如果 正 实数 a 不 等 于 1, 那么 对 二 任 一 给 定 的 正 实数 N, 


4 方程 与 不 等 式 ，929 ， 


有 了 唯一 的 实数 xz 使 a 的 a HREYFT N, Ep ad= N. 

(2) 对 数 的 定义 ”如 果 不 等 于 I 的 正 实数 a 的 某 次 虹 方 的 笑 等 于 正 实 数 六 ， 
吊 称 这 个 宪 的 指数 是 以 a 为 底 的 并 的 对 数 , 记 为 log,v. 

按 这 个 定 关 和 记 法 ,有 

N= at", 

堆 和 负数 在 实数 域内 没有 对 数 . 

(3) 对 数 式 的 运算 公式 

i^ ogv = loga Y + log, M (a>0, asl, V» 0, M - 0). 

P log, 3 -log,V-log,M (a>0, a1, V »0, M » 0). 

» "d klog, N (a»0,az1,N »0). 


p 换 底 公 趟 log, -= (a»0,ax1,5»20. bz 1,N» 0). 


因此 log = = = l- BUE KARPI Ho log, 转换 为 log,V 的 模 数 . 

(4) RD RARE. 

以 a = 10 Jy ERA EUER A FED CIR EL Ft Boggs) 8 1E logo ig. 

以 e=2.718281828459-… 为 底 的 对 数 称 为 自然 对 数 i 纳 皮尔 CNapier) 对 数 }, 记 
log, 为 In. 


两 者 的 关系 是 是 N = Y = InNlge. Xp app = ee Mw = 0.43429… 称 为 常用 对 
数 的 模 数 .而 InN = 区 win10, 其 中 lnt0 = y=? 30259… 称 为 自然 对 数 的 模 数 ， 

(5) 对 数 式 的 恒 等 变形 

Piian logta = logt (at) k = L, 

例如 ,着 已 知 log N log, Nr log CN e 1) DN] 


ogy Sco bo L———d- ——— 
Bak 7 Jag (ab: k) — logya + logy + -+ lognk 
I 


a 10 |... 3). 
log, N * log *  * log,N 


4 方程 与 不 等 式 


4.1 方程 的 概念 


1. 方程 的 伏 本 术语 
(1) 方程 形状 为 (x yz) = Fala, yz) 的 等 式 叫 和 做 方程 ,其 中 
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File y. z)5 Foxy, 2) 是 在 它们 定 立 域 的 公共 部 分 里 所 共同 研究 的 两 个 
角 数 (解析 表达 式 )， 

(2) 方程 的 解 ” 是 在 方程 的 定 尺 域 中 使 

Fxs yr a) 2 Fx yoz) 

成 为 真 合 题 的 一 组 数值 x=a,y=b,-…,z=e, 

方程 的 解 集 ”方程 例 体 解 的 集合 ,可 以 记 为 

S= {x,y 7) lE X, yE Y, zc ZJE. 
Fix,y,,z)- Fala, yataz). 

《3) 同 解 方程 {两 个 方程 等 价 ) 在 给 定 定义 域 上 的 两 个 片 程 , 如 果 有 相同 的 
解 集 5, 则 称 这 两 个 方程 是 同 解 方程 ,或 称 这 两 个 方程 等 价 . 

在 不 同 数 域 上 ,可 能 改变 这 种 同 解 性 ， 

(4) 方程 的 同 解 变形 一 个 方程 用 它 的 同 解 方程 来 民办 ,出 做 方程 的 同 解 变 
形 ,例如 

I 车 在 方程 的 定义 域 上 ,所 = F= FI 

K= Ff = fo 
2àFdASü ESL: . 
F= FF) 十 下 二 天 十 下 
3 车 在 方程 的 定义 域 上 有 意义 , 且 不 为 零 , 则 
F,z Faot F= F, F. 

(5) 方程 的 增 根 ”将 方程 变形 时 ,使 定 广 域 扩大 了 ,新 方程 的 解 集 比 原 方程 的 
解 集 扩 大 ,增加 了 不 适合 原 方程 的 解 , 应 舍 去 . 

(6) 方程 的 遗 根 ”车 方程 变形 后 ,新 方程 的 解 集 比 原 方 积 的 解 集 缩小 了 ,这 样 
被 遗漏 的 适合 原 方程 和 的 和 解 , 应 找 侣 . 


4.2 方程 的 解法 
1. 一 元 线性 方程 
一 元 线性 方程 (一 个 未 知 数 的 一 次 方程 ) 为 
ax 二 四 = 站， 


其 中 a 沁 是 给 定数 域 里 的 数 ， 
I 当 az0 时 方程 有 唯一 解 += - 过 ,这 个 解 也 属于 给 定 的 数 域 ; 


?Ua.a-0.bzOH].J E 
PUa.a20,b-08],Zr UR oU RE, A E SUR IP B CE fH 
2. 一 元 二 次 方程 

(1) 一 元 二 次 多 项 式 


P(x)s ad «bx eec a( he a) 
a" a 


(0I) S RGB 
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(Q2) 一元 二 次 方程 
P(x)- ax! bx c e - 0. 
分 解 因 式 P(x)=o[ («+ 起 ) - (27) 
allet Be Ba 
得 两 解 — ES 


(3) 根 的 判别 式 A = 55 -4ac. 

i^ 当 4 >0 时 ,一 元 :二 次 名 项 式 (方程 ) 有 两 个 不 等 实 典 ; 
2 当 A <0 时 ,没有 实 根 ; 

了 当 4=0 时 ,有 二 重 实 根 . 


(4) 在 复数 域 上 , 当 Aco, A-HA n- x -A -A x 


_ -b-iv-A 
i 2a 
(5) 根 与 系数 的 关系 
xem e, xixpm T. 
3. 一 元 三 次 方程 


一 元 二 次 方程 的 -- 般 形式 为 

av + brit+ort+d=0 (ag0). 
(1) (三 次 ) 二 项 方程 x*+ d=0. 
其 最 特殊 的 形式 是 好 -1=D 


分 解 因 式 (x- DG x1) 20. 
和 解 得 “n=l, ns HS Lu, PEER 
2 pU PI PLE x"4 1-20. 


对 于 + 过 = 可 得 
x,- -d,x,24 - mu x2 J - d n. 


(2) - -元 三 次 方程 经 减 根 变换 x = y - D ,可 化 为 缩减 式 


y! - 3py + 24 =Ü, 
c M 228) bk d 
其 中 Mo 2 


{3)} 对 于 缩减 式 v! e3py «24 20, IB AE y= + n ,应 满足 
(nt vu) 3ptut+ vt) c 24-0. 
Bp uc v 29g e (ux vi)3ur4 3p) 20. 
对 于 xz ,附加 上 条 件 3m+3p = 中 得 关于 和 pn 应 满足 的 方程 组 
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[et vz-29, 


w= -p, 
Bp 
[5 42,43 6-494, 
da y? = - 4p), 
上 下 相 减 得 (u? -29)-a4g t 4p?, 
故 [iny en 
ww 72a: 
s S--qa. Yep. =- qV Tp. 


由 条 件 中 + - -24 R ws -请 可 知 ,只 需 考 虑 四 = cq qe ps - -q- 
V PpP RR = -9-V ghe po e qiu p). 


mV -gtv HP, uu, y= ade 


= -q-v q*p, RENE v-rnw. 
RORIS 9 HE yn a, n (i21,2,3:/ 2 1,2, 3), (B St E. E h RE n e (e Ua 
= - p, HA oo; = I, FAR 1 有 WU], liatz, 4392 能 满足 . 
(4) 判别 式 q? e p? 有 3 种 情形 
P g^ + p>0, 可 得 一 实 根 y, ORR) y, 和 ys: 
mato or/ Fir a- VFD, 
Y= tyw + vf 0s, HN 
了 + p= 人 0, 可 解 得 三 实 根 ( 其 中 有 二 根 相等 ); 
yxv24 -4, yamym -光一 9， 
Pg e p «0,SLA ZAAN 


也 可 解 得 3 个 实 根 . 


4. 一 元 四 次 方程 
1? 标准 形式 为 
Tt bx, eoe d 20, 


ERREI x = + - E RRR 
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z' pz qz4r-0, 


其 中 
3a? 
P= 省 ， 
abc 
如 三 研一 2 * $7 
„od 2,95 34 
7 4 1 256" 
r HEA 


y? t2py 4 (p? -Ar)y - g - 0, 
HERA Yis Y2s Yo ME YI Y2* Y357 q!»0,n] 4l Yis FI Fà $i 3 种 情形 { 均 为 正 实数 ， 
一 正 两 负 实 数 ,一 实数 两 共 因 复数 ). 


3 缩减 式 的 4 个 根 
uM yi. "ELIO ATEPATE E 
s-lQ 4-335 um o Vnt). 


有 3 种 情形 : 4 个 实 根 ， 仙人 IR 
Ky» n2 -i. 


最 终 由 xz = z- ERU kiraz a3, ta: 


+ (四 次 } 二 项 方程 x*-1=0， 
可 简单 地 由 因 式 分 解 (a3 Cx 9 Dx — 1) 0, 


得 x= l, z= -l,x,2ib*x,72 - i; 
而 x* 4120, 
BAEHR xa2x l-2 = (3 1 aR) 
—(xbx2xcl0DO)-42x€1)20 
解 得 
-2a5), »-2a-). 
23 1, «21-9. 
5. — 7 r AHE 


一 元 n 次 方程 的 一 般 形 式 为 
P(x)-ax' a, ix" "eo eaux a, 70. 
1? 余数 定理 Pioa- abk, RRMA | AE) B 


2 APR x- 。 所 除 尽 则 CARO ONAR A POE n 
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^f. 
P 车 多 项 式 P(x) 的 因 式 分 解 式 是 
P(x) 2 Pix) Piia) PAGO, 
则 解 方程 P(x) =0, 只 要 解 方程 P, (x2 20, P3(x) 20,7, Pil) 80, BEER 
程 的 各 个 根 { 解 ) 集 合 起 来 , 便 得 到 所 给 方程 的 根 的 集 ( 解 集 )， 
中 根 与 系数 的 关系” E 和 ra 各 为 方程 Ex S019 248 LSU 


An -= 
stat a H, 


s 2 

MTER ETE Ut xu x2 (- D 7, 
d 
te 


dg 
xy =í- l)" a 


5 dumm 


P(x) = ax" +t ao (x 5 xaxaj20 


如 果 有 有 理 根 二 ,其 p 与 4 ER, M as 能 被 p 整除 ,而 a, 能 被 4 整除 . 


q 
名 (推论 1) 整 系数 多 项 式 ( 整 系数 方程 ) 的 每 个 整 根 是 常数 项 的 因数 ， 
T (fie 2) 首 项 系数 是 上 的 整 系数 多 项 式 { 整 系数 方 促 ) 的 每 个 有 理 根 是 整 
数 . 


8 EFB P) =0 中 , 若 以 xz RA IEH F(y) =0 的 各 根 相 应 都 为 P(x} 


-0 SIRE ET. 

9 在 方程 P(x) = 人 0 中 ,车 以 x= -7 代 人 ,得 出 fF())=0 的 各 根 相 应 都 和 
Ptx)=0 的 各 根 的 绝对 值 相等 ,而 符号 相反 . 

HP 在 方程 Pix) =0 中 ,车 以 x= y+ 上 人 代 人 ,得 出 FOry}=0 的 各 根 相应 都 等 
F Pix) = 0 的 各 根 减 h. 

|I? 在 多 项 式 Ptx) 中 ,着 相信 两 项 系数 符号 正 负 相反 , 则 称 系 数 符号 变更 一 
次 . 币 卡 儿 (Deseartes) 符 号 定理 指出 :方程 P(x) =0 中 正 根 的 数目 不 能 超过 PC) 
中 骤 数 符号 变更 的 次 数 : 负 想 的 数目 不 能 超过 PC - xz) 中 系数 符 导 变 惠 的 次 数 . 

D ELER = a, d RAPP M Pia) 与 Pt45) 数 秆 的 罕 呈 相反 , 则 
P(x) = 有 中 其 值 在 xy=e 与 = 训 之 冯 的 根 必 为 奇数 个 (包括 重 根 数 )， 

]1» 二 项 方程 x^—a-0. 

在 复数 域 上 , 设 a = rls + isind), WEHI rn 个 根 是 

x = fr cos 93255 isin 9 * 24x) 
(kz0,1I,2,-, n- 1). 

n 复 相 的 个 数 ”车 方程 POR) 20 IRA ABESSE Mi HE TÉ E JLTI SUE 

Biruap 3 SE fo fCOURO 8 48-8 Sb BUFRA ax e Xx, HEME 
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奇数 则 应 其 1) 就 表明 至 少 有 这 个 数目 的 复 根 存在 . 

15» 综 台 除法 ”是 依靠 分 高 系数 昌 随 乘 随 加 以 求 出 多 项 式 PREA- a) 
所 得 商 式 Q(x) 及 余数 POO BUE. 

16^ 无 理 椒 的 近似 值 EAR ILME EA Homen th. 


|? 三 项 方程 
ax" eb -c20 (az) 
的 根 是 e SEE bindae eos PEHD. 
AX 二 次 方程 ax! 4 biez 【ar 站 
是 其 转 殊 情形 ， "EM - bzw b'-4ac E 
18^ 倒数 方程 


ax* & baala +. 
即 凡 与 首 来 两 项 一 般 远 的 两 项 ,其 系数 都 相等 . 它 的 任何 “ 根 不 能 为 零 . 因 为 将 
x = 0 代 人 ,发 现 a=0, 但 这 时 方程 次 数 便 没有 n 次 . 
MUR a 是 上 述 方程 的 根 , 则 其 倒数 -一 也 是 它 的 根 . 因 为 


acad tb ac 
a [^ a 


6. 分 式 方程 和 无 理 方程 


at brat rh + a 


P di 


r 婚约 分 式 方程 
Pix) o 
QC x) 
其 解 与 PO) =0 的 解 相同 { or mp. 
r AEDE 


F( x, P(x)) «0, 
其 中 Fis, p ETA x 与 Y Bg E, POOR UE RS. 
常 利 用 将 方程 两 端 滋 同 次 方 以 消去 根 式 . 这 样 得 到 的 有 哩 方程 在 复数 域 寺 是 
同 原 方程 同 解 (等 价 ) 的 ,而 在 实数 域 上 则 不 然 . 
7. 指数 方程 和 对 数 方程 
(D 指数 方程 
i^ REHE = cta>0 且 az1), 当 c>0 有 时 有 唯一 和 解 x= loguc; 当 ec<0 时 无 


2 形 如 F(a) =0 的 方程 ,其 中 F(x) 是 代数 式 .如 方程 了 (a sac) em. 

(2) xf f 

RATE loga = cta 20,6 DII FERES c BWE-- Ex — a. 

(3) TERERI 3675 ERRERA AA E EROR S RURSUS IG 
可 能 改变 式 子 的 定义 域 ,而 破坏 方程 的 等 价 性 ( 同 解 性 ). 
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r FEN) = g( x) 5 al = arg >0, a% DE. 

2E f(x)»0.9(x) >0, 则 方程 f(x) = p(x) 与 logyf(x) = log,pCx) [68] 8 E 
JO ,p(x) 不 能 保持 恒 正 , 则 取 对 数 后 可 能 失掉 解 . 

3^ 应 用 积 、 商 、 守 韵 对 数 公式 时 可 能 失掉 解 . 

8. 方程 组 

(1) 二 元 线 人 方程 组 | 
元 法 . 

(2) 二 元 二 次 方程 组 的 几 种 特殊 情形 

P -一 个 方程 是 二 次 的 , 另 一 个 是 线性 的 方程 ,可 用 代 人 法 解 

2 纯 二 次 方程 (无 xy 项 ), 可 用 加 减 消 元 法 解 . 

3 方程 组 中 只 售 xy 二 次 项 ,可 用 加 减 消 元 法 及 代 人 法 解 . 

中 方程 组 为 两 个 齐 次 二 次 方程 时 ,可 作 变 量 代 撞 y = a EA :的 二 次 方程 . 


pn Xtdgv- 2 的 初等 解法 有 代 估 法, 互 等 法 ,加 减 消 


ant + apy = b 


4.3 不 等 式 
L 不 等 式 的 概 穴 
(1) 不 等 式 ” ”车 两 个 解析 表达 式 用 符号 < ,过 ,> , 宇 ,之 一 联结 , 则 称 整 个 
LO Pup EN X 


如 果 这 样 的 关系 式 不 舍 变 数 , 则 该 不 等 式 就 是 一 个 确定 的 真 命题 或 假 命题 . DAI 
如 5+2>3 是 一 个 真 命题 . 

如 果 这 样 的 关系 式 中 至 少 合 有 一 个 变数 , 则 当 变 数 在 式 于 的 定义 域 中 取 不 同 
值 时 ,该 不 等 式 可 以 是 真 命题 或 假 命 题 ， 

使 不 等 式 成 为 真 命题 的 全 体 变数 数值 的 集合 则 做 不 等 式 的 解 集 . 

(2) 不 等 式 的 基本 性 质 

e 非 对 道 性 A < BeBA. 

r 传递 性 A<BHB< Css. 

24zcBeB-A»0(0k A- B«0). 

4 加 法 的 单调 性 AcB-ACC«B«C 

网 间 不 等 式 可 以 两 端 分 别 相 加 

Ac«BHC«D2A-C«B«D. 
6^ 乘法 单调 性 
A < B—Àm « Bm( m »0) X, Am 5 Bm (m «00, 
特别 A< B25-A» - B. 
T RERS A ELI ar 9] BO 
A«BH C» D2A-C« B- D. 
8^ 1E SIRTISI S Sp RT EA PEREAT S1 EE 
A«BHC«D,A,B,C. DISPSIETCS AC < HD. 
负数 同 向 不 等 式 两 端 相 乘 不 等 号 反 向 . 
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A«BHC«D, A,B, C,D P) flo AC > BD. 
9^ 正 数 不 等 式 两 端 可 以 自 乘 同 次 方 
A< B, A.B 是 正 数 二 4" < mun 是 川 然 数 . 
e. 同 导 ( 琴 端 同 为 正 数 或 同 汲 负数 ) 不 等 式 两 端 取 倒 数 , 峙 不 等 导 反 向 


deB H A.B Ie sr 


Ho 
(3) 用 不 等 式 给 出 的 数 集 
]* 数 的 区 间 ”车 实数 a,5 有 关系 a b, M 
实数 x 的 此 a <x< 上 5 则 开 区 间 (4,b); 
实数 x BOSE as xs b MAE e, A]; 
实数 * Bolas «o 叫 半 闭 区 间 [ a, 5); 
实数 * 的 集 a < xsb SEÉJFIXIRICA, 5]. 
T 含有 绝对 值 的 不 等 式 
lxi ea (far0 ar< a. 
lrl>a laserra xr -a. 
Ixi»aí(a«0)e»— acre o0. 
Ix—-al«b(b»0)a-bcx«a*b. 
含有- %m( 负 无 穷 大 ) 或 + %w{ 正 无 穷 大) 的 不 等 式 
所 有 实数 的 集合 记 为 - ww < x< + 名 ,或 以 开 区 间 ( - w, + ERÉ. 
大 于 (! 或 小 于 ) 数 a 的 所 有 实数 的 上 集合 记 为 a< x +R- asya), W 
以 开 区 间 (a, + mj( 或 ( - 06 ,q)) 表 示 之 . 
2. 绝对 不等式 
假若 对 于 变数 任意 的 容许 值 组 ,表达 式 Fix yc Fayo AE 
BRERA Asyer) > 到 (xyz 不 等 号 也 可 以 是 六， <s) 
称 这 个 关系 式 为 绝对 不 等 式 .下 面 是 一 些 著名 的 例子 : 
I? 对 于 任意 实数 241,42,…, 6, 下 列 不 等 式 成 立 : 


la+ a tet aulsela gd elastic lau. 
Patata slal lab tola. 


P Iy att alc as- bp Pec BI 
alap bl + laz- bl+ tla, — bl. 


EET ef D DO UO a 与 5 或 比例 时 等 导 成 


SEMET po ,从 的 分 母 是 正 数 ,min 145) no 可 分 别 是 各 分 数 名 中 的 


最 小 数 和 最 大 数 , 则 


+ 908 ， 附录 1 初等 代数 


算术 平均 二 a, - dayna, = 
HAKR mina; sz Hg G sz A sc maxa;. 3X EE LE a; IER. 
T HU DOE 35 E; mina; , maa; 的 关系 : Ri k 为 任意 正 数 ,出 
Ka 十 kaia +*+ kaan 
mina; « kit ktoe h 
8^ (FEE (Bemoulli) FEI 对 > 0 及 对 任何 有 更 数 r> 1, 成 立 
(12 h) »14 rh. 
9e fu Pt- 45 E E EL Ae H 3E ( Cauchy- Byusxoeckuit ) 不 等 式 (或 称 条 四 - EA 


= maxr n. 


(Cauchy Schwar) T4838) 对 于 任意 实数 ai ajos dnr bis ooo ba RLT 
(a b, 十 abr f ab (al al al) "m Ba -+ M). 
e 算术 平均 数 与 均 方 根 数 
latata) faltari eai 


-—— 


n Hn 
1e 切 比 雪夫 (Hespunes) 不 等 式 dE ub; 20 (iz1.2,v.n),Tfr aim aix 


gdo dg ha E a B aaa a p b bti a b MR 


fais a$ +e a. rr FERT j (aibi) t Carba)" +e + Caba)" 
n ~ n n ' 


DPÉXEOcapmazssoo mbhmmxb20,B EuBREGXMORAOES uU 
Az. 
13 jn] 3c 3r i (Minkowski 7 5534 


Lm l M 1 Du 1 
PXC 十 b) = ( > a!) d + (Ss) r ir> l}, 
+=ł} t=1 
LN Ll m 
PEEL < (Sa) «(S9)* (e rx 1), 
iz1 i=l 


EP a, b> 0 ena "n). 
FERAT = 一 = =g 时 成 立 . 


K MAA = 角形 不 等 式 ， 表明 三 = 角形 两边 之 和 大 于 第 三 边 ， 
14? AIRE Holden EX 设 anb xL2osco NEN X eiu, 
1 HEH, Hatte +i, M 


ath «Gr Cos G0". 


24 = 73 ' 时 成 立 
FSRS S s S se vi 时 成 立 
[5^ 1$ a; 5; 20 aes stant am Da dtt. 
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(&' - D) z 1, RI 
e LN 1 Aa l 
ab = (>et) d (>) (k> 1), 
izl | ES 


2m = ( $245) *( S) (0 « kl). 
iz i2 i=l 


SSRA lioc RI. 
16^ f&d&(Gensen 不等式 i a; mO021,.2, n) Oe rss, BU 


(2190 < POR 
3， 解 不 等 式 


(1) 不 等 式 的 等 价 性 5( 同 解 性 ) 

ie 不 等 式 E. e FW Fp A+ pp. mBodB aem 
数 的 所 有 容许 值 组 都 有 意义 ， 

Hie : 任 一 被 加 数 可 以 从 不 等 导 的 一 端 移 到 另 -一 闯 , 计 且 变 号 ， 

r 不 等 式 让 < > F. 

P 苦 gq 对 十 不 等 式 F < 局 的 变数 的 所 有 容许 值 组 邦 芋 正 ( 负 ) 的 , 则 这 不 等 式 
H3 pF « pF oF > pr FM. 


中 TRE -0 与 不 等 式 oE >0 等 价 . 


(2) 线性 不 等 式 
l^ -一 元 一 次 不 等 式 


ax * 5 20. 

ar00, x> -之 ;着 a «O, fi x« -i. 
Ai a-O0.H I$ 5» OEDUÉ — o cx coc ooi ESSE LITE bao PEREA. 

r 一 元 线性 不 等 式 组 

aix È>, mat bom OV aux + bh. 

逐个 解答 一 址 等 式 , 并 求 出 这 mm 个 解 集 的 交集 .如 果 这 个 变 集 是 空 集 , 则 不 等 
式 组 矛盾 ,无 解 ; 如 果 这 个 交集 非 空 , 则 它 适 合 每 一 个 不 等 式 ,成 为 这 个 不 等 式 组 的 
K. 

» 名 元 线性 不 等 式 组 ”其 每 个 不 等 式 的 解 集 要 异动 解析 几何 及 线性 代数 知 
只 说 明 ,所 有 解 集 的 交集 也 是 这 样 . | 

{3) 一 元 二 次 不 等 式 一 元 二 次 三 项 式 y = Pltx) = at + be + e BERN S: 

le 3H AO0B[,y2 P(x)= a(x — xpi- x5), Xk ELEUE x, « x; DI] v ERE EH 
下 表 可 知 ,一 元 二 次 不 等 式 的 解 集 (区 河 ) 由 下 表 也 可 找 剂 ， 
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2 
7 当 4 =0 时 ,y= P{x) = of x zx) ' 则 当 x EXE Pa 同 呈 ;= -站 
Bj y 23 0. 
b 


» 当 4<0 时 ,y= Pla) =al (e+ 去 ) + 二 全 ], 则 ;的 符号 与 a 的 符号 相 
F. 
这 两 种 情形 也 可 确定 所 给 一 元 二 次 不 等 式 是 否 有 解 . 


(4) 一 元 分 式 不 等 式 设 一 元 分 式 不 等 式 从 2 > 0( 不 等 导 也 可 取 >，< ,<， 


ELEM >05 P(x)Q(x) >0 等 价 ,得 出 其 解 集 . 


《5 无 理 不 等 式 { 以 含 二 次 根 式 w 为 例 ) 
e 无 理 不 等 式 经 适当 变形 成 为 ms > al 或 < a), 
f(x) » a! (B « at); 
若 e» ERIT SO 
Ë a =0, WA A x) > RAR). 
E acO, MRA ORAR). 


r 无 理 不 等 式 经 适当 变形 成 为 vy fx) > g(x)( 或 < g(x))， 


f(x) » 0, gx) » 0, 

RM [a ()0. [a nn. | 
fea Cg x)» fO «CGgG0Y 
gix)«0, 

SLIPMAM 


6) 绝对 值 不 等 式 ” 需 转化 为 不 含 绝对 值 的 不 等 式 . 例 如 1xz+241> 0x 31, BT 
找 出 区 间 分 界 点 -2 及 3, 分 侦 去 绝对 值 讨论 求解 :也 可 两 端 平 方 去 掉 笔 对 值 符 生 
RAR. 


经典 数 学 购 ， 


附录 2 


平面 三 角 


编 者 WR 
审 校 者 rd 


H x 


ES TT. 和 (943) 3 LE vr Rr NNNM (962) 
1.1 角 的 度量 与 换算 e (943) 3.1 最 简 .= NDE Uv (962) 
1.2 WAZA ee (943) 3.2 一 般 一 角 方 程 ……… (963) 
1.3 [EXER —füest e (944) 3.3. 某 些 特殊 形式 的 
1.4 EE SAE RRN 三 角 方 各 et (964) 
… (947) 3.4 最 简 三角 不 等 式 ees 《964) 
1.5 -= 角 函数 的 关系 eee (95D | 4 EARE 66 6 6 G7 (965) 
1.6 CAERA 4.1 三 角 拱 定理 eee (965) 
负数 间 的 关系 "——— (955) 4.2 i$ —/B/E 下 (967) 
RIfISUBE 69 (956) 5 WMAP orere (968) 
2.1 KRZAK EHE 5.1 双 曲 两 数 的 定义 及 图 像 
a (056) 和 (968) 
2.2 RZA ZAH 5.2 XB) -ee (970) 
"TT" 0A OL n (050) 5.3 Fz 3X plét o RC 
2.3 反 三 角 函 数 的 相互 关系 REIR eee (972) 
与 起 本 公式 eese (960) 5.4  ROX EH ER ERES] XR 
2.4 三 角 式 的 反 三 : 朋 运 算 a (973) 


t ZAAR 


1.1 有 角 的 度量 与 换算 


1. 角度 制 

整个 圆 局 的 ;的 弧 称 为 含有 1 度 的 弧 , 而 1 RELIER BIRD fe EOS ! 度 的 
fa ic I. 

1 Fj ffs = 300^ ,2ETSL ffi = 180 , 直 前 = 906, 1* 260 (5p), 1 2 60" CEP). 

2. 弧度 制 


把 等 于 半径 长 的 圆 弧 称 为 含有 1 强度 的 红 ,而 1:30 H8 (T EUSEB ELO FRI 1 
弧度 的 角 . 这 种 用 拖 度 做 单位 来 度量 前 的 制度 称 为 弧度 制 .在 使 用 时 “弧度 两 字 


通常 省 略 ， 
I 周 角 = 2r, 半 周 角 = x. 直角 = 二 ,6 = 了 ,30= FE 


3. RE S3 EOS ERE 
HE ESUE BERTA WA 1-1 所 示 . 


Lrad «57717 44. 806" . 


1.2 RAZAK 


|. &f&— füeni$ E V 

在 直角 三 角形 ABC 中 ( 见 图 1- 届 任意 取 两 条 
过 可 以 组 成 6 个 不 同 的 比值 ,这 些 比值 是 依 4 角 的 ; 
大 小 来 确定 的, 所 以 它们 是 4 角 的 函数 ,其 定 交 如 a 
表 1-2 所 示 . 

A 角 的 这 些 函 数 , 吗 做 4 角 的 三 角 函 数 . EM - , 
三 角 画 数 的 值 通 常 有 表 可 查 . 


PARCEL PR EO X 
A fü ey iE s jin = a/c 
4 fh "EM 
A 第 的 正切 an = ab 
A Raga) " - b/a 
A fiios "m c/b 
"TT MEM 
2. 余 角 的 三 角 函 数 


直角 三 角形 的 两 个 锐角 4 Bud fü.miffÁcmitiaes A 
sint I — A}= cosA,  cos( KP - A) = sinA, 
tan( €? — A) 2 cot, co — A) = tanA, 
secl HP — A) = cscA, csel P - A) = secl. 
35 Me FRGTE 8250: 95 1E ERIT UD TE RURI 8 8| E AR PEL eR 
3. 解 直 角 三 角形 
解 直 第 三 角形 有 4 种 情形 ,如 表 1-3 所 示 ， 


# 1-3 
B-29(P—4A 
H-'XP-4À 


所 x 
a= csind 
b= actA e — afsină 


1.3. 任意 角 三 角 晴 数 


b=v d-a mk b-csnB 


ez vai BE, cc arand 


1. 角 的 概念 的 推广 

角 可 视 为 一 条 射线 由 原来 的 位 置 OA CHR AD RECHA O 旋转 到 另 一 位 
加 08( 终 边 ) ,所 形成 的 角 o, 0 是 角 a 的 顶点 .规定 : 按 赣 时 针 方 向 旋转 所 形成 的 
角 是 正 角 ,反之 为 负 角 , 当 一 条 射线 没有 作 任 何 旋转 时 ,这 个 角 叫 做 零度 角 . 

如 果 角 的 项 点 与 直角 坐标 系 的 原点 重 会 , 角 的 始 边 与 x 轴 正 半 轴 重合 ,那么 ， 


前 的 终 边 落 在 第 几 象 女 , 就 叫 第 几 象 限 的 角 . 


1 三 角 函 数 


2. 任意 角 三 角 函 数 的 定 尽 
WEA e 的 经 边 十 任意 一 点 P 的 坐标 是 (x， 


7 ; 吉 图 1-2 所 示 , 它 与 原点 的 距离 是 r( n» 0). 那么 
fB e I) — fai E X 


* 545 * 


sir = tosa = 


* 
了 
ana =, cota = 


Se 一 


总 SC 站 二 


3. 化 任意 角 三 角 函 数 为 锐角 三 角 函 数 
(1) 三 角 函 数 在 各 象限 里 的 符号 


= js = |a MIL 


ZARRETAN Bn BR 1-3 所 示 . 


gi na Cara cūgg zeca 


Ej 1-3 
(2) 三 角 函 数 的 诱导 公式 ” 设 a EIEH, EER., Bet TAA 
E 1-4 所 示 ， 


tang cota 


cosa 
xi ( — "sina |( - T 


《3) 求 任意 角 三 角 硝 数值 ”任意 角 三 角 函 数值 的 求法 中 通过 三 角 函 数 的 同期 
性 、 互 余 性 ,起 补 性 和 诱导 公式 化 为 锐 弟 来 求 . 
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4. RHIEÉBESI SER SE 
TEPKIB US — F8 PRSETEREA 1-5 所 示 ， 
表 1-5 
A 
15 HEY 2-45 24458 | 46-8 | 46 
18 : S 二 5 vi- 25i Bal 
"gr 2-4 2e 4241 | VA4-24 | V4«242 
-|- 
36 v10-245| Sl 5+243 Bl 10 € 245 
d 4 5 i 5 
—|- 
45 2 2 ] | A B 
x] 4 n 8 | 218 
的 2 2 3 ! ? 3 
$5 | 55 Bl | RZB | Va-25 
| 
2x -245 | t0 - 245 
2|7 3 2 5 | 4541 > 
- 一 -| 一 一 
| 
75 2445 2-458 : 4644 46-42 


F 表示 v0 二 0( 即 左右 极限 ). 


1 三 角 郴 数 ” 947 ， 


1.4 ZAARRA RE 


1. CROSS 

一 个 已 知 前 的 三 角 画 数值 ,可 以 用 单位 图 中 的 有 向 线段 表示 ， 

设 单位 圆 与 角 o 的 终 边 相交 于 点 P, 与 x AA y 轴 的 卡 方 向 分 别 交 于 44 和 8 
两 点 ,过 4 ,下 两 点 分 别 作 单位 圆 的 切线 ,与 和 = 的 终 边 (或 反 向 延长 线 ) 相 交 于 T、 
SAt P fEx fb SR E E M RE 1-4) .把 这 些 平行 于 坐标 轴 的 线段 MP. 


sina = MP, cosa — OM, 
tana = AT, cote = BS, 
OM ,AT, BS 都 看 成 是 有 向 线段 ,其 方向 应 和 坐标 轴 方 向 保持 一 致 . 这样 一 来 ， 有 
这 些 有 向 线段 的 数 熏 依 次 等 于 回 心 角 a HER AREH. RARE. Eia 
PIA ES a 的 正 荡 线 .余弦 线 、 正 切线 . 余 切 线 , 统 称 为 三 角 图 数 线 . 
2. 正弦 函数 .余弦 函数 的 图 剧 
(1) v-sinx 的 图 像 ”利用 单位 圆 中 的 正 纺 线 可 以 比较 精确 地 作出 正弦 枯 数 
HEAR. 
在 直角 坐标 系 的 * 轴 上 任意 取 一 点 上 ,以 0, 为 图 心 作 个 单位 加 ,从 这 个 单 
fif x 轴 的 交点 4 起 ,把 圆 分 成 若干 等 分 ,例如 12 等 分 ,这 时 对 应 的 厨 心 角 也 被 
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分 成 12 等 分 .过 图 .上 各 分 点 分 别 作 x 轴 的 垂 线 ,那么 这 些 重 线 的 长 度 和 方向 就 是 
ALB FR BST E SEES, ELI MOTO, x WEM OR 27 这 一 段 也 分 成 上 2 等 分 ,过 贺 上 各 分 点 


作 平行 于 * 轴 的 直线 , 分别 与 过 * 轴 上 表示 各 对 应 角 的 分 点 (0,0),{ 也,0) ， 
(3.9) (3.0) (4.0) ,…,(2r,0) 所 作 的 x 轴 的 看 线 相 交 , 就 得 到 y = sinz 的 
图 像 上 的 各 点 .把 这 些 点 用 平滑 的 曲线 连结 起 来 ,就 得 到 让 蓄 函 数 y = sinx 在 0 到 
2r 上 的 一 息 医 像 ( 见 图 1-5) .由 于 终 边 相同 的 角 的 三 角 通 数值 相等 ,就 可 以 作出 y 
= sinx, x € R HRR E 1-6). 


y yzsinz,z€ 0,2x] 


(2) y= Asin(ex + 9g)(A > 0,œ > OWA ”把 y= sinx PME. EBEUB AWM x 
fili] Ar (o > NRA Co «009351 o13 du , BEJEEBIT RE AX 09 A A Be SED o > 1) 或 


f CO < c» < 1 到 原来 的 二 倍 ( 纵 储 标 不 变 ); 然 后 把 所 竺 各 点 的 维 坐 标 伸 长 (4 > 
0) 或 缩短 {0< 4 < 1) 到 原来 的 A 倍 ( 横 坐标 不 变 ) MTE y= 4sin( ax + 9) 的 图 


f. 
(3) y= cosx 的 图 像 ”利用 正 莹 和 余弦 的 互 作 关系 和 上 述 方法 ,可 作出 *= 
cox AR. EE] 1-7. F8 1-8 所 示 . 


，949 > 


eosx x C [n0 zx 


由 一 


B] 1-7 


cosr, TER 


yt 


Ej 1-8 


Fr: 
E: 


3. ERRARE 


= janr, X yé nm E (oc Z)BSELER . mH 上- 


iB E ED ES y 


利用 单传 圆 ,可 以 


9 E t-10 FFR. 


z A 
2'23 


y=tanz: r£ — — 


[| i-10 


图 1-9 
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由 于 cotx = tan( È - 1) ,用 图 像 的 平移 变换 可 以 作出 y= cota xut on (n € 2) 
的 图 像 , 如 图 1-11 所 示 ， 


t3 
A 
-— 
— — — — | e — — — — 


ymcotr.rTt5nXxinCcZ) 
图 1-11 
4. IEBWIES ERU RIGA S69 AR 
由 于 secr = È soser = -一 ,所 以 根据 这 个 倒数 关系 ,利用 单位 圆 可 以 画 出 下 
BA y = secx AAAA y = cer 的 图 像 , 如 图 1-12(a) (b o. 


y zsecc, r5 nx t$ (AE7) yates. x nm AEZ) 
(a) (b) 
图 1-12 
— BB EO PME PRHER EEDE, AERA Heg. 
s. —fhB SIGUE 


各 个 三 角 函 数 的 定义 域 . 值 域 和 一 - 些 重要 性 质 , 可 由 | 纳 成 表 1-6 所 示 . 


[2:5 2n] 


[25x n, nar + 2x] 


单调 性 EM 递增 (nx, n7 + 如 通天 
[ 2x an] [2nnz.2nm x 3E MÀ, 
BM, EN 


fife et 
最 小 值 是 ~] 


1.5 三 角 郴 数 的 关系 


1. 周 角 三 角 画 数 之 间 的 关系 
(OD 同和 角 三 角 函 数 的 基本 其 系 式 


le 倒数 关系 
sing*esca = 1, tang*coto=1, ooo:seco = l; 
2 商 数 关系 
tang = 92. cota = E, 
COSI sina 
r 平方 关系 


afa + cosa =t, 1+tare s seta, l4coja- cma. 
(2) ZARRALAR 1-7 所 示 ， 
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例如 , 若 sina = x. WI cosa = +v F- x*. 
利用 这 些 关 系 式 可 以 进行 恒 等 变形 ,也 可 以 根据 加 « m S — 1 -— fae tli, 
求 出 这 个 角 的 其 他 三 角 哨 数值 .但 当 未 指定 和 角 a 终 边 所 在 象限 时 ,要 根据 o EI 
可 能 在 的 两 个 党 限 分 别 求 其 他 三 角 销 数值 . 
2. PRf&TÜ.S 58S — Fab 
sinf a + f) = sinacos?  cosasinf?, 
cost a + f) = cosacos F sinasinf?; 


lan( a 4 8) = -Lana 上 tan9 


I F tana * tan?" 
_ cota cot 二 1 
cota + B) - cota t colfi ' 
3. 倍 角 公式 
sin2« = 2sinercoso = ziang , 
] + tan“g 
cos2a = cos!a — simia 2 2cos a -| 
dan? 
=1- 2sifa = tang * 
] + tama 
tan? = žtana ; 
l 一 iana 
cota - 1 
coa = Acca ’ 
sec q cota + tang 
seca = 一 二 


1] -tanza cota - tana ' 


csceda = L seca t esca z L Cana + cda), 


sne = — 4sin'a + Baine, 
cola = dcos a — 3coso + 

a dana — tama 
una dura ， 
cota = cota — Jeota 


3cota-] ' 


1 三 角 函 数 


sinne = meos" lesing - C) cos" ^I asino + 
C cos" easing — A 
- ， 了 ，- . 
cosne = eos"g — C^ cas" ^ asina + C. cos" "asina — 


C5 cos" "Posta s, 


e l+ UR 
27*N 2 >? 

G 1 l+ egsa 
+ 2 " 


"Eu "A - cos ]-cose singe 


l + cose Sina  |-4 nsa" 


ceu T - a j |+ cosa rca . ac 
2 t ~ cosa sina | ~ cose 


HP a NEK, 
4. 半角 公式 


区 - 
= 

| 
Il 


& 
Pa 
" 


E 
SI 
! 


公式 中 根 号 所 取 符号 与 等 号 左边 的 符号 一 致 ， 


5. 万 能 公式 
由 下 信和 角 公 式 即 可 得 到 太 能 公式 ， 
(00 img l = tar? 2 
sing = ， = A 
D ta 5 | + tan? 5 
E 
tana = ————— 
l- ta $ 


6. 和 差 与 积 互 化 公式 
sinc + sinf = Zsin “二 cos Ex ， 


sina ~ sinf = 2cos 25 P in ee, 
cosg + cosf? = 2cos P oos 275, 
cosa — cosi = — 2sin «7 P in cB 


sini a + 
tana + lanp = Moe EB , 
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一 -一 一 .一 


sin a + jf) 
sine sinf ` 
cole t B) 
cose sinf ' 


cola + ctp = x 
tana + cot) = x 
sine sinf = — Ecos(a + £) — cos a - B]. 
eoa cosp =- Loosa + B) + costa 一 六 ]， 


sina cosf = sina +) + sin(a - D). 
7. 降 需 公式 
利用 倍 角 公式 可 推出 降 攻 公式 . 
siras- — oa), 
sira = T (sina ~ sinDa ) , 


sin'a = i G-4oxda + coss ) , 


= 3 [> Mc patit cos(2n 一 2k)a + El Ta. ， 


sinta = AXO Di sin(28 - 2k + Las 
coya = $0 + €os2a), 

coa = 二 (3cosa + cosa), 

cosa = ncm dcos2e + costo), 


n--I6 
cog a = zal SO 6cos(2n - 2k)a + i hal ， 
keü 


cos "*la = Er >) C cola ~ 2k + Da 
上 王家 


H s HERH. 
8. CfBUEESDRRO 
利 骨 三 前 式 的 恒 等 变 形 , 可 以 求 出 三 角 函 数 有 限 和 . 


n-1 - 
wY. T T 
A sin ^* = CL， 
FT n Zn 
SC ER. Ur _ ü 
"s zd, 
j=l n 


1 ZAAR * 955 - 


2l 2 f 
a. xn n nm . n 
> "sin ;:75 《1 + cos 77 一 sin "RE 


nt 2 
Do0s E = RC $ con ŽA + sin #2) - l, 


cof 区 一 = i nQn - 1 
i 


Seo i)a < -= n(2n - 1), 


£1 4n 
UE a lO). n ARR, 
2 

» cse "n = l 2 > 

Iz rat - 4}, n PG, 
I oa [ZOD cnm 
ad 2n =a 2 3 

1=1 - Ti JER, 


Soad LLL. = Talan +1), 


于 na(2m + [dn + 65 - 1), 


v 
1 
UN 

l3 

FE! 

+a 

umi 
T 


as nOn _ Dan? + 10n - 9). 


1.6 —$f8gEÉPI RES — B ERSÉCBIBST XC 3 


在 任意 三 角形 中 ,三 内 角 的 和 等 于 130F ,应 用 三 角 尖 数 的 和 化 积 公 计 ,可 以 推 
出 3 个 内 角 的 三 龟 函 数 间 的 各 种 关系 . 

设 A,B,C ZAIE ABC 的 3 个 内 角 , 则 有 如 下 基本 关系 式 : 
sind + sinB + sinc = 4cos £ oos Z oos £ , 
cosA + cos B + cos C = 1 + 4sin A sin 79 sin £ ， 
tand + tanë + tanC = tanÁ* tanB tan C, 
ceud + cotB + cot C = cotAcot B ecot C + escAcsc HPesc C; 
ain? À + sir B + sin C — 2 4 2cosA cosh oC, 
cos! A cos? B + cos € - 1 - Zeod cos B cosC ; 
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sin A + sin? B + sin? C = 4dsinA Sn 有 90， 

cosdA + cos? B + cos2C = -1 一直 cos 册 eps 上 costs 
sin* ES + sin* B5 * sin & 
| 2 2 2 


cos? 4 + cos? E + Coe £ = 2+ 2sin S sin 5 sin L, 


a A B C 
- | -2sin ^y sin 7 Sino. 


nien B aan Cdn Aun T T Eug EL 
am 2 sn ? zin 2 = siil 4 Sir n 5" 4 ， 
A B LP E, 
CoL 2 + col 2 + coat 2 = vcn 3 col 3 col 3! 
cot. Acotc + cot Bea C + cotCcot4 = 1, 
A, B B € C A 
tan làn, + tan -y tàn 7 +tan tan» - 


sin2 2À + sin2 zB + sin2 nC = ( - 1)" *'dsinndásinnBsinnt, 
sin(2n + DA * sin(2n + 138 4 sin(2n + DOC 
j 
= (= 1}"4eo 221 2n4] ntle 


Acos ”了 Bros 3 
cos2nÀ + cos2 nB + cos2nC = ( - 1)^4cosnAcosnEcos nC ~ 1, 
cos( 2n + LA + cos(2n + 12 B + cost2n 4 10€ 

= ( - [)^4sin int l Asin zet l Bain ea] C 4 1, 
lanad + tannB + tannC = tand tan BtanC. 


其 中 n HER. 


2 反 三 角 项 数 


2.1 反 三 角 函 歼 及 其 图 像 


1. 捅 三 角 函 数 的 定义 

由 于 三 角 畏 数 是 周期 郴 数 ,在 定义 域 内 , 它 的 自 变 世 * MEH y ZERE - - 
对 应 的 ,所 以 ,为 了 建立 它 的 反 函 数 , 我 们 总 是 在 每 一 个 二 由 函数 的 定义 域内 选 拌 
一 个 区 间 ,使 得 在 这 个 区 间 内 ,三 角 遇 数 的 入 是 单调 的 , 睹 11 三 角 饥 数 的 值 可 以 家 
到 所 有 可 能 的 值 ,同时 尽 可 能 使 画 数 的 图 像 连续 .由 此 ,我 们 选取 包括 锐 划 的 于 区 


DIBESE SET 0131.2 

EZRM y= sinx 在 | - 也 ,于 | emnt marc coco ct s BRE 
iE ZR E. y= are sinr CHEREL- 1,1], 值 域 由 | - T. ]- 

根据 定义 ,are sins 表示 一 个 角 , 这 个 角 在 - 5805 zl E ERGE S 


y x, E 
sn(amsinr) x, YE[ - It]. 
ER, E 7p EAE. SC EJLA — £8 eR ÉCBS Fc p C. iz. — fo RUE XL 5; EI A 
IBE AHA tR 2-1 所 示 . 


3 2-1 


-EYER 
Dey< 
Üsysxm,ywn/2 


-mieya t, yæl 


一 般 反 三 角 函 数 与 主 值 的 关系 为 


Árcsinx = nm 4 ( - d)^arcsinx, 


Áreccosx = 2nm t armccosx , 
Arctanx = nm + arctanx. 


其 中 为 任意 整数 ， 
2. 友 三 角 函 数 的 图 像 及 竺 征 
反正 纺 曲 线 


y = arcsinx 


Ppd): Paci petuo 
0,0) ,该 点 切线 幸 率 为 | A x/2) . X T EUREN - a 


图 2-1 I8 2-2 


" 958 + 


反正 切 曲 线 


y — amtanx 


Ha Hg Roof Ede): BA CH ERR SD: 
VIDROMCERIS 3E o AiD, n/2) EL RAPERA — 1 
渐 近 缆 ;y = tu^ BrirfE:y -O0.y-m 
图 2-3 基 2-4 
反正 割 曲线 EE E: 
Y = arcsecx y = amescx 


[853 : AC1,00, BC - i,r) 顶点 :4f1 m2), BC- 13, 722 
ümíà.y--x2 斯 近 线 :y = 站 
图 2-5 FE 2-6 
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2.2 反 三 角 式 的 三 角 运 算 
反 三 角 函 数 的 表达 式 统 称 为 反 三 角 式 ,由 和 这些 反 三 和 角 式 组 成 的 代数 关系 式 也 
称 为 反 三 骨 式 .它们 都 表示 某 一 个 区 间 内 的 骨 . 求 角 的 并 加 光 数 ,通常 叫 基 三 角 运 
*. 
根据 反 三 角 式 的 定 必 , 当 - Ix BIS 
sin{ arcsinx} = x,  cos(arecosx) = x. 
Y- ogre wti, É 
iani arctanr} = x,  cot(amccotx) = x. 
ERA GAHEIA AERA AAM T ARAARA hA — fe PER 
容易 得 到 于 列 公 式 : 
cos( aresinz) 2 w 1 — x^, 


tan( arcsinx ) = 


i 

= 

pz] 
"E 


siní arctanx ) = 


cos(arctanx ) = 


co(arcianz) = T; 


sin( arccotx ) = 


cosl arecot x ) = 
14x 


tan( arccotx ) = l ， 
Ta FH — 48 £5 63 — ff eg SÉCEHUDÉ F8 05 — f AA 309] 48:8] 
sin(2arcsinx) 2 2x v 1- x^. 


cos( 2amcosx ) z 2x7 - 1, 


2x 
35* 


tan( Zartan x ) = 
l- x 
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2x 


] + x 
2 


siní 2arctanx ) = 


l-z 
1+ x 


cos( Zaretanx ) = 


sin[ -L arceosx - E ， 
cos{ 二 arcsiny] - vitat Y 
2 2 ` 


py FHPS TRE BS 1ESZ RE EDAR Ha] 
sinf arcsinx + aresiny) 2 x / 1 Y? & y V 1— X*, 
cos( arccosx + arccosy ) = xy — lary dc y, 
tant arctanx + arctany ) = EL 
以 上 各 个 等 式 只 有 在 左边 的 运算 始终 满足 定义 的 情 帝 下 才 成 为 恒等式 . 
2.3 反 三 角 函 数 的 相互 关系 与 基本 公式 


1. 反 三 角 范 数 的 相互 关系 

如 果 一 个 反 三 角 式 与 另 一 个 反 三 角 式 的 取 值 范围 是 相同 的 ,并 且 它 们 对 于 某 
-- 个 三 角 运 算 的 值 是 相等 的 ,那么 这 两 个 反 三 角 式 被 认为 县 有 恒 等 关 系 . 反 三 角 函 
SABE 3c uds 2-2 所 示 ， 


d 2-2 


arcoot 


Wr 导 者 只 有 当 x 为 正 植 时 才 适 用 ， 
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2. 应 三 角 函 数 基本 公式 
以 -个 反 三 角 式 代 换 另 一 个 与 它 得 等 的 反 三 角 式 ,使 称 为 是 上 反 三 角 式 的 恒 等 
变形 , 反 三 角 式 便 等 变形 的 一 些 基本 公式 如 下 : 
1° arcsinx + arcsin y 
aresin( x Vl- P+ 1 一 2) Cxys0 ER r yel), 
-| I-vy4yv1- x) (20.220,32 47 1), 
-zx-arsn(xvi-yn-xyv l= x?) (xe, yeta ty >l). 
J^ arcsinx 一 artsiti y 
arcsin( x v lI-y!-ywv 1- x?) ( xv ze 0 ny x* 4 Y^), 
«eret 1I-vy-yvi-x) (x»0,v«0, x! * 3? »1), 
-zx-arsn(xv1-y-yvl-iÓ lret, 0, att y^ DD. 
F arccosx + arccos y 
-| l- xv 1- yy} (x4 yz), 
2r- accos( xy - l- x? l- y) (xe y «O). 
4" arccosx — arccos y 
n L- zty 1- y) (xmy) 
arccoa( æy +v 1- x^ 1— y?)  (x« y). 


F arcianx + arctan y 


xy 
1— xy (xy < 12, 
= x+ arctan 2 (x »0,xy»1), 


- r arian £5 (x <0, xy» D). 


G^ arctanx ~ arctany ， 


x-Y B 
l4 (xy > 1), 
- X — Y - 
= n+ arctan j + (x»0,xy« 1), 
E -Y - 
z+ aman 3| (x «O0, xy « -1). 


T 2arcsinx 


arcsin(2x v 1— x*) Ost «2, 


= 4x - arsin(2x w 1 — x?) S ergi), 


-x-amsn(2x / 1-35) (—-1lex« -2), 
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8? 2arecosx 

E MM (Os xezl), 
" 7r-amcos(2x!-1) (-1cx<0), 
F 2arctanx 


artan 74; (Ixi < 1), 


1- x CIxl 1), 


~ f + arctan 2 {re -1). 


1- x 


(x V x 21) e (x - V à -1) (asl) 
3 nz a 

2.4 三 角 式 的 反 三 角 运 算 

根据 反 三 角 式 的 定义 , 当 - cuc T cec 于 时 ,分 别 有 


aresin(sinx) — x, — arctan( tanx} 7 x. 
34 Deran, De renit, gA 
ameos(cosx) =x,  arccot(cotx ) = x. 
上 述 4 TX META Do REX] — fast c — fos Bias. 
对 三 角 式 施行 上 述 反 三 角 运 算 时 ,如 果 变 数字 和 母 的 取信 不 在 与 反 三 角 式 的 定 
关 相 应 的 区 间 内 , 则 必须 将 反 三 角 运 算 符 号 下 的 三 角 式 作 性 :等 变 摸 ,使 其 变 摸 为 取 
值 于 上 述 相 应 区 间 内 的 三 角 式 ， 
如 果 对 某 个 三 解 式 所 施行 的 反 三 角 运 算 不 是 与 这 个 二 有 角 式 相应 的 道 运 算 , 那 
么 可 以 利用 三 角 式 的 恒等式 或 反 三 角 式 的 和 乌 等 式 作 秆 等 变形 ,以 便利 用 互 逆 的 运 
算 关 系 求 得 结果 . 


IF cosl namccosx) = 


3 三 角 方 程 


3.1 最 简 三 角 方 程 


富有 未 知 数 的 三 角 画 数 的 方程 时 做 三 角 方 程 . 求 出 适合 于 三 角 方 程 的 未 知 数 
的 一 切 值 , 叫 屋 解 三 角 方 程 ,这 些 值 吗 做 三 角 方 程 的 解 ,而 所 有 和 解 的 集合 叫 伏 三 角 
方程 的 解 集 . 
形 如 sinx = a,cosx = a tanx = acota = a 等 的 方 称 叫 做 最 简 三 角 方 程 . 其 解 如 
P: 
sinr = a(lal sz PHAR SR Ay 
ixix2nr-(-l)'"amsina,n€ Zl. 


cosx = a(1al 志 1) 的 解 集 为 


| xhg 2 2nx t accoa, n& Zl. 
tanx = a HREH 

ixix- nr avctana, nE Zl. 
cox = a 的 解 集 为 


ixix 2 nn + arccota, n€ Zi. 
3.2 一 般 三 角 方程 

解 二 角 方程 的 基本 思想 是 届 法 把 三 龟 方 程 闪 成 最 简 二 : 角 方程 来 解 .与 代数 方 
程 相 类 人 骸 ,在 和 解 一 般 的 三 角 方程 的 过 程 中 ,也 会 产生 增 根 旭 失 根 , 辣 此 ,在 解 三 角 方 
程 时 ,应 该 尽 可 能 如 免 破坏 方程 同 解 性 的 变形 或 者 三 角 变 换 ,特别 要 避免 产生 失 根 
的 变形 或 者 三 角 变 换 . 但 有 时 候 这 种 变形 是 避免 不 了 的 ,这 央 就 应 当 注 意 验 根 ， 

周一 个 三 第 方程 往往 可 以 有 几 种 解法 ,得 到 解 的 形式 个 一 定 相同 ,但 这 些 解 是 
等 效 的 ,表示 在 单位 加 上 是 一 至 的 ,通常 把 三 角 方程 的 解 表 了 示 在 单位 加 上 ,以 使 检 
验 ， 


|, 只 害 人 稀 角 的 向 名 三 角 隧 数 的 三 角 方 程 
例如 RHE tan 2x 一 1=0. 先 把 a2: 看 成 一 个 广元 ,得 到 最 篇 三 角 方 程 
tan?x = x l. 
由 tar2x = 1,18 rang +g) 
Hitan2x = - 1, 得 rang R 
所 以 方程 的 解 集 是 
xlix n S ego neZiUixixe n gone. 


2. Gb pi eRISIfSd'IG en — OG SOS E875 de 
WR- TEATER EE, HT ELE R S Ir le T — fh itta — 
角 方 程 ,那么 就 可 以 用 上 述 例 中 的 解法 来 解 ， 
例如 , 解 方程 nx -cos x = eosr. 利 用 同 角 三 前 靖 数 关系 ,得 
Ieor x  cosx — L « Q). 
原 方 程 的 解 集 是 


xia z (2n Doo x o2nx e 3 ,nk Zl. 

3. 可 化 为 一 边 为 去 而 另 一 边 是 若干 个 因 式 的 积 的 三 角 方 程 

训 化 成 一 边 为 零 而 另 一 边 为 若干 个 因 式 的 积 的 三 儿 方 虱 , 令 各 个 因 式 等 于 人 等， 
解 所 得 的 三 角 方 程 ， 

例如 AHE sinxcosx — cosx = sinz - 工 移 项 . 因 式 分 解 , 宴 

sinx — 1 eor — 13 - D. 

由 anx 120,18 xin. 
由 cox - 1-2 0,18 T= Nn, 
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[A JE ,上原 方程 的 解 集 足 


Ixix =2nri2nxr+ x ,n€ ZI. 


3.3. 某 些 特殊 形式 的 三 角 方 各 
1. 形 如 asing + fceosr = c 的 三 角 方 程 
形 如 asing + bcosx = ”的 三 角 方 程 ,可 以 利用 三 而 变换 , 击 辅 助 前 wp = 
arctan 二 ,把 左边 化 成 -个 角 的 正弦 来 解 
把 方程 asimx + bcosx = c 的 两 边 都 降 以 a, 得 


. b C 
Binrdc--7-7vc)nxX—-——. 
ä a 


4 tang = 也 ,代入 后 ,得 
sinx + tangeosx = T. 


RU -ATH ,得 
sin(x + 9) = eg. 
所 以 x=2ax- ø+ arcsin - cosp) : 
x= (2n + lr- gp- arcsin[ ep] 
2.sinx 和 和 cosx HU7T2RJ3 XE 
sinx 和 cosx WI-— XT IK Zr UR CEARR EE 2r | Rb 
asinx + boor — 0, 


asinx + bsinxcosx + ceos x =Ù. 


[UE ZA DU MERECE E SIE GR UIDES IGECE 3:3 
BUD , 解 方程 Sainx + 2cosx 2 0. 由 方程 知道 ,cosx $0, PT ULT A AA EBRE 


cos x ;得 出 同 解 方程 


Stan 十 之 二 和- 
所 以 , 原 方 程 的 解 集 是 
IxIx2n:180?-21?48', n€ Zl. 
3.4 最 简 三 角 不 等 式 
最 莘 三 梨 方 程 中 的 等 号 换 成 不 等 号 就 叫做 最 简 三 角 不 等 式 . 求 出 适合 于 三 角 
在 等 丈 的 末 知 数 的 -- 戈 值 , 叫 微 解 三 角 不 等 式 . 所 有 解 的 集 台 川 艇 三 角 不 等 式 的 解 


R. 
AA Rn PEEL TEE BB TEA — f eR SE REST TO KR h 


最 简 :: 角 不 等 式 的 解 集 . 
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例如 , 求 不 等 式 c igi 由 于 函数 cosx 8515] RAE 2r, 所 以 在 [ - min] 
内 研究 不 等 式 的 解 - 作 两 数 线 cosx = 13 ,如 图 3-1 Pin ETEL — rm 内 对 应 的 
Mrs- RUE M essc BARE- T eue. . 川 周 期 性 得 不 等 式 的 解 信 


- A 
ixI2nz -- g Ergan nC Z ， 


6 


y 

PE 
.-m 
6 
t1 

(a) (b) 
图 3-1 
也 可 以 应 用 函数 的 图 橡 的 方法 ; 


(ERE y = cosx, y = GÆR ARL - r,x) 上 的 图 像 如 图 3.1(b) 所 未 ,可 以 看 出 
不 等 式 的 解 为 - T. as ac T .根据 余弦 函数 的 周期 2x, 从 而 得 出 不 等 式 的 解 集 ， 


6 
4 三 角形 定理 
4.1 三 角形 定理 
如 图 4-1 所 示 , 设 三 角形 ABC 的 三 个 角 4, B,C BERI A 


与 三 角形 元 素 之 间 的 关系 用 公式 表述 , 则 统称 为 三 角形 定 
BH. B "VE C 
|. 三 角形 基本 定理 


I? iE SERE HH 
eo b o c 
sind ^ snB sin 2R, 


43198 a, 5，e, 三 个 角 与 三 条 边 为 三 角形 的 元 素 . 三 角形 外 
接 贺 的 半径 为 R, 内 切 圆 半径 为 +, 面积 为 8. 若 这 些 几何 斌 AN 
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或 a-z2RsnÁ, b-22RsunB, c=2RsinC. 


r 余弦 定理 
a^ = b c! - 2bccosA, 


be + a —2cacos B, 
c* 2 a? 4 b - 2abcosC. 


二 


cea = E EE, cosB = -ta 5 esp = Ee 
P 射影 定理 
c = acos B + boogA, a= bcos + cech, bz ceosA 十 acosc. 
中 ER Ek ( Mollweide) 2:3, 
A- Ë . A-E 
a+b 2 a-b " 3 
e "E^ ' ce co € 
2 2 
5 正切 定理 
A-B a-b C 
an 5 Sarba’ 
或 
A+8 B+C 
atb 2 btc | 2 
a-b A- B’? be B- C’ 
2 tan 77$ 
C * À 
cta 2 
c-a C-À 
lan 3 
2. 半角 定理 


ERI p 表示 三 角形 半 周 长 , 即 p= (abo e) ,那么 半角 与 边 长 关系 式 : 
A 1 fíp-aXp-5)p-c) 

tan 2^ p-d p + 

B__ 1 f(-aXp- Bp-e) 

2 p , 

£ r 


1 一 性 =$ -€ 
p-c 


noc 


sin c = -a)ip- b 
2 ab 
cos ye 


$ 
tela tdm mf 
T T 
Fl 
uu e 


$ 


3， 与 面积 有 关 的 定理 

I? 面积 公式 
$= Jj besind = = i casin f = E absim C. 
Sz 0 ; 


$- e^snBsnC — b'sinCsind _ c^sindsinB 
~ 2sin( B+ C)  2sin( C+ A) 2sint A+ B)’ 


入 = 用， 
abc 
S-ARC 
z HEN AHR SUIS BOSE 
R= „2 -£ _ 


2snA ^ 2snB  2sinC 45' 


其 中 nonor PARRI FH a.b. ETAN 


4.2 解 幸 三 角形 


在 1.2 节 中 指出 了 解 直角 三 角形 的 方法 ,应 用 4.1 节 中 的 三 角形 基本 定理 可 
以 解 斜 三 角形 ( 非 直角 三 负 形 ). 在 人 三 角形 的 6 个 元 来 中 根据 已 经 知道 胸 3 个 元 
素 ( 其 中 人 府 少 有 一 边 ) ,可 以 求 出 其 他 的 3 个 元 素 , 应 用 三 角形 定理 ,可 以 求 出 有 关 
HILAR. 关于 章 三 角形 的 解法 ,归纳 如 表 4-1 所 示 . 

黄 尔 威 德 公式 中 都 含有 三 角形 中 的 三 个 角 和 三 条 边 ,在 解 任 三 角形 求 出 未 知 
元 素 后 ,可 以 利用 它们 来 进行 验算 . 
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dé 4-1 
LU oC X H fioc IMPR Hc 
s -— E B . asini . asin 
MJ a ENG S.C AZIMP-CBEXR CI), bz SaAC 57 nd 
cz v a^ b —2ahcos C, 
W a.b EKM C . , aanC ，， bsinC 
sind = sn = 一 
一 È £ 一 
obte- Bp-i ta- b 
W a,b,c 7 2 Q0 2e ^ 


C - 180P - CA « B). RUE PSU PIGR 4.8, C 


bsin.A < a GAAR 
C=] —(A 4 B) bun» a Bf, RR 
_ asing bsin = 时 ,有 一 解 


"^ sind 


MU a.b Adr 
MESE fÉ. A 


5 X Hi HE 


5.1 双 曲 函数 的 定妆 及 图 像 
1. WHARE X. 
3X H8 IE 3Z. sinhx = e E 


"7X 


XU 5E coshx = e P - 


sinhx etf-e77 
双 曲 正切 tanh = cohx ^ e*« ec! 


双 曲 余 切 cothx = coshz e te. 


sinhx 一 eme 


3x gi TE 35 sechx = —L— = 一 一 | 


he 
RU Af coche Li. eL. 
2. 双 曲 函数 的 图 像 


5 WHA - 969 ， 
3X dh 1E 32 Hi £X OERA: E 


y = sinhx y 二 coshx 


曲线 关于 原 战 对 称 . MEELT oy MII. 
33 4 HA Rat Ei): [i Ch] Bp EAR : ACT) 
0(0,0) ,该 点 切线 斜率 为 | 
图 5-1 图 5- 之 
双 曲 正切 曲线 V Hip ds 57 Bir, 
y = tanhx y = cothx 


曲线 关于 原点 对 称 ， 曲线 闫 于 原点 对 称 ， 
拐点 { 同 曲线 对 称 中 心 ): 本 连续 点 :x 20 
{0,0) ,该 点 团 线 笠 率 为 1 Miik x=, ytl 
Wr£kR:y- tl 


图 5-3 图 5-4 
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X Bl 1E RU i ER X Bl] 5: 3 HE EE, 


y 7 sechx y = cachx 


曲线 关于 7 轴 对 称 . 
Tues Co] KL 53) : ACO, D) 
HA: B 2, VENE 
P BC Aranh (272 42/2) 曲线 关于 原点 对 称 . 
C( - Ananh /2/2,/2/2) 相连 继 点 ;x 20 
MTR: y=0 渐 近 线 :x=0,y=0 
图 5-5 | 5-6 


5.2 双 曲 函数 的 关系 


1. 双 曲 函 效 的 相互 关系 
XLHR eR CET FH Ec XE 3D 5-1 有 所 示 . 
x 5-1 


5 双 曲 函数 971 ， 


此 外 双 曲 函数 还 有 如 下 基本 关系 : 
inh h 
tanh P otha = SLE, tanhxcothx = 1; 


cosh x — sinh x 21, sechix + tanh x= l, collé x - csch?x = l; 
coshx + snhx = e*,  coshx - smhr= e^ *; 

sinh( — 8) = — sinh? , cosh( — 8) = cosh& , tanh( — 8) = — tanh , coth( — 0) = — coh. 
2. XXBBGEI EB Z5 
1e $2555 X Bi eR T 

sinh( x + y) = sinhxcoshy + cosha sinh y ， 

cosh( x + y) = coshxcoshy + sinhxsinhy , 
tanhx + tanhy 
i 4 tanhxtanh y ` 
coth( x £ y) 7 Lx cothxcothy 


cothx + cothy ' 
LEE GEEUE 
sinhx + sinh y = 2sinh och ERI, 


tanh( x x y) = 


coshx + coshy = 2cosh E cosh X 


` x . TY 
coshx ~ coshy = 2sinh = sinh YT ' 


anhx x anhy = Sh y) 


coshxcosh y ' 
.o.Ssinh( x+y) 
cothx x cothy = x sinhxsinhy ' 
r ERAR 
. - Hanh r 
sinh2x = 2sinhxeoshix = za‘ 
Í — iini x 
， | + tanh! x 
= sinh? x= y= "= |= — 
cosh2 x = sinh* x + coeh* x = 1 + 2sinh^ x 2 2cosh x — I I- anl? x^ 
phox = 2tianhx 
T l4tanhix' 
lo cot x 
coth? x = ^ colhx 
中 半角 公式 
sinh 部 = :AM/ SCl ( 若 >0, 则 取 “+”; 若 co Rl - 7), 
x /coahx+1 
cosh 57 2 i 


anh È = /coshx - l1 sinhx cohe — 1d 
2 M cohx-t1 coshx-1' sinhe ' 
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coth Š = /coshx + 1 _ sinhx cha rl 


2 coshx —1  coshx— 1 sinhx 
5? XX dü es cp 38 dp 2S EG 
( coshx + anhx)" = coshnx + sinhax (n€ N}, 
5.3. RARR E XAR 


|. 反 双 曲 函 数 的 定义 
EAE EP x = sinhy , M 

y 5 Arsinhx ; 
F3 Bl 435 车 x= coshy , Bil 

y= Árcoshx; 
反 没 曲 正 切 X x= tahy, il 

y= Ártanhx ; 
RABAH Æ x= coy, M 

y = Arcothx. 
2. ROREBOSSREBSOR EG 

Arsinhx = In( x +v x^& 1). 


Arcoshx = zln(x +v z^ 1} (xz 10). 


l l+ 


Aranhx = -yin } (Ix1 x1). 
-x 
Arcothx = +n ztl (læt > 1). 
3. 反观 曲 函 数 的 图 像 
PESA DEA E Buh oz lace 
y = Arsinhx y= Aroshy 


曲线 关于 原点 对 称 ， HREF x SUO. 
拐点 ( 问 遇 线 对 称 中 心 ); 硕 点 :A(1,0) 
0(0.0) ,该 点 切线 侨 这 为 图 5-8 


图 S-? 
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fa Xi c D] d e ^c XC Bl ss UT HE £X 


y= Ananhx y = Árcothx 


MER X: PIA R. h . à b H M M 

piis Chi il e Reo ove Orc il 

(0,0) . REEERE A D B 图 5 " - 
5-9 . 


5.4. ARARIRE 
|. 原 双 曲 函 数 的 相互 关系 
Arsinhx = e Arcosh v/ x? + 1 = Artanh -一 全 一 - = Aicoth xac H 


2 


* 


xxl 
Arcoshx = € Arsinh v x? — 1 = e Ananh CT = & Árcoth AA ， 
Antanka = Arsinh -== = e Arcosh AC = Areoth 一 ， 
Arcothx = Arsinh TA =E 有 = = Ananh 一 ， 


JE BUE x20.9 2-1; x«0,Hl e - -1. 
2. 反 冯 曲 阴 数 的 基本 公式 


Arsinhx + Arsinhy = Arsinht x 14 PEE la x*), 
Y 
xy 


Artanhx + Ártanhy = Ártanh 


xt 
i+ 


" fax ae EC 04h Ale. - 
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AE) Fe {977} 
Ii IE ESÀ TEMPE (977) 
L2 相交 线 和 平行 线 e (977) 
1.3 成 比例 线段 … (978) 
三 角形 et (978) 
2.1 三 角形 中 的 主要 线段 

Ce (978) 
2.2 .:fiE n mtf 

aX ee (979) 
2.3 TEE :角形 的 性 质 

HAERES eee (979) 
2.4 Bj. fT e 

338401 sas haa anna ntn (979) 
2.8. cfWEeE ai MASS 

和 (980) 
3.] 平行 四 边 形 BÉ, 

菱形 与 正方 形 ， (981) 
3.2 BUE se (981) 
3.3 四 边 形 度 其 计算 公式 

TR (982) 
3.4 加 内 接 四 边 形 与 图 外 

BAN pe {984) 
g us. (984) 


4.1 多 页 形 的 性 质 与 相似 


EE 
4.2 
4.3 
与 有 x T EETTETTEETETT 
直线 ub B eee 
MEE aAA 


和 


4.4 
4.5 


5 轨迹 与 作 图 eee 


5.1 Sob oe 


3.2 ER 


| 


6.1 Ein 
6.2 ”直线 生硬 的 
WAK eee 
6.3  BE£ERHL iT 
Bg x 


二 


7 扫 面体 与 曲面 体 ……… 


和 


7.1. 多 面体 
7.2 曲面 体 


BRRTORRER RR AA CER nr 


8 A AIEK ee 


8.1 H6 Hj "ar esacs read ene 


8.2 Wn PE. BH rm 
8.3. €S[BZN-.e 
8.4 EZ ee 
8.5 连续 人 本 pe 


1 E 线 (RH) 


1.1 S M A 


1]， 对 体面 . 线 、 点 的 认识 

备 方面 都 有 限界 的 空间 部 分 称 为 体 , 宝 间 相 邻 两 区 喊 的 公共 部 分 称 为 面 ， -个 
fe IH SPINE DC SEBS ZI JCSE TRER ER, --£X D NISBPA BE 2) UDZDOE BUR LR LEX, 
面体 的 任何 集合 , Pr A RIE. 

2. 直线 { 段 ) 的 性 质 [ 公 理 ) 

I? 两 点 决定 -条 直线 . 

r 所 让 连结 两 点 的 线 中 ,线段 最 短 . 

P 经 过 已 知 直 线 和 外 的--- 点 ,有 且 各 有 一 条 直线 和 已 为 | 下 线 平行 . 

4 经 过 ud HURE AE EERSEEUT UA PESE. 

s? MES wu px E HEE Forman EID. Rx RAA ERES 


1.2 相交 线 和 平行 线 


1. 角 的 性 质 

r 角 平 分 线 上 任意 -- 点 到 两 边 等 距 . 

J;--dAmdpp ET TS -ARRA . MR HIE gb. 

r 同 乔 的 余 ( 补 ?前 相等 . 

2. 对 项 角 的 性 质 与 判定 

bp 对 顶 角 的 性 质 对 顶 角 相等 ;对 项 角 相 部 两 划拨 补 : 对 顶 角 相 邻 两 前 的 半 
分 线 互 相 垂 直 . 

r 对 顶 角 的 判定 ” 若 一 角 的 两 边 是 嚼 -个 骨 的 两 边 的 反 向 延长 线 , 则 这 两 个 
fg xp fa 

3. AREETA FE 

| 线段 垂直 平分 线 的 性 质 ”线段 竺 直 平 分 线 上 的 点 钊 线 段 两 况 的 距离 相等 ， 

2 线段 重 直 平分 线 的 判定 ” 距 钱 段 两 端 有 等 距离 的 点 的 集合 ,是 线段 的 垂 上 由 
ER. 

4. 平行 线 的 性 质 与 判定 

(DER 

L 两 平行 线 的 内 错 角 相等 ;同位 角 相 等 ; 辣 稼 内 角 68b. 

2 两 平行 线 间 的 平行 线段 相等 , 旦 距离 处 处 析 等 . 

(22:B] XE 

r EHE HERRE, AAG, zn] (fO BAR SERT A A T 0b. 


- 978 - 附录 3 — BEFCULTHT 


则 两 直线 平行 . 
43 a/b.c// b,W afe. 
34 alí!c.blc,ll] a//b. 


1.3. 成 比例 线段 


t. 比例 的 性 质 定理 
设 eic,d pg 为 线段 , 则 有 如 下 的 定理 : 
I^ 基本 定理 
A zc M ad= i. 
2 合 比 .分 比 . 合 分 比 定理 
-8 t£ 
TEE 
a+b ctd | a-b c-d atb ctd 
ho d" b ^ d ' a-b cd 
Did 
TER EXTERNI t Er 
5 a Wa dao b 
2. — 


[平行 线 分 线段 成 比例 定理 ”两 直线 被 -一 组 平行 线 所 截 得 的 线段 对 应 成 比 
fn. 

?分 线段 成 比例 的 两 直线 定 埋 ”车 两 条 相交 直线 被 俘 外 两 条 直线 所 截 , 截 得 
的 对 应 线段 成 比例 , 则 另外 两 条 直线 平行 ， 


2 三 角形 


2.1 三 角形 中 的 主要 线段 


1. 三 角形 的 边 的 垂直 平分 线 和 外 心 

CADERS 3 363 93€ ÉCE A FELTBSET — £8 iX — 18 388 i TÉ TRE RS IEEE RT 
HA , xx dic ot] — A8 TE 9 Pc CRISE HEEBRL S LC) 

2. 三 角形 的 角 平 分 线 和 内 心 

三 角形 的 3 个 内 角 的 平分 然 相 交 于 一 点 ,这 -点 到 三 人 委 消 各 边 的 跟 离 相等 ,这 
d | 8 TEES A CEB A EL BERE BC) . 

3. 三 角形 的 中 线 和 重心 

三 角形 的 了 条 中 线 相 交 于 …- 点 ,这 点 到 各 边 中 点 的 幅 亢 等 于 这 边 上 中 线 的 
1/3, xX Am FER E D. 

4. CBE OSSSTUSE 

三 角形 的 二 条 高 相交 于 一 点 ,这 点 叫 三 角形 的 牌 心 ， 


2 三 角形 * 979 * 


2.2 三 角形 中 的 边 与 角 的 关系 


1. 3 条 边 的 关系 

t 三 角形 任意 两 边 的 和 大于 第 三 边 . 

2 三 角形 任意 两 边 的 差 小 于 第 三 边 . 

2. 内 角 与 外 角 

I? 三 角形 3 个 内 第 的 和 等 于 8P. 

r 三 角形 的 一 个 外 角 等 于 和 它 不 相 邹 的 两 个 内 前 的 种， 
3. 边 与 角 的 关系 

I? 三 角形 中 , 较 太 的 边 所 对 的 角 较 大 . 

?三 角形 中 , 较 大 的 角 所 对 的 边 较 大 ， 

4. 中 位 线 

le 三 角形 的 中 位 线 平行 于 第 三 边 , 且 等 于 它 的 一 半 . 

> 过 三 角形 一 边 的 中 点 而 与 男 一 边 平行 的 直线 平分 第 三 边 . 


2.3 ”特殊 三 角形 的 性 质 与 判定 


1. SETARE 

l 等 腰 三 角形 的 性 质 MERAS: MATARREN PRAK. 

T 等 腰 三 角形 的 判定 ”有 两 个 角 相 等 的 三 角形 是 等 恒 三 角形 ;高 .中线 、 角 平 
分 线 中 有 两 者 相 重 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 

2. 直角 三 角形 

j* 直角 三 角形 的 性 质  PRHLÉRS SR A fei EO'PERSET SUD BE P 
E RDÉJ a mST RED PIE 7; CEJ HERE E) ; — Ex FR E OP, RULUC A DG ERE 
S —3E , Ez Zn EARI AERA — E, UE FRE A 30P . 

r 直角 三 角形 的 判定 “两 个 角 互 为 余 角 的 三 角形 吓 直 角 三 角形 ;有 一 条 边 二 
的 中 线 等 于 这 过 的 一 半 的 三 角形 是 坦 角 三 角形 ;两 边 的 下方 和 等 于 第 三 边 的 平方 
的 三 角形 ( 勾 股 定理 的 逆 定 理 ) 是 直角 三 角形 . 


2.4 ”两 个 三 角形 的 全 等 号 相似 


1， 两 个 三 角形 全 等 

l^ 全 等 三 前 形 的 性 质 “_ 对 应 角 相 等 ;对 应 线段 ! 这 .由 ,中 线 、 角 平 从 线 、…) 相 
等 ; 周 长 相 等 ;面积 相等 ， 

r 全 等 三 角形 的 判定 ”两 这 和 它们 的 夹 角 对 应 相等 (SAS) 的 两 个 莽 前 形 是 全 
等 三 角形 ; 南 骨 和 它们 的 夹 边 对 应 相等 (ASA) 的 两 个 三 角形 是 全 等 三 角形 ; 三 边 对 
应 相等 ($5S) 的 两 个 三 角形 其 全 等 三 角形 ;有 和 斜 边 和 一 条 上 性 角 边 对 应 相等 的 两 个 下 
角 三 角形 (HL 是 全 等 三 角形 ， 

2. 两 个 三 角形 相似 

le 相似 三 角形 的 性 质 。 对 应 角 相 等 ;对 应 线段 (过 Lin BER FD PER e 
比例 ;上 岂 长 比 等 于 相似 比 ;面积 比 等 于 相似 比 { 对 应 边 之 财 ) 的 平方 ， 
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27 相似 二 角形 的 判定 ”两 角 对 应 相等 的 两 个 三 利 形 星相 似 = A RE R At 


i EC PA, e Ff FR SE B T 1 — FEE REOR ULL RE C REE A E ABS PET A E GNI 
PEN 


2.5 CÉUEREHREGTTEAX i 


|. 直角 三 角形 
iS $1 ff fR E ESL 2-0 所 示 , 则 
I? H] [S 7 
lzatbee- at be v a. « V. 
2» Hips 


EE Fab = S uan B = S ain 24 = Z einan., 
B A 
A 7 C 
H ü C 
图 2-1 I8 2-2 
2. 等 边 三 角形 
设 等 边 三 角形 如 图 2-2 所 示 , 则 
I* 周 长 } 
[- 3a. 
7 Bh 
h -B30. 
3» 5MEBDER R SAHR- r 
A R= Adr p2—, 
43 243 
CN 4 dS 
E b S= h a. 经 
3. 一 般 三 角形 5 
D E- -TAE m 2-3 Bp. 
E d C ]? Fi A, 


UU 
E 2-3 h= bsinC = Ae pr. er, -cy 


3 pi * 98l > 


2 ng m, 
m, dv (a e) cato bitet bcosd. 
Laos: TA 
nl 3. 2 A 
irap bc[ Cb c a = 


中 外 接 圆 半 径 员 
a 5b — c ax 
2un4  2snE 2unC 45^ 


5 内 切 贺 半径 


r28, (p- a)(p- b)(p- c) 
p p 
= pan S tan Ž tan £ = 4 Rsin A sin sn. 


其 中 peat c). 
6 ms 
S = obsin€ = V píp - aM4p- b)(p- c) 


2 
- -aan pann- a 
-2R'"sinAsinBsinC = 2 ah, 2 mp- AR 


3 pm i X 


3.1 OKdTWHZJE. SE SE SIEIS 

e FAAEE — XTXHIBAR AAE LE fa£R 8 HIDE D. 

r EERE — ECEGETTEULZDE B) — MEA: MAAEMA; HARR. 

3 RERA ”具有 平行 四 边 形 的 一 切 性 质 ;四 条 边 都 相等 ;对 和 角 线 互相 垂 
直 , 昌 每 一 条 对 角 线 平分 一 组 对 角 . 

t 正方形 的 性 质 具有 平行 四 地形 .和 矩形. 姜 形 的 -- 印 性质; 对 角 钱 与 边 的 兢 
füdX 45». 

3.2 梯 形 

I^ 一 般 梯 形 的 性 质 ”一 组 对 边 平行 , 另 一 组 对 边 不 平行 ;中 位 线 平 行 于 底 边 
且 等 于 两 底 和 的 一 半 . 

r FEREKA BOR — REBIUE BS TERR PRÉ 38 75.081 JB 409 HAE 


补 ; 对 角 线 相等 :以 两 底 的 中 点 连 线 为 对 称 轴 的 对 称 图 形 . 
» 直角 梯形 的 性 质 RO —REBUEBUTE IS ; 36 ECFR IDE RE EE FE. 
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3.3 四边形 度 量 计 算 公 式 


1. 平行 四 边 形 
设 平行 四 边 形 如 图 3-1 所 示 , 则 
r Bi 
i-22(a4b). 

2^ HAR d, , d; 

di 4 di-22(a* + b^). 
»ika 

did,sinp  d,d;sing 

"7 2h ^ 2bsina ' 

4? ip fH s 


$= ah= absine = + d; d;sing. 


A D 
D« 
e CN. 
5 
E 3-1 图 3-2 


2. 9pTE EE S 1EIS E 
(IEE — RUE BE] 3-2 Poo ,期 


PERI 

l22(a4 b). 
r 3] £828 d 

dzy a^. 
3 mies 


S= ab =} d'sing. 
(DEE RÆ mA 3-3 所 示 , 则 


P 周 长 ! 
l-4a 
P HAR dida 
d,» 2a 2, d; -2asin D, d, d, = 2!) sinB. 
多 面积 5 


3 MAE "983 - 


B r 
E c 
图 3-3 图 3-4 
(3}) 正 方形 ” 设 正方 形 如 图 3-4 所 示 ,出 
MEE 
124a. 
r HAR d 
d={2a 
六 边 长 a 
az= ri 
42 
45 面积 5 
$= a = S. 
3. E 
没 梯形 即 图 3-5 所 示 , 则 
l^ RE 
i-atbtcd. 
T lae 
a-be sinta € 8). 
sini 
- sing 
czía- be + B) 
r HRS 
5z eri. (e + b)csina = L pusing. 
4. 任意 四 边 形 
设 任意 四 边 形 如 图 3-6 所 示 , 则 
le 周 长 ! 
l-atbrtcsd. 
2 mis 
s - dd,sing = 3 dis + hy) 


-4 
i3 
=x (p- a)(p- BYXp- cKp- d) - abadcosa , 
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图 3-5 € 3-6 
Joh psj la+bterd) as GAS ZO ac C Be Z D). 


3.4. 圆 内 接 四 边 形 与 圆 外 切 四 地形 

1. 奖 内 接 四 边 形 

圆 内 接 四 边 形 如 图 3-7 所 示 . 

I^ 加 内 接 四 边 形 的 性 夺 ”对 前 互补 ;外 角 等 于 其 内 对 骨 ; 两 条 对 角 线 被 其 交 
点 所 分 成 的 其 条 线段 之 积 相等 . 

T 辆 内 接 吧 边 形 的 判定 ”对 角 互 补 的 四 边 形 是 画 内 接 吊 迪 形 ;一 外 角 等 于 它 的 
内 对 角 的 四 边 形 是 图 内 接 四 边 形 ; 四 项 点 到 某 定点 有 等 路 离 的 四 边 形 是 圆 内 接 四 边 
形 : 两 条 对 角 线 被 其 交点 所 分 成 的 两 条 线段 的 积 相等 的 四 地形 基 圆 内 接 四 过 形 ， 


图 3-7 


2. 辆 外 切 四 边 形 

圆 外 奶 四 边 形 如 图 3-8 所 示 . 

I^ ANAHERA ”两 组 对 按 之 和 相等 ， 

r 圆 外 切 四 按 形 的 判定 ”两 组 对 边 之 和 相等 的 四 边 形 臣 圆 外 切 四 边 形 . 


4 和 多边形 与 图 


4.1 ZYUEBTEN E TRI S LE 
1. 多 边 形 的 性 质 


4 多边形 与 加 * 985 ， 


I? n 31 E P3 TR MISE-T (n —2) 180^; 

2 na WER ARE F 36; 

P n WEA C -n RIIA. 

2. 相似 多 边 形 

I 相似 名 边 形 的 性 质 ”相似 多边 形 周 长 的 比 等 于 村 似 弛 ;相似 志 边 形 面 积 的 
比 等 于 相似 纤 的 平方 ;从 两 个 相似 煞 按 形 一 对 对 应 顶点 所 作 的 各 对 角 钱 把 两 个 多 
边 形 分 成 个 数 相同 的 排列 顺产 相同 的 相似 三 角形 ， 


4.2 E & xi X 


|. 正 多 边 形 的 性 质 

P 各 边 相等 ,各 角 也 相等 ; 

P 凡 边 数 相同 的 正 多 边 形 都 相似 ; 

Y 每 个 正 多 边 形 都 有 -个 外 接 圆 和 一 个 内 切 圆 , 目 西 阅 同 心 (此 心 即 正 多 边 
形 的 中 心 ); 

f En 边 形 的 一 个 内 角 a= SE ,中 心 角 为 300 

P iEn HEAR 

180° ] 8CP 


Qn =2Rsin ^ cz2ran 7/7 ' 


和 其 中 Rr 分 别 为 外 接 图 ATEA E, A EGER En SUO UL EXPE DB ; 
6 下 半边 形 的 面积 


z ? QF = L asi 287 
IE & E 5 HEB AE 16 55 er E IBISER e 4-1 所 示 . 
x 4-1 


IF 


面 pi 
IRTA m 1,299908? 


2R! 


-一 
RV 10 + 24/5 
2.3116 R^ 
立 
EE 2:2. $981 R^ 


2R 42.2. 828A R 


ep SE v/ 0-7 245 «2.93898? 
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2R*3.10582854- -- 


BR, 7 4/5 - 39645 
2 3. 0505 R2 
ARV 2-423. 06154 


2R-3. 11867536- 


"EI PE 24.42R 2R*3,121445[]5: e 


«0. 36749904 R ZR*3.12374180--- 243, 0706 R° 
ENTE DR 


AP 2-4 2443R 1R:3, 13262862 


4.3 ”图 的 基本 性 奈 与 有 关 角 


在 平面 上 与 定点 的 嘿 离 等 于 定 长 移 点 的 轨迹 叫 立 ， 

1. 圈 的 确定 与 对 称 性 

e 过 不 证 同 一 直线 上 的 3 个 点 可 以 确定 一 个 图 ， 

r 圆 是 轴 对 称 图 形 , 经 过 好心 的 住 一 直线 都 是 对 称 轴 ;加 也 是 中 心 对 称 图 形 ， 
圆心 是 对 称 中 心 ， 

2. 音 径 、 弦 与 强 之 间 的 关系 

1) 垂直 于 弦 的 直径 平分 这 条 弦 ,并 且 平 分 纺 所 对 的 两 条 弧 . 

(2) 一 条 直线 ,如 果 它 具有 : 

I? 经 过 圆心 ; 

r EHT: 

3 Fa 

中 3-5 3EBIDGO B EG ; 

P 平分 弦 所 对 的 优 扳 
等 5 个 性 质 中 的 任何 两 个 性 质 时 ,这 条 直线 就 具有 其 余 的 3 个 性 质 ， 

3. 弦 、 浙 、 圈 心 角 与 弦 心 距 之 向 的 关系 

1^ ERRARE, AA ECARE BIDS ERIS MEL LP AR SE DLE PI 92 8B 
这 4 组 量 中 ,如 果 其 中 任意 一 组 量 相 等 ,其 他 3 组 也 都 相等 ;如 果 其 中 任意 一 组 不 
等 ,其 他 3 组 地 不 等 . 

2 TEL CR 359) EMAGA 3 组 量 中 ,如果 任 何 -组 量 的 一 个 量 较 大 ,其 他 
两 组 的 对 应 量 也 较 大 ， 


6R* 2 2433, 1058 FR 


4 — EXE 5 n - 987 - 


3 TESESUSE S EBIX P328 ei rh. [ERI — ZH 5E] — 1 AR SE C, L5 — AH AA A i Si 
E iine. 

4. BHAA 

I^ EGA BOREAS TE BIB EOS HE. 

2 圆 局 角 的 度数 等 于 它 所 对 的 弧 的 度数 的 一 半 

3^ 半圆 上 的 圆周 角 蚌 直角 . 

4* 同 弧 所 对 的 贺 周 角 相 等 . 

5* 3E 3 FB BRE CSS TEL PA ERI BE S B9 — E. 

6 3£ UI ff SET Fe]a. E B5 PRREHfR 

7 [Efe BE fc TEIRM E Ti £5 BL BS SETS BE 02 m 69-3. 

8^ [| -FR B HE PCR T E Fr RP SEES RE R38 3 E. 


4.4 ARSA. ASA 


1. 伺 置 关系 及 其 性 质 
直线 与 加 . 圆 与 圆 位 置 关 系 如 表 4-2 所 示 ， 
2. BWFFE 


表 4-2 


l.di«eR-r(R» y) 


Tl 2. d, 2 0, PM Joc 
l, dy> R+r 
B 2. 有 两 外 公 团 线 , 旦 长 相等 


3. 有 了 两 内 从 已 鲁 , 且 长 相等 


1. = 办 + 
2, o ER sd D) 
3.43 EP z: 702€ EL CBAR 8 — 


l.d,-2R 
2. 切 线 垂直 于 过 切 点 的 半径 
3. 过 图 心 垂 直 于 切线 的 直线 过 切 


m 点 内 从 切线 
4. 从 圆 外 -点 引 的 两 切线 ,其 长 相 
" 等 ,这 点 与 圆心 的 连 线 平 分 两 切 l.dj- R- r (R» r) 


2. E SR np UL 
38 — EUER 


线 的 夹 角 
5. 过 半径 的 外 端 垂 直 于 半径 的 直 
线 是 切线 


Il.R-r«d,« R-r(R»r) 
2. 048 3E ÉDE rA HESE 
3. 有 两 外 全 切线 .其 长 相等 


1. 2E: 3E CT SE DS ÉCHEC. Hp x 
Sesb CHOSES Ae 
2. 纺 的 垂直 平分 线 过 图 心 
3. 两 平行 直线 之 间 所 夹 的 统 相 等 


HR r 为 半径 ;中 为 圆心 到 直线 的 距离 ,中 AAA I n f] 3 EE RT 
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lo 483 3EGE BE BORGE AB A CD 相交 于 PLU PA- PB = PC: PDRE 4-14). 
2 AREE — 从 圆 外 一 点 P 向 贺 引 两 条 割 线 分 别 与 天 相交 于 4、B 和 CG、D， 
W] PA. PB = PC* PD( 见 图 4-2). 
s» RRE ”从 画 外 一 点 P 引 圆 的 切线 PT IEEE PAB, M) PT? = PA- PB 
(W.B 4-3). 


图 4-1 图 4-2 图 4-3 
4.5 圆 的 度量 计算 会 式 
设 半 径 为 r, 直 径 为 dg, 周 长 为 ,面积 为 9, 弧 长 为 ,局 长 为 了 ,圆心 角 为 8, 拱 


1. 55 mST 
1° 圆 ( 见 图 4-4) 
dzr, 
c= 2nr = nd, 
2 
Szr? = rd- E, 
其 中 3 为 图 面积 . 
2 pn 
WE PAQ = s, PA = AQ,3R PA = 了 ,6 以 弧度 计 , 则 
n 
$268-5,. 


Sri Q-xM RENT 1.2590). 
122 2h - h^ 或 1=2rsin E. 


hor P- D OB Ox BB 79.08 0» HERI 9), 
其 中 18k PO 的 长 ,为 弓形 PAQ 的 高 
2. BE. SIESRISHE 
I* RUE EE 4-5) 


5 轨迹 与 作 图 ， 989 - 


S= rr 2E 
s= Prr, 
其 中 是 扇形 面积 ,2 RISO uR e A BERI BE E i 
HCH. 
r BERE 4-6) 
h=2rsit D - T n D. 
20€ 1, ] Ly? 
$-p 1! 2?-(4) n 
4- 
= y (8 - sind). 3 


其 中 5 是 弓形 面积 . 
r 月牙 形 ( 见 图 4-7) 


S= Pln- IS. sinp), 


18(F 
其 中 3 为 月 牙 形 面积 . 
T 中 
-A 
[« wo /! 
y>] 
bt P4 
-— o” 
Hj 4-6 E 4-7 


3. 环形 
环形 如 图 4-8 所 示 . 
S=m Rr) 2 2n R8, 


其 中 5 为 环形 面积 ,R AKEE, r 为 小 圆 半径 ,= 广 (R+ 7),8= R- 


5 轨迹 与 作 图 


5.1 h — xh 
l. 点 的 轨迹 


: 990 ， 附录 3 欧 氏 几 柯 


具有 某 种 性 质 的 点 的 集合 ,叫做 具有 这 种 性 质 的 点 的 轨 这 . 

轨迹 上 所 有 的 点 ,都 具有 这 种 性 质 ; 具 有 这 种 性 质 的 点 者 在 轨迹 上 . 

2. 基本 轨迹 定理 

r 和 已 知 线段 的 两 个 端点 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 这 线段 的 牌 直 平分 线 . 

r 和 已 知 角 的 两 边 的 另 离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 这 个 角 的 平分 线 . 

3 和 一 个 已 知 点 的 距离 等 寺 已 知 长 的 点 的 轨迹 ,是 雇 已 知 点 为 图 心 ,已 知 长 
为 半径 的 圈 . 

3. SKEGEBS— RO?2D SR 

1* 解 ”探求 轨迹 的 形状 和 位 置 ; 按 所 探求 的 轨迹 形状 和 位 置 确定 所 求 轨迹 . 

2? 证 明 证 明 所 求 出 的 图 形 上 任意 点 , 即 轨 迹 上 的 任意 点 具有 所 要 求 的 性 
质 ;证 明 具 有 所 要 求 的 性 质 的 点 都 在 图 形 上 . 

讨论 补足 与 已 求 出 轨迹 同类 的 胃 迹 ,或 去 掉 不 全 要 求 的 点 ; 当 条 件 特殊 
化 时 ,研究 轨迹 的 形状 和 位 置 的 变化 . 


5.2 4E 图 


1. 基本 作 图 
基本 作 图 如 表 5-1 所 示 ， 


l. 5 SEAECLADERER 


n 


2. E 50 PE EC cR E 
$13] 


x2 at. d 


3.0 83) i. — E 
x1 STE — AHH 
rasy d-g 


4- 求 作 丙 线段 的 比例 
中 项 


5. 求 作 二 线段 的 第 四 
比例 项 


6 直线 与 平面 - 09] - 

2. FENE 

| 分析 先 假 定 图 形 或 图 形 上 的 点 已 经 作出 ,寻求 或 发 现 作 图 方法 ,同时 这 
可 以 求 得 作 图 可 能 的 必要 条 件 . 

T 作法 ”根据 分 析 结 果 ,在 掌握 基本 作 图 的 基础 上 , 皖 作 图 规定 正确 作 图 ,并 
MEFE. 

3 证 明 证 明 所 作 图 形 为 要 求 作 的 图 形 ,并 满足 所 有 共 件 ， 

中 讨论 ”讨论 适合 题 意 的 解数 以 及 无 解 或 无 限 多 解 的 情况 

3, 常见 的 件 图 法 

| 轨迹 交 截 法 ”为 了 求 得 某 一 侣 符 条 件 的 点 的 位 置 , 住 往 是 先 找 出 合 符 部 分 
条 件 的 点 的 轨迹 ,再 求 出 合 符 男 一 部 分 条 御 的 点 的 轨迹 ,两 个 软 迹 的 交点 就 是 所 求 
的 点 .这 种 方法 儿 用 于 求 点 的 作 图 ， 

r 平移 法 ”在 作 图 分 析 中 ,可 利用 平行 四 边 形 的 性 质 , 将 基 一 线段 . 革 一 部 分 
图 形 平移 到 基 一 位 置 , 构 成 作 图 的 条 件 . 这 种 作 图 方法 称 为 平移 法 .此 法 常用 于 等 
长 或 定 长 线段 的 作 图 . 

3 对 称 法 EOS -- 样 ,也 是 一 种 移动 法 .这 种 移动 主 点 是 利用 图 形 的 对 称 性 ， 
便 能 找到 作 图 的 方法 .此 法 常用 于 等 长 .等 角 与 最 大 最 小 问题 的 作 图 . 

4 旋转 法 ”在 进行 几何 作 图 时 , 当 直 接 作 图 发 生 困 难 时 ,可 以 先 在 适当 位 置 
作出 其 全 同 图 形 ,然后 再 将 所 作 全 何 图 形 旋转 某 一 角度 ,从 而 得 到 所 求 图 形 .此 法 
常用 于 等 长 ,等 角 、 等 形 方面 的 作 图 . 

S 改 缩 法 ”在 几何 作 图 时 , 当 所 求 国 形 直接 作 图 不 太 方 便 时 ,可 以 先 在 适当 
位 置 作出 图 形 的 相似 形 ,然后 再 经 放大 或 缩小 ,得 到 所 作 的 图 形 . 此 法 常用 于 图 形 
的 内 接 形 作 图 . 

6 代数 解析 法 ”在 某 些 用 和 何 作 图 中 , 常 模 助 于 代数 式 的 求解 来 辅助 作 图 尾 务 
的 完成 . 


6 直线 与 平面 


6.1 X 面 


1. EMRE 

平 而 通常 用 一 个 平行 四 边 形 来 表示 , 它 是 平坦 ,无 厚度 ,可 通 向 种 方 无 限 延 坤 
的 . 

2. 平面 的 基本 性 质 

(1) 三 条 公理 

1 如 果 一 条 直线 上 的 两 点 在 一 个 平面 内 ,那么 这 条 再 线 上 所 有 的 点 都 在 这 个 
平面 内 . 

r 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ,那么 它们 有 和 且 从 有. :条 通过 这 个 点 的 公共 直 
线 . 


* 992 * 附录 3 欧 氏 几何 


3 不 共 线 的 3 点 确定 一 个 平面 . 
(2 确定 平面 的 条 伸 
|? 过 不 在 同一 直线 上 的 3 点 . 
r 过 一 直线 和 此 直线 外 的 一 点 . 
r 过 两 相交 直线 
4 过 两 平行 直线 ， 
6.2 ”直线 和 平面 的 位 置 天 系 


|. 直线 和 平面 的 位 置 关系 
直线 和 平面 的 位 置 关系 如 表 6-1 所 示 . 
2. 两 直线 平行 的 判定 法 


3& 6-1 


TEX A 直线 和 直线 


重合 {或 百 线 在 
平面 内 ) 


AF ri FLER 


6 直线 与 平面 - 993 ， 


L 平行 于 同一 条 直线 的 两 条 直线 互相 平行 . 

r 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ,经 过 这 条 直线 的 平面 和 这 个 平面 相交 , 那 
么 这 条 直线 就 和 交 线 平行 . 

r 如 果 两 条 直线 同时 重 直 于 一 个 平面 ,那么 这 丙 荣 下 线 平行 . 

中 如 果 两 个 平行 平面 同时 和 第 三 个 平面 相交 ,那么 它们 的 交 线 平行 . 

S 3 个 平面 两 两 相 区 于 3 条 直线 ,如 果 其 中 两 条 平行 ,那么 第 三 条 也 和 它们 平行 . 

3. 两 直线 垂直 的 判定 法 

I? 若 一 条 直线 垂直 于 一 个 平面 , 则 必 和 平 面 内 的 任何 ~- 条 直线 徘 直 . 

2 如 果 一 条 直线 和 两 条 平行 直线 中 的 一 条 徘 直 ,那么 由 和 男 一 条 牌 直 . 

r 如 果 一 条 直线 平行 于 一 个 平面 ,那么 这 个 平面 的 任何 下 线 都 和 这 条 直线 垂直 . 

中 三 垂 线 定理 ”在 平面 内 的 一 条 直线 ,如 果 和 这 个 平 而 的 一 条 射线 的 射影 垂 
直 , 那 么 它 也 和 和 这 条 斜 线 重 直 . 

5 三 垂 线 定理 的 道 定 理 ”在 平面 内 的 一 条 直线 ,如 宁可 这 个 平面 的 一 条 幸 线 
简直 ,那么 它 也 和 这 条 疼 线 在 该 平面 内 的 射影 千 直 . 

4. 直线 和 平面 于 行 与 垂直 的 判定 法 

I^ 如 以 平面 外 -- 驼 直线 和 平面 内 一 条 直线 平行 ,那么 这 尝 直 线 和 这 个 平面 平行 . 

T 两 个 平行 平面 中 的 一 个 平面 内 的 直线 ,一 定 平 行 于 为 一 个 平面 . 

3» 如 果 一 条 直线 和 -- 个 平 高 内 的 两 条 相交 直线 都 乓 上 呈 , 那 么 这 条 直线 季 直 于 
这 个 平面 . 

4 如 果 丙 条 平行 线 中 的 一 条 堆 直 于 一 个 平面 ,那么 由 茶 也 垂直 于 这 个 平面 . 

? 如 果 两 个 平面 垂直 ,那么 在 一 个 平面 内 垂直 于 它们 灾 钱 的 直线 奏 直 于 另 -- 
个 平面 . 

6^ 如 果 两 个 相交 的 平面 都 垂直 于 第 三 个 平面 ,那么 它们 的 交 线 也 垂直 于 第 二 
个 平面 . 

5. 平面 和 平面 平行 与 垂 店 的 判定 法 

I^ 如 果 一 个 平面 内 有 两 条 相交 直线 都 平行 于 必 一 个 下 面 ,那么 这 了 两 个 平面 平 
行 . 

2 如 果 一 个 平面 经 过 另 一 个 平面 的 一 条 垂 钱 ,那么 这 蚌 全 平面 豆 相 垂直 . 


6.3 直线 和 平面 的 度量 关系 


|. 夹 角 

I^ 两 条 异 面 直 线 所 成 的 角 ”过 空间 三 一 点 ,分 别 作 两 条 蜡 面 直线 的 平行 线 ， 
所 得 两 相交 直线 严 的 角 叫 做 这 两 条 异 面 直线 所 成 的 角 ， 

> 直线 和 平面 所 成 的 角 ”平面 的 一 条 冬 线 和 它 在 平 向 上 的 射影 所 成 的 锐角 ， 
叫做 这 条 直线 和 这 个 平面 所 成 的 角 ， 

3 二 面 角 的 平面 角 ”以 二 面 角 的 楼 上 任意 一 点 为 端 尺 ,在 两 个 面 内 分 别 作 垂 
直 于 楼 的 两 条 射线 ,这 两 条 射线 所 成 的 角 称 作 二 耐 角 的 平面 前 .二 面 角 的 大 小 ,可 
以 用 它 的 平面 角度 量 . 
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2. 距离 

e 两 条 异 面 直线 的 距离 ”和 两 条 和 异 面 直线 都 垂直 相交 的 直线 称 为 两 条 异 面 
直线 的 公 竺 线 ; 两 异 面 直 线 的 公 竺 线 在 这 两 条 异 面 直 线 间 的 线段 的 长 度 称 作 两 条 
异 面 直 线 的 距离 . 

D 直线 和 与 它 平行 平面 的 距离 ”一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ,这 条 直线 上 任意 
一 点 到 平面 的 距离 , 称 作 这 条 直线 和 与 它 平行 平面 的 距离 . 

3 两 个 平行 平面 的 距离 ”和 和 两 个 平行 平面 同时 垂直 的 直线 , 称 作 两 个 平行 平 
曾 的 公 垂 线 ; 它 夹 在 这 两 个 平行 平面 间 的 部 分 , 称 作 这 两 个 平行 平面 的 公 重 线段. 
公 算 线段 的 长 度 称 作 两 个 平行 平面 的 距离 . 


7 多 面体 与 曲面 体 


7.1 多 面体 


符号 ;4 为 全 面积 ,4, 为 侧面 积 ,44 为 底面 积 , VD flc 

|. Ept 

IP 校 柱 址 的 概念 ”有 两 个 面 互 相 平行 ,其 余 各 面 都 芋 四 边 形 . 并 且 每 相 邻 两 
个 四 边 形 的 公共 边 都 互相 平行 ,由 这 些 面 所 国 成 的 几何 体 称 作 楼 柱 体 . 

2 楼 柱 体 的 性 质 ” 侧 棱 都 相等 ,侧面 是 平行 四 边 形 ;两 个 底面 与 平行 于 底面 
的 截面 基 全 等 的 名 边 形 . 

T 棱柱 体 的 分 类 ”以 底面 多 边 形 的 边 数 为 标准 分 类 ,棱柱 体 可 分 为 三 棱柱 、 
四 棱柱 .五 棱柱 、……… .以 他 楼 与 底面 是 否 舌 直 为 标准 分 类 , 司 柱 体 可 分 为 直 楼 柱 、 
斜 楼 柱 ., 底 面 为 正 多 边 形 的 直 楼 柱 称 作 正 楼 柱 . 

4 校 柱 体 的 面积 与 体积 公式 

棱柱 性 的 面积 与 体积 公式 如 甫 ?3-1 His. 

表 了 -1 


PHR CEA) 

F) + bct h 
i si i 
F= AJh 

FH RD) 

A.z(aebece)h, 

V -2 AQ 


7 £mi mik u * 995 ， 
SEX 


La (24 * a) bh 


-L 
76 


截 头 多 过 形 楼 柱 体 ( 左 图 ) 
D,E 为 随 端 多 边 形 的 重心 ,DE W 
AHi, F= A.f 

BA :角形 棱柱 体 ( 右 图 ) 


Y= Ado 本 (e+ b c) X À,. 
A 为 止 交 截面 积 


平行 六 而 使 

A z2(ahbsna + besiny + acsinfi}, 
F= AJA = abcsinasinB 

正六 面体 

A z2(ab + he + ac), 

Foa, att b ac. 
Fii = 52 c 的 正六 面体 ) 
Vza,A-6a',d* 23a! 


2. 棱锥 体 

L 棱 维 蛋 的 概念 ”只 有 一 个 面 是 多 边 形 ,其余 各 面 为 共 顶 点 的 三 角形 所 围 成 
的 几何 体 称 作 棱锥 体 . 

2 BERERE ”车 棱锥 被 平行 于 底面 的 平面 所 截 , 则 截面 与 底面 是 相似 才 
XE ;截面 与 底面 的 面积 之 比 等 于 截 得 棱锥 的 高 与 原 楼 锥 的 高 的 比 ， 
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3 棱锥 体 的 分 类 ”以 底面 的 边 数 为 标准 分 类 ,棱锥 可 分 为 三 棱锥 .四 棱锥 .五 
BS . EU 1g Fi e LE E AUTE. EL TR 3 ER it E E RC SEE LEES Ho D b E 2T 
类 ,棱锥 可 分 为 正 棱 锥 与 非 正 棱锥 ， 

4^ 棱锥 体 的 面积 与 体积 公式 

棱锥 体 的 面积 与 体积 公式 如 表 了 -2 所 示 ， 

dé 7.2 


. | 
F= 本 Ayh 


3. ROERE HE) 

L RRRS — RI TOEIC ERBETIE A E A PEE LUC DRE n e 
8) 852r PR CE GG. 

IEBGBSPMENERS MET. DEED EE AE FFE 
E ;两 底面 及 平行 于 底面 的 截面 是 机 似 多 边 形 ;两 底面 中 
心 连 线 .相应 的 边 心 距 和 笠 高 组 成 … 个 直角 梯形 ;两 底面 
中 心 连 线 . 删 楼 和 两 底面 相应 的 半径 组 成 -个 直角 梯形 . 

T BSEBBEPGdAX 

楼 人 台 体 如 图 7-1 所 示 . 


A eG ch, 
Ej 7-1 AU cle E ETE IET 6B. 


7 名 面体 与 曲面 体 * 997 * 


= B (Age Ag + ARA) 

其 中 4 .4r 是 上 .下 底面 的 面积 ,六 是 高 . 

4. 正 务 面体 

r 下 多 面体 的 概念 ”每 个 面 都 有 要 同 过 数 的 正和 多边 乡 ,在 每 个 顶点 都 有 相同 
数 的 棱 , 备 棱 的 二 面 角 以 及 每 个 顶点 的 面 角 都 相等 的 向 多 了 而 性 称 做 正 密 面体 . 

2 正 包 面体 的 各 个 组 成 部 分 正 儿 面体 只 有 5 种 :小 站 面体 、 正 六 面体 ,正八 
面体 . 正 十 二 面体 . 正 盖 十 面体 ,如 表 3-3 所 示 ， 

表 7-3 


和 正 多 面体 的 性 压 ” 正 凶 面 体 的 各 部 分 元 素 ( 所 有 的 杰 . 面 角 , 相 邻 两 个 面 所 
成 的 二 曾 衣 等 ) 都 各 自 相等 ; 正 多 面体 的 中 心 到 各 个 顶点 的 距离 都 相等 ,到 各 个 面 
的 距离 也 都 相等 :+ -EE =2, 其 中 下 为 面 数 、Y 为 


FAR E 为 楼 数 ,此 为 欧 拉 定理 ,对 简单 多 面体 { 表 I 
面 可 以 经 过 连续 变形 成 为 球面 的 多 面体 ) 均 适用 . 

5. 拟 柱 体 

le 拟 柱 体 的 概念 ”所 有 的 顶点 都 在 两 个 平行 平 
面 内 的 多 面体 , 称 作 拟 柱 体 . 氢 柱 体 如 图 7-2 所 示 . 

r 拟 碍 体 的 体 和 会 式 

y- QS 8), 

Hip s.s ALLE LT HEURE BEER, So 为 中 截面 面积 . 图 7-2 
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6. JRE 
方 尖 碑 也 称 截 头 方 欠 人 悼 , 是 拟 性 蛋 中 的 一 种 . 方 尖 
碑 如 图 7-3 所 示 . 


V - Qa aj) 5 + (2a, * a) bi] 
- D (ab (a c abs bj) + aL bil. 


7.2 Bh W d 


13 符号 ; 4 为 全 面积 , ALD IER, A 为 底面 积 , A 
为 与 侧 校 正 交 的 截面 积 , 为 高 ,Y 为 体积 . 
1. 曲面 柱 体 
e 圆柱 体 { 风 图 7-4) 
Á, = 2x Rh, 
À-2nR(R h), 
V-zxR. 
名 Bh pn EE LE 7-5) 
曲 画 柱 体 两 底面 平行 . 
A, = dl, 


其 中 e 为 截面 局 长 . 


V= Ash. 
P 截 头 正 圆柱 { 见 图 7-6) 
A = nRCÀ, 十 ho), 


Z; ù 
A-«R| hithit Raj gu, Un LY ]. 


= rR eS t). 


c SS 


在 


7-5 图 7-6 


中 ires 
正 障 状 体 { 底 部 为 半 图 形 ) 如 图 7-7 (D Bros. 


7 miht mb * 999 >- 


-ir. A, m 2rh, 
斜面 面积 = Farvir, 
底面 积 = D, 


其 中 + 为 圆 的 半径 ， 
— WE Bi AR GE CHE BBC Th F-E BUE) n FS 7-7(50 (所 示 . 


Vzh 


rtc Pkc 
4 = 2r * es 2rh(a x cu) 
i rte ` rie , 


其 中 8B 为 底面 积 ;s DER SEE a 为 s SIME BU Ho RITE ÓGOECRBSRLE HO RER 
超过 半 轿 时 用 + 导 , 不 及 半圆 时 用 - 导 ， 
2. 曲面 锥 体 


i^ RHEE LAE 7-8) 
EREE EE VR e M, 
AzzROR- I), 
VsF nh. 
r H AE 7-9) 
V- LAM. 
F RREME AHE), WE 7-10 所 示 . 


f= ht+(R- rt, 
A, HC Rr). 
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V= 本 mi 本 + + Rr). 


A 


i 
/ | | 


图 7-8 FE 7-9 图 7-10 


3. 球体 
r 球 ( 见 图 7-112 
A=4dxR: = 和 57 有 
EST ISO R?, 


d? 
V- FE 2.0, 5236d?, 
d-2R. 
r RUSHA 
球 冠 ( 见 图 7- 12) 
a^ = h(2R - h), 
A, 2 2nRh = n(a? + h), 
A=? Rh+ = nÉ h^ 4 207), 


- Erha? NOM i xA! (3R - h). 


图 7-11 


FREE aE 7-13) 
ÀÁÀ - xRC2h + a). 


22 p 
F= 475 h. 


E] 7-12 E 7-13 


7 多 面体 与 曲面 体 ，1001 - 


3 球台 ( 见 图 7- 14) 


A, -22nRh, 
A2 n(2Rh 4 a? + 5?), 


V= PLC £355 4 h’). 


El 7-14 7-15 
4. 复杂 曲面 体 


1? [Bj Ef [E C ES. 7-15) 
A z da Rr 39. AB Rr, 


V= 2 Rr 19.74 Rr, 
A= Dde9.870Dd, 
V= Lp sa a De. 
其 中 Dz-22R,d-2r. 
2» WE BE CLER 7-16) 
H ARM : 
yz TAOD + d?) 
TJ 为 搜 物 线 时 : 
V =T A(2D? + Dd + id) 
2-0, 05236h(8D*! + 4Dd + 34^). 
了 [Hye f ( RLES 7-17) 


，1002 ， 附录 3 欧 氏 几何 


d 


S 


E] 7-16 E 7-17 


$8 希 尔 伯 特 公理 系统 


在 希 尔 伯 特 公理 系统 中 有 5 组 基本 命题 { 公 理 ): 结 台 公 再 ,顺序 公理 ,合同 全 
理 ,平行 公理 ,连续 公理 .一 切 几 何 命 题 { 定 理 ) 都 是 从 这 5 组 公理 推 证 出 来 的 . 


8.1 结合 公理 


r 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 4 和 上 8, 至 少 有 一 直线 a 连结 4 和 8B. 

2 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 4 和 8, 至 多 有 一 直线 a 连结 4 各 

3 任 一 条 直线 上 至 少 存在 着 两 个 点 ;在 平面 内 又 至 少 存在 着 不 在 同一 条 直线 
上 的 3 个 点 . : 

中 任 给 不 在 同一 -条 直线 上 的 3 个 点 A, B,C 至少 存在 - :个 平面 通过 A,B,C. 
又 尾 一 平面 上 至 少 有 一 个 点 . 

任 给 不 在 同一 条 直线 上 的 3 个 点 4,8, 忆 ,至 多 存在 - :个 平面 通过 A,B,C. 

6 如 果 一 条 直线 上 前 两 个 点 落 在 同一 个 平面 上 , 则 该 直线 上 的 任何 一 点 都 落 
在 该 平面 上 . 

T 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 , 则 它们 至 少 还 有 另 一 个 公共 点 . 

8 至 少 存在 着 4 个 点 ,它们 不 在 同一 个 平面 上 . 


8.2 顺序 公理 


te WRA, B, C JE ÉL a 的 3 个 不 同 的 点 ,并 且 互 在 4 cA, DU] B HLTEC 
TI A 之 间 ， 

PESARA A 和 忒 , 则 过 4 和 的 直线 上 至 少 还 存在 一 点 B HERR. C TE A 和 8 之 间 . 

了 在 直 钱 上 的 任意 3 个 点 里 ,至 案 有 一 个 点 在 另外 两 个 点 之 问 . 

49 (Pasch 各 理 ) 任 给 不 在 同一 条 直线 上 的 3 个 点 4, B, C, AER a 落 在 过 4， 
B.C X Bio 上 ,并 且 a 不 通过 4 ,5,C 中 任 一 点 ,那么 当 4 通过 线段 由 内 部 的 
点 时 , 则 a 或 者 还 通过 线段 AC 内 部 的 点 ,或 者 还 通过 线段 BC 内 部 的 点 ， 


8 和 项 尔 伯 特 公理 系统 ，1003 ， 


8.3 合同 公理 
l^ ARA, B ËA. 上 的 两 个 点 , 且 A ERA- E SE H5 Ba 上 的 点 ， 
Wk B EE o 上 的 点 的 一 侧 , 总 可 以 找 出 点 有 ,使 线 役 AB 人 台 同 于 即 等 于 线段 
A'B' , 记 汶 ABSA. 
zEOGEA'BUmA"B'"ESIITISIT CERE ABL W A'B' 合同 于 A"B", 即 当 
A'B =AB HA"B"= AB HT, Bd lg A'B m A"UB"U. 
r 如 果 48 和 BC 是 直线 wn 上 的 两 个 线段 且 无 公共 的 内 部 的 点 ,又 ABA ICI 
为 同一 条 或 另 一 条 直线 a^ 上 的 两 个 线段 ,它们 也 没有 公 : 上 疆 的 内 部 的 点 .车 此 时 AB 
= A'R A BC= EC, WES AC=A'C. 
4 REF Re LAEL kh ,在 平面 x' 上 给 出 直线 a ,自在 平 商 ar 上 给 出 关 
于 直线 由 的 完全 确定 的 一 侧 ; 又 设 疡 表示 直线 w 工 从 点 好 出 发 的 射线 .在 此 情形 
下 ,平面 “上 存在 一 条 且 只 有 一 条 射线 总 , 它 有 具有 下 述 性 质 ; 
=) 
这 时 (Ch, 所) 内 点 都 在 平面 x' 上 关于 直线 a' 的 已 确定 的 一 侧 . 又 每 个 角 都 与 自 
p es, Br (RE) = Ch, KD. 
s? SWKdEAABC HIS A'B'C' UP, 
ABZA'B', ACmRAC, /RC= PA'C, 
9 L ABC ZA BC LZ ACBeZACHB, 
8.4 平行 公理 
过 平面 上 任 一 已 知 直 线 外 的 任 一 点 至 名 只 能 引 一 条 直线 与 该 已 知 直线 平行 . 
8.5 连续 公理 
e 阿 基 米 德 (Archimedes) 公 理 i AB I CD [E LUE CER EZ ,WjTE EL £& AB. 上 
存在 着 有 限 多 个 点 di Assn ALLES A E A MA Zi, A XE ALIAS ZR], SS 
等 ,并 且 线 段 A41. A145 70. AnA, 都 合同 于 线段 CD ii B XE A, 8I A, 之 间 . 如 
Hj 8-1 所 示 . 


A As A: A; A Aai As 
— S S S À———— MM Mà ed me 


Ej 8-1 
r 康 托 尔 {Cantorn} 公 理 ” 设 在 任意 直线 a EE TERRESTRE ALBI ALB: 
…, 其 中 每 个 后 面 的 线段 都 在 前 面 一 个 线段 的 内 部 ;再 有 , 设 不 存在 这 样 的 线段 , 它 
能 在 所 有 这 些 线段 的 内 部 .那么 在 直线 a 上 就 存在 且 只 存在 一 个 点 x*, 它 莫 在 所 有 
这 些 线段 A1B1, 4;8,,… 的 内 部 .如 图 3-2 所 示 . 


En Ar AI B Hs FE 
Er 


图 8-2 


CE gp ee 
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解析 几何 


编 者 AEN 
FRA AHN 


H ox 


平面 坐标 系 66 O00» 4.2 空间 向 量 的 坐标 法 
Li 直角 坐标 轴 的 平移 Ut (1018) 
Ee eeens (1007) 4.3 MERER, HRR, 
1.2 直角 坐标 Bel Wa- - (1019) 
c 0000 4.4 直角 从 标的 变 所 
1.3 BASERA - - (1008) : (1020) 
L4 重心 与 面积 … - (1008) 4.5 BETERE 
1.5 曲线 3 方程 * (1009) … (1020) 
直线 (1009) 4.6 "M etm (1021) 
2.1 ANERE 4.7 空间 曲线 6e (1022) 
… (1009) | 5 空间 中 的 平面 与 直线 -- (1023) 
2.2 直线 与 元 一 次 5.1 平面 及 其 方程 ……… (1023) 
的 关系 … enn (1010) 5.2 空间 直线 及 其 方程 
2.3 "LEE IDUE RS "TEE (i011) sat smt rt se ARRRARAFATERAAA (1024) 
2.4 两 直线 和 间 的 关系 …… (1011) 6 二 次 曲面 oe (1027) 
MERRER AR) —— (1012) 6.1 HAER [hj eee nnne (1027) 
34 B pp (1012) 6.2 WAA ren (1027) 
3.2 构图 《013) 6.3 抛物 面 …… (1028) 
3.3 双 曲 线 nee (1014) 6.4 RR AZKEM 
3.4 抛物 线 T (1015) - (1029) 
3.5 圆锥 虹 线 eee (1016) 6.5 Sartre 
FERESE Ak 及 其 讨论 … e (1030) 
和 曲面 pp ( 1017) 7 &WIEZIAZ S72 e (1032) 


4.1 BERR …………- (1017) 


1 平面 坐标 系 


1.1 Ead b RETE E EH 


1. 平 画 上 坐标 轴 的 平 称 ( 床 点 的 变换 ) 
设 上 坐标 轴 的 原点 由 KOFER E O(a, b) HRI ERR x Oy .PP A YH 
内 本 一 点 ( 见 图 1-1), P 在 原 举 标 共 中 的 坐标 为 (x,y) ,在 新 坐标 系 中 的 坐标 为 
Cx* , y! ) , Bil 
xc xd a. x'-zx-a, 
MM MRMI 
2， 举 标 轴 的 旋转 (坐标 向 量 的 变换 ) 


图 1-1 图 1-2 
设 新 坐标 轴 On , Oy 是 原 坐 标 轴 Ox , Oy 绕 原 点 按 逆 时 针 方向 旋转 同 - 个 角度 
而 成 { 见 图 1-2), 则 PP 点 在 原 坐 标 系 下 的 坐标 (x,y) 新 坐标 又 下 的 坐标 kx ， 
y ) 之 间 的 关系 为 
[zz teme = y sinp, " [5 = reep + ysinp, 
y= x sinp + Y cop, Y 2 - xsino + yop. 


1.2 HAREE 


以 直角 坐标 系 的 原点 0 为 极点 , Ox AR ER RE LA 1-3), ER E 
标 系 下 ,平面 内 任 一 点 坐标 为 P= (pe,8), 其 中 为 


B fe, 0 为 极 角 , 则 
= x5 y! 


x = pot, 5 
MM 或 | 
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1.3 上 距离 与 定 比 分 点 


|. 距离 

(E EHEER E, THEA PLC x, 4). Pal x3» Y ) B C HS 2g 
IPFE S (x - x n v. 

作 极 华 标 系 下 .平面 上 两 点 Pio 8), PO, 6 EIE EJ 


|P, Pal = pl pi - 20 pece( 0, - 01). 


没有 向 线段 PiP, PP. 的 数 几 为 m. NL - 
(Acc) "n -A(AROPI.A «O0 hA HEE P, P. 为 两 段 ( 见 图 


Pr.) 


2. 定 比 分 点 


* 分 点 了 的 坐标 为 
(AZ D 
PG»! P PG y) MEUSE me xstAm) 
ntm EN 
nyit my; Yit AN 
Pere» YE Rem — l+À 


H A1 RE WIR P RRRA 


Xy 十 ta 
us 


2 


+ 
Y= yo 


1.4 里 心 与 面积 


NS 重心 
质点 系 Mixoy is 12 ma) 的 重心 坐标 为 


n n 
- ^ 
E "nun > J Mays 
izi 
d 


X 一 " " Y= 


其 中 m 是 质点 M, 的 质 基 . 


2. 三 角形 面积 
IM PC xi, yi), Pat x2, 2) ，Pifxiyy 匀 为 顶点 的 三 角形 的 血 稻 为 
| x, y, 1 
A= +r | XY i 
x1 y) l 


当 帮 边 行列 式 >0 时 ,4 取 ”+"”, 当 行列 式 <0 时 ,4 取 *-", 当 4=0 时 ,表示 Pi 
Ps, P 三 点 共 线 ， 


3. 多 角形 面积 
VÀ Pixo yh Plany hs Pai aas yad A DARI EEA ERU 


A- 土 TG - Gn, + ya) t+ Cx xvi yere x FI, vi]. 


其 顶点 或 按 道 时 针 编 号 或 按 需 时 针 编 号 .符号 ”+ “的 选 生 生前 面 三 角形 面 税 4 的 
符号 的 选 定 相同 , 即 保 江 A ze 0. 


1.5 曲线 与 方程 


|. 曲线 方程 

WwW AF RH- AR Fx v)mO dr I XA: 

1° 曲 钱 二 点 的 坐标 满足 这 个 力 程 ，; 

2 于 标 适 合 这 个 方程 的 所 有 点 都 在 这 条 册 线 上. 
唱 此 方程 称 为 曲线 的 方程 ,而 这 条 曲线 称 为 方程 的 曲线 ， 

曲线 与 方程 建立 了 村 应 关 系 后 ,就 可 以 将 曲线 的 几何 问题 转化 为 方程 的 代数 
门 题 , 用 代数 上 方法 米 研 究 几 条; 反之 .也 可 将 研究 方程 的 代 歼 问题 转化 为 研究 曲线 
的 几 生 问题 . 

2. 两 曲线 的 区 点 

设 两 条 曲线 Ci.e: 的 方程 分 别 是 

Fí(x,y)-0 机 Fax, y)=0, 

WARR C,, 的 区 点 的 坐标 Pix Ly EIE I 
组 


Pi xi xi) 


pao =0, 
Fix.v)-z0 " x 
的 一 组 实数 解 ( 见 图 1-5). 


车 方程 组 没有 实数 解 , 则 这 两 个 方 柱 的 曲线 就 图 1-5 
没有 交点 . 
2 B 线 
7 2.1 直线 方程 的 妃 种 形式 


Pos y) |. Reis, 
通过 点 Polato yo) REDE kc rano HARCRA 2-1) 方 
程 为 
y - yo? klx- xgJ. 
2. MAN 
图 2-1 通过 点 PC x, yp PaGoxs 712) 的 直线 方程 为 
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yon aD 
ya- Y" Xi- Xl 
3. HAS 
SE k-iano, AE y EL IL TERR P c 的 直线 方程 为 
Y= kk e. 
4. fib 
在 x $8. y MERRESSA a.b 的 直线 方程 为 
X tl. 
a b 
5. ARN 
从 原点 对 直线 工作 法 线 ,设法 线 长 度 为 p ,法 线 与 x AEAEE A a, M E 
线 的 方程 为 
xcosa + ysina — p — 0, 
其 中 pPI, 0ga 2n. 
6. 极 坐 标 式 
H Po OHAR LEIT Rp JARLER 


P( x, y) 距 ! 见 图 2-2), Uf. 二 的 极 坐 标 方 程 为 
( p, 8) 


LB. LL 
P= cos(a — 0) 
7. 参数 式 
过 点 Pol xo. yo), BWR Ju. o 的 直线 工 的 参数 方 
8 2-2 程 为 


[IM (cos d — xo at, 


Y= yo * tsinp = yo+ b. 
2.2 ”直线 与 二 元 一 次 方程 的 关系 


|l. 直线 与 二 元 一 次 方程 的 关系 

在 平面 直角 坐标 系 中 ,任何 一 条 直线 的 方程 都 是 着 x 和 7 的 一 次 方程 ; 反 
之 ,任何 一 个 关于 x My 的 一 次 方程 ,在 直角 坐标 系 中 的 图 像 是 一 条 直线 . 

2. 直线 方程 的 一 般 形 式 

直线 方程 的 一 般 形式 六 

r+ By 4 C=0, 

EH ALB 不 同时 为 零 , 

假使 4 0, 那么 

P 车 如-0, 则 方程 变 为 x+ T =0, 表 示 过 * 轴 上 的 点 P( - IO) HIERCT « 
轴 的 直线 ， 

7 x B0, Jr EeaT (oA 


2..4,. € 
Y7 -'g*-'p- 


Ae El. 


2.3 点 到 直线 的 距离 
直线 外 一 点 P(x ,Yi1) 到 直线 L:Ar By 2 CO HIPS 
dz | Ax, + By, € CI 
p SESAH o 
2.4 两 直线 间 的 关系 


|. 两 直线 的 交点 与 夹 角 
设 丙 条 趟 平行 的 直线 五 1 : Ax 十 By t Ci = 0, Lz: Aay + B.y 十 C; =0 HEF 
P(x, y). WME 2-3 所 示 , 则 交点 坐标 为 


€, Bı 
| [€ & BG- E 
tt T AB,- ABS 
_ - A4 
AB- AB 


两 直线 LS 5 的 实 角 为 
AjB;- AB, ky - 
anp = aAa BB likh’ 
Ht kkh 73 L5 LL BFVRIDE XA 2 应 从 第 一 条 直线 按 首 时针 方 向 量 取 . 
2， 两 直线 平行 


两 直线 平行 的 充 要 条 件 是 
A B A B 
4 Bi ^ P t5 


ET p 如， 则 两 直线 重合 . 
3. 三 直线 相交 于 一 点 

3 条 直线 Aix B C; 20(121,2,3) 47 F — BR PT E 

ET B, Ci 

A, B, G 

A, B, C, 


=Ü, 
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4. 直线 束 

过 两 直线 Aq xo Brt =0 与 yx + Boy + 信 =0 的 交点 的 直线 束 (直线 系 ) 
方程 为 
Aix 9 Buy C, ACA x 9 Boy C.) =0. 


3 圆锥 曲线 (二 次 曲线 } 


3.1 


|. 辆 的 直角 举 标 方程 
圆心 为 (a ,5 ,半径 为 R HN A 3-1) 的 方程 为 
(x-ajftv-(y-5F)zR, 
称 此 方程 为 圆 的 标准 方程 . 圆 的 一 般 方 程 为 
x'4y 2D 2bEy € F0. (F< D e E). 
一 般 方程 经 过 配方 后 可 化 为 标准 方程 ， 


图 3-1 图 3-2 


2. 二 的 极 坐 标 方程 
BA oo, 04) FEA RR 的 圆 ( 见 图 3-2) 的 极 举 标 方程 为 
p20cost0 — 85) e x RP. 
车 圆心 在 极点 , 则 方程 为 p = R. 
如 果 贺 的 直径 在 极 轴 上 ,直径 的 左 端 是 极点 , 别 贺 的 方程 为 o = 2Reos8 .类似 
地 若 直径 与 极 轴 和 垂直, 直径 的 下 端 是 极点 , 则 图 的 方程 为 p = 28sin2， 

AD RBS este PS E LL CR 01) MARAEA p= 2Rcos(8 - 04). 
3. 图 的 参数 方程 
图 的 参数 方程 为 

f = yo+ Rcost, 

y= yo+ Ésmt, 


其 中 参数 ! HAES x MRA, MOA oy FEN R. 


* — 


3 国难 曲线 ! 二 次 曲线 ) * [013 - 


4. 图 的 切线 方程 

若 园 的 方程 为 一 般 式 x^ + yi D e 2Ey + FSO Ee D^ e E), URRE- A 
PCx y, I) UI ZR Z3 RR ON 

xx yyt DiOx-c xj) d E(y b yi) & F 0. 
5. 直线 与 国 相 切 
直线 yz mx b 5l x? e y= R^ 相 切 的 条 人 御 为 
5 = 土 玉 w 1+ m. 
6. DFDE 
经 过 两 加 交点 的 圆 束 方程 是 
(x! e y e2Dix «2E, y FO AC + Y) 2D, x « 2E v F3) 7-0, 

HU az-l. 


3.2 MWh (5 
1. MEO E XETS TE 
椭 园 的 标准 方程 为 
x Xl 
a bO 


其 中 o azmb.2a 为 长 轴 ,25 AEM, F- 0,00, File OD (e - V a* — PUR 
点 ,2e 为 焦距 ,中心 在 厌 点 .如 图 3-3 所 示 . 


图 3-3 


当 a=b WEHE x+ y? = ae 因此 圆 为 椭圆 的 特殊 情况 . 
2. 桶 需 的 几何 特征 
平 画 上 一 动 点 到 两 定点 的 距离 之 和 等 于 定 长 ,此 动 点 的 轨迹 就 是 椭 加 .这 两 个 
定点 就 是 焦点 所 ,让 ,这 个 定 长 就 是 长 轴 Za. 
3. 炳 辆 的 参数 方程 
椭圆 的 参数 方程 为 
U = cost, 
y= bsinz, 
其 中 Ot <2x. 
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4. EENDE 
Wb PG. x, 4B 5; + 5 - 1 上 的 


过 Pi rg, yol ti PT WEH PN, PN 为 
WAE POS. ro TIEZR MEER PR 的 方 
B 


i PG (y 
一 ,一 点 , 则 该 点 的 切线 Pr 的 方程 为 
TIA mox XY 1. 


x-Xà Y-Yo 
图 3.4 w/a ^ yt 
Af& PEU ER ERE T ARER EE PF PE, ARAA. tmp 3-4 所 示 . 
5. AMBOS CEDE 
MARI- TRARRE ARAMEA , WE PER T UAE. 


3.3 XX 曲 £X 


1. 双 曲 线 的 标准 方程 
中 心 在 原点 , 实 轴 在 * 轴 上 , 实 轴 长 为 2a, 虚 轴 长 为 05 的 双 曲 线 的 标准 方程 


2 
EE 
图 3-5 中 的 FC - 6,0). Falc, 0) JUI 
线 的 焦点 ,其 中 c= a? P LR 2c 为 焦距 . 
2. 双 曲 线 的 几何 特征 
平面 上 一 动 点 到 两 个 定点 的 距离 之 差 的 
绝对 值 等 于 定 长 ,这 个 动 点 的 轨迹 就 是 双 曲 
££. XX PT XE Ex EAE HR EXFL. FX TE TSSA 
是 实 轴 长 Za. 
3. 观 曲 线 的 参数 方程 
图 3-5 所 示 双 曲线 的 一 种 谷 数 方程 为 
[* = asecq, 图 3-5 
y= blang, 


为 


Rage Raga 8—HIEUS 
U = acosht , 
y = bsinht. 
4. 双 曲 线 的 切线 和 法 线 
过 双 曲 线 上 某 点 PX, yo) 的 切线 方程 和 法 线 方 程 分 别 为 


3 圆锥 曲线 (二 次 曲线 ) ，1015 > 


Xo Wo = 1, 
a? b* 
Ny - yo) xem - 3) y 
a* b? 7o 
T RGTR R A 3E ELTE Ra P9 25 2 89) 
性 质 , 即 经 过 双 曲 线 上 一 点 的 切线 ,平分 这 一 
点 的 商 条 焦点 半径 所 夹 的 角 . 
5. 没 曲 线 的 光学 性 质 
如 果 光 线 从 一 个 焦点 FS R, ES DESEE 
F, 的 双 曲 线 的 一 支 反 射 后 ,光线 就 好 像 是 从 
男 一 个 焦点 F 发 出 的 .如 图 3-6 所 示 . 
6. 双 曲 线 的 渐 近 线 
PEERK. AEH 2a,2b HEERA 3-6 
线 的 延长 线 


是 双 曲 线 的 两 条 新 近 线 . 
3.4 dà 物 £z 


|. 抛物 线 的 标准 方程 
以 原点 为 顶点 ,以 x 轴 为 对 称 轴 开 口 朝 右 的 抛物 线 的 怀 准 方程 为 
y 2; (p»0) 
E 3-7 中 的 FÒ 5.0) 是 抛物 线 的 焦点 ,直线 Lir — DRE E EAR 
2. 抛物 线 的 几何 特征 


平面 内 一 动 点 到 一 个 定点 和 一 条 定 直 线 的 距离 相等 ,这 个 动 点 的 轨迹 就 是 抛 
ta. 这 个 定点 是 执 物 线 的 焦点 ,这 条 是 直线 上 为 淮 线 ,焦点 到 准 线 的 距离 等 十 


3. 抛物 线 的 参数 方程 
图 3-7 PPRA HANSAEN 
U z2p?, 
y= 2pt. 
4. 抛物 线 的 切线 和 法 线 
过 抛物 线 上 一 点 六 加, 如) 的 切线 和 法 线 
的 方程 分 别 为 
Foy = p( x * xo). 
PEY- Yo) * yo x — x9) z 0. 
经 过 抛物 线 上 一 占 P 作 平 行 于 对 称 轴 的 
射线 PEME P REH PN 平分 PE 和 PF 所 夹 


图 3-7 
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T 的 角 . 如 图 3-8 所 示 ， 
5. WPAN HA 
从 抛物 线 的 焦点 发 出 的 光 , 经 过 扼 物 线 反 射 后 成 
为 一 东平 行 光线 射出 .探照灯 PCIE BUXT RU FH BB KE 
y 是 利用 这 一 性 质 设计 的 . 


3.5 圆锥 曲线 


1. 圆锥 曲线 的 定义 
Ei 3-8 HAE (E $55 [B] ) X Hi £X, ro E Gg 2 INL EE d ex 
椭 回 与 双 有 曲线 具有 对 称 中 心 , 称 它们 为 有 心 加 惟有 曲线 ， 
抛物 线 无 对 称 中 心 , 称 为 无 心 圆锥 曲线 . 
用 一 个 不 过 圆锥 顶点 的 平面 去 截 圆锥 的 司 面 , 若 截 
面 与 圆锥 的 母线 平行 , 则 交 线 为 抛物 线 ; 若 截面 与 母线 不 
平行 , 则 交 线 或 为 椭圆 或 为 双 曲 线 . 如 图 3-9 所 示 . 
2. 贺 锥 曲线 的 几何 特征 
平 画 上 一 个 动 点 到 一 个 定点 (焦点 ) 的 奋 离 与 到 一 条 
定 直线 ( 淮 线 ) 的 距离 之 比 为 一 个 常数 ,这 个 动 点 的 轨迹 
是 图 锥 曲线 . 当 e< 1 时 是 椭圆 ,e = 1 EHR, eol Æ 
双 曲 线 . 称 e 为 离心 率 . 


D 椭圆 的 准 线 为 x= + EBOR e= E 


T 双 曲 线 的 准 线 为 x = aD ,离心 率 。= 二 


子粒 圆 的 离心 率 傅 大, 彬 轿 就 愈 局 平 ,而 双 曲 线 的 离心 率 傅 大 , 妈 曲 线 的 张口 
RAK. 
3. 四 锥 曲 线 的 极 坐 标 方程 
以 圆锥 曲线 的 焦点 为 极点 0, 过 O PERR MER, 以 此 重 线 的 反 向 延长 线 为 
极 轴 , 则 回 欠 曲线 的 极 坐 标 方程 为 
P= V ecm 


其 中 e JALE, p 79 RUE SMBE THEE SR STER RR 

4. 加 和 锥 曲线 与 二 元 二 次 方程 

圆锥 曲线 的 方程 是 二 元 二 次 方程 ,反之 二 元 二 次 方程 的 图 像 是 贺 维 曲线 ,因此 
称 圆锥 曲线 为 二 次 曲线 . 

一 般 二 元 二 次 方程 为 

Ax? + Bxy + C+ Dx & Ey € F Z0. (A,B,C 不 同时 为 0. 

i$ 8 =0, 则 

I? 当 A-Cz#0 时 ,其 图 像 或 为 椭 加 (特殊 情 形 收 缩 为 点), 或 为 双 曲 线 ( 特 殊 
情形 是 两 条 相交 直线 ). 
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r A-O C-OBl,H. Fu (R E A To ek CRPRTRDE Do NERO TT BEER. 
£ B80, 则 利用 判别 式 A - 8^ - 4ACUS 

e assoi EIS. 

20 234A 0 Ee DELETE o db ee 

£s x^^ bg HE EIF EE SERERE, A7 RUE 6I ER. 


4 空间 坐标 系 与 空间 曲线 和 曲面 


4.1 空间 坐标 系 


|. 直角 坐标 系 

过 空间 一 定点 0 作 3 条 互相 垂直 的 数 轴 : x 
Ahy Ai.: 轴 , 它 们 的 正 向 符合 右手 法 则 ,这 样 的 3 
条 坐标 轴 组 成 了 一 个 空间 直角 坐标 系 . 点 O FRA 
标 原 点 ,由 两 条 坐标 轴 所 确定 的 平面 称 坐 标 面 , 坐 
HEA xOy D, yOz 面 及 Ox 面 . 如 图 4-1 所 示 . 

3 个 坐标 平面 把 空间 分 为 引 个 卦 限 : os E ET 
方向 ,xOy 面 以 上 4 部 分 命名 为 1 ,1[, 亚 ,于 卦 限 ( 其 
Ha ahy 轴 、z 轴 正 半 轴 的 那个 卦 限 为 第 1 F 
限 );xOy 面 以 下 4 部 分 命名 为 Y A M wR. Fi 4-1 

过 空间 任 一 点 M 作 5 个 平面 分 别 垂直 于 x 轴 、 

y 5. ZEE x yoz 叫做 点 克 的 坐标 ,这 样 就 建立 了 空间 点 M ERI 
实数 组 [x,y,z) 的 一 -对 应 ， 

2. 空间 两 点 间 的 距离 

iz Pil x, + YI n. P. x; 2.222 E [8] PR H, Pi ` P 之 加 的 距离 为 

| P,P;| -v/ (x x)! ry - y eG -a). 

3. 定 比 分 点 

没有 向 线段 PP; 被 分 点 记分 为 


mL. =A (>0 内 分 ,1<0 针 分 )， 
12 h 


Wj P ARPES 

Rx, mx, Xy 十 AXI 
TE ntm —leÀ 
nyi + my; yi + AN 
^ ntem —|4À 
na + mn z tn 
77 A++、 


Aal iE PP 中 点 的 坐标 为 
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4. 重心 
设 有 -一 组 质点 Mx y; zo ,其 质量 分 别 为 mi(io 1,2, n), ADAHA CR 
重心 坐标 为 


` mix > my, na 
z-a, Je, p — 
+= 1=1 i=T 
4.2. 空间 向 量 的 坐标 法 
L 向 者 的 坐标 法 


i a= M,M, 是 以 Mix, ye xA. LM dp yp 22) 9 9X REI FE e CAL EST 4- 
2),a 在 3 条 坐标 轴 上 的 投影 oo MUS f o 的 坐标 , 记 为 
= | a,,a,, a,1, 
这 就 建立 了 向 量 与 有 序数 组 的 一 对 应 用 起 点 和 终点 的 坐标 表示 , 则 为 
MM Is s ya- Yis227 ži. 


Tn (emm 
"My iz; v "TE 
| 


H 
- 


Ò adal ^ | | Nr 
一 二 二 二 之 M 
Ai 
图 4-2 4-3 
2. 向 量 的 异 和 方向 


r 模 1 a-M,M, 的 模 { 太 小 ) 为 
lal = IMi Mil V (xo x, (ys - yin- z 
2 方 同 角 FEE a = MM 与 3 条 坐标 轴 的 夹攻 ap, y CO a. By 
RADH a 的 方向 前 . 如 图 4-3 rm. 
3 方向 余弦 Roe py 为 非 零 向 量 的 方向 角 , 则 称 cosa, cos. cosy 为 向 量 a 
= MM 的 方向 余 芝 , 用 向 量 的 坐标 表示 方向 余 张 的 公式 为 
= 
E V (x7 x e (ya I e GO - P? 
Y3 — Yi — 


i (x, 一 x) 4 Cpa rtp 
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u 23 7 21 o 
cosy = = 二 
V (x4 一 xu? ys 一 xi (n 一 zi) 


3 个 坐标 余 孩 有 关系 式 
costa + cos P+ cos? y = 1. 


3. PSEGROS SEES 
设 两 向 基 a 53b CE aa PR h, mr 和 h.m, Az, I] a Hb HJE ff o 


H FAME 
cop = lydy mim; + hjny. 
若 cose =0, M a | bip cosp - 1,1] a7 b. 
4.3 向 量 的 数量 积 、 向量 积 、 混 分 积 


1. 两 向 量 的 数 置 积 ( 亦 称 内 积 》 
设 两 向 量 a = ia aal bz Eb, bobl WETHER E — tE 
t. RI atb RR LB 
a*b- lallbicos?, 
其 中 8 Rb a.b ZEBRA, Os Oso. 
车 用 向 量 的 坐标 来 表示 数量 积 , 则 为 
at b - ab, + ab, + ab. 
&iboab-ab, + ab, + ab, z0. 
2. 两 向 量 的 向 量 积 ( 亦 称 外 积 } 
[E a= 1a, ,a,, a] 与 b= | br b. bl 的 向 量 积 ! 外 和 ?是 一 个 同 攻 ,用 axb 
表示 . a x b 的 模 为 
lax biz lallblsinĝ, 
ax b 和 a, 上 都 垂直 , 且 a, b,ax b Hox T IUP WAT. 


用 坐标 表示 a x 5, 则 为 
i k 
axbz-i ab, — a,b, a,b, — a,b, a,b, — bo, i = | 8, a, 
h b, b 


HF j,k Sm 5E Ox. Or, Oz EA 03 89 ER i I5] RE . 
a // bea x b -0. 

3. 三 向 量 的 混合 积 

CE a-iasaal,bzlbh.b ble ico. cilii BUE CAR. 
Bp 
a, a8, € 
b, b bl, 
C 0 0, 6 
其 儿 何 意 必 是 : a+b x ORARET a. b.c 为 边 的 本 行 六 面体 前 体积 ， 

a.,b,r 共 面 ca'(b x c)=0. 


a'(bxc)-z(bxc):a- 
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4.4 直角 坐标 系 的 变换 


1. 坐标 轴 的 平移 
FERJE SE LI O3 8 00,0, 00 E ERR] C, b,c) BULL SE E Cx oy A RER 
(x' vL z 2B XE ROS 
rz +a, x -x-a, 
mn 或 ree" 
z-z ke, z 一 了 一 


2. 坐标 轴 的 旋转 
若 原点 不 动 , 坐 标 轴 旋 转 ,说 新 坐标 轴 对 旧 坐 标 轴 的 方向 余弦 如 表 4-1 所 示 ， 
出 


表 4-1 


t= hx * fa + hr " 
Y= ma my mz, 


' * 
zconQax omr o naz!, 


或 


y! = hart miy & nz, 


= mt i3, 


z = hat mart mz. 
4.5 柱 面 坐标 与 球面 坐标 

1. 柱 面 坐 标 

Mx. y.z) AM ABEL — VETE xOy MERRE 


P BIA UCHLO), WE, a, 22m] fex M 的 柱 面 坐标 
{ 见 图 4-4) ,其 中 


Mir, de) 


Ugre +æ, glg, -—w€xr«co. 
A OM FO LELTR AE Ss E DI AE br H3] OG OR 

= roh, 

b = rsin, 
A fr 

=. 
2. 球面 坐标 
没 币 ( x ,7 为 宝 间 内 一 点 ,rT 为 原点 上 与 点 有 的 图 4-4 


HUE Lo 为 向 能 oM 55 z 轴 正 向 所 夹 的 角 ,P OM TE xOy 
身上 的 投影 ,8 为 从 正 : 轴 来 看 自 x 轴 正 向 按 道 时 针 方 向 转 齐 向 其 OP RI fA, Mir. 
v,0) (ix cs M BER pi Eb CLER 4-5), 其 中 

Qara +e, Osgar, Osin. 


A M TÉETLTB ^E bs 55 EK rl 5e pn A 


4 空间 坐标 又 与 空间 曲线 和 曲 血 : I021 ， 


x = rsinpeoad, 
| y — rsingpsing, 
:= reog. 


4.6 曲面 与 方程 


!. 曲面 方程 
车 曲面 $ 与 三 元 方 程 
Fix,y.z) 20 


有 以 上 关系 : 

le aH M 的 坐标 满足 这 个 方程 E 4-5 
则 nes -0 HERES: 5 的 方程 ,而 曲面 . S 叫做 该 Jr S PEE. 如 图 4-6 所 
R. 

2， 几 种 特殊 的 曲面 方程 
ls dB AT 组 线 半 行 于 学 标 轴 的 柱 面 方程 

Fix y, D c0 是 -个 一 元 方程 方程 PO D = 0 表示 母线 平行 
oz 轴 的 柱 面 .而 KOy.:220 9 FO: 2 0 2p BI 
ARARE x BB 外 的 柱 面 . 

Mmaa gs 上 全 本 和 下， bít 
Y WEE EE EL, CHER E Ov i ERRA t r =l, 


而 方程 x- ; = KRELER [TT y 加 的 平面 (人 
面 ) ,其 准 线 是 Or dE EIU TEX x — 2 20. 

2 旋转 曲面 方程 设 yO 平面 上 的 曲线 f(y, :5) 07: 2 Bede Ju. Sri 
LR CBE ES 


is] 4-6 


fü s V tyt), 
市 该 曲线 绕 y 轴 旋 转 - - 周 所 得 旋转 曲面 方程 为 
Jyt Vaat) 0, 
其 他 情形 可 以 类 推 . 
M, yo: 平面 上 的 双 曲 线 羡 - 55 = 1 分别 绕 实 轴 MUR zeit M 
WERE Zr ete uu vi AA SAD BER SUM IR o 


2 2 
EX a 


b ee 
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x. y? H En =Í 
b? ec 
3$ 难耐 方程 ”以 麻 点 为 项 点 的 锥 面 方 程 是 ry 的 齐 次 方程 ;以 (a,58,e) 为 
TAREFA r-a y- b,- e 的 齐 次 方程 . 
例如 x* e y^ a am 和 是 顶点 在 原点 , 颈 角 为 20 的 圆锥 曾 . 


4.7 空间 曲线 


|. 空间 曲线 的 一 般 方 程 
空间 曲线 可 看 作 是 两 个 曲面 的 交 线 ,因此 空间 曲线 的 . - 般 方 程 为 
{7 
Gr y, x) = 人 0. 
PAR, xOy 而 上 回 心 在 原点 ,半径 为 RORA EA 
x! y +2 = RR, xt. y*- R, 
[o s DL 
2. 罕 间 曲线 的 参数 方程 
将 曲线 C 上 动 点 的 坐标 x,y,z 表示 为 参数 上 的 函数 , 即 


x jt), 
l- git) agtgb 
z=hít) 
就 是 空间 曲线 C 的 参数 方程 . 
全 如 ,图 4-7 了 所 未 的 空间 螺 线 的 参 元 方程 为 
x= dcos , 
m— Ox tro, 
zd), 
3, PARTERRE CARE 
求 空间 曲线 C 
图 4-7 [rao 
GC x, y,2) 20 
在 xy 面 上 的 投影 ,只 需 从 上 述 方程 组 中 消去 zry) = 0, 方 程 
[Ar 80» 
zzÜ 


EHH C HE xOy 面 上 的 投影 曲线 的 方程 .类 似 地 ,可 得 曲 找 C Æ yO 面 上 及 zOs 
面 上 的 投影 曲线 . 
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5 空间 中 的 平面 与 直线 


5.1 平面 及 其 方程 


t. 平面 的 点 法 式 方 程 

过 一 点 M( xo. yo. zo) AEIR 3 m 2 |4， 
B. CHE) p (AL ESE 5-1) 9 PRO 

A(x- x9) + Biy- yg) + Ciz- zg) - 0. 

2. 平面 的 一 般 方程 

任何 一 个 x,y,z 的 一 次 方程 的 图 形 是 平 
面 ; 反 之 ,任何 一 个 平面 的 方程 是 x ,x,z 的 一 次 
A. 

Ax 4 By 4 (x € D-0. (A, B, C 不 同时 为 0) 

称 为 平面 的 一 般 方 程 .其 法 向 量 n= ALB. CI. 

当 DD=0, 则 平面 通过 原点 ; 图 5-1 

当 A =0, 则 平面 平行 于 x 轴 ; 

当 8 =0, 则 平面 平行 于 y 轴 ; 

当 C=0, 则 平面 平行 于 zs 

当 4= 是 =0, 则 平面 珀 直 于 z 轴 ; 

HM BzC-0,.WPP ZR EEBT x 轴 ; 

当 4=C=0, 则 平面 垂直 于 y fü. 

3. 平面 的 截 算式 方程 

若 平 面 与 3 个 坐标 轴 的 交点 为 Pi(a,0,0), P400, 5.0), PP(0,0,c), 如 图 5-2 

所 示 , 测 平面 方程 为 


if 0, «) Tttt 
€ 


称 此 方程 为 平面 的 截 吧 : 尺 方 程 . 
4. 点 到 平面 的 距离 
设 Pi xos v9.29) V iE Ar + By € C D ZO 
外 一 点 , 则 工 离 为 
_ [dvo+ Bro+ Cxg + DI 
E SARC 
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5. 两 平面 的 夹 角 

称 丙 非 平行 平面 :4xr+ By + Cr+ D=0(i= 1,2) 
的 法 向 量 之 间 的 夹 角 吃 为 黄平 而 间 的 夹 角 ( 见 图 5-3), 
所 以 有 


IAA; 十 号 | Bs 十 C, Cl 
w0 = 一 -一 一 一， 
V ALe Bl Civ Ale Bla Ci 


E] 5-3 H FAEH dA + B ,8,*- CC. 20. 
有 
PUTATIS. G 


6. 两 平行 平面 的 距离 
-ETEM Ax By € Cz + D; 20(i 2 1,2) 6 fH] RR E A 
|... 12, - Dl 
FIIIT 
7. BWER ”空间 中 通过 同 … 条 直线 的 所 有 平面 的 集合 叫做 有 轴 平 面 束 ， 
这 条 让 线 叫 做 平面 束 的 轴 . 以 直线 
Aixct Boy t Cuz 6 D, ZU, 
n + Biy+ Ce D-Ü0 
Ayr) £j V i se A TRO 
CA x6 By e Ciz Dj) m(A x & Boy t Coz € D) =0, 
其 中 dm 为 不 全 为 0 的 任意 实数 . 


5.2 空间 直线 及 其 方程 


|. 空间 直线 的 一 般 方 程 
空间 直线 可 看 作 两 平面 的 交 线 ,因此 空间 直线 { 见 
I] 5-4) 方 称 为 
Aix By Ciz D; zU0, 
lisi Bay + C,z4 D,-0, 
Hop 


A$ + BP CT, 
Ab B3 + C340, 
A Bı 
EU 5-4 
A, By 图 

IE A FERE AS BERRI- EAT. 
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2. 空间 直线 的 点 向 式 ( 对 称 式 ) 方 程 

平行 于 某 直 线 工 的 非 零 向 量 j mai p ERAS LAE., m. n.p RALE 
组 方向 数 . 

车 直线 L iX Mix yo. z92 , EL 77 Fl p EE | m a, p i .如 图 5-5 所 未 , 则 直线 工 
的 方程 为 


x- Xo Y- Yo Z- Z9 


m n p z imm t} 
称 此 方程 为 直线 的 点 向 式 (或 对 称 式 ) 方 程 My) 
车 m,n,p 中 有 为 零 的 数 出 现 ,例如 ,p=0, 则 应 
理解 为 M Crp yos zo? 
{= roro 
m n 
zy 
即 直线 位 于 
z= ip 

的 平面 上 . 而 

m-n-z-Ü 
则 表示 

n Xp 

Y - Yo 

即 直 线 与 z 轴 平 行 . 


3. 空间 直线 的 参数 方程 
过 新 (wo,Y0; 20) 且 方向 向 量 为 | m,n,p| 的 直线 的 参数 方程 为 
T= xpt mi, 
pe ni, 
z= šo + p. 
4. 两 直线 的 夹 角 
两 直线 的 方向 向 量 的 夹 角 ( 通 常 指 锐 角 ) 叫 做 两 直线 的 夹 划 、 
RER L.L 8075 SILBER UA Em m s pil Lima np M L 与 L AR 
AA 
— | m4 m» + Rin + pipl u 
ad mi4 n+ piv 7 十 nid pi 


L ] Lj, — mma + nin; * pipa — 0, 


mp m pi 
Gy m mom 

5. 直线 外 一 点 到 直线 的 距离 

设 直线 方程 为 


X 7 Xù -二 一 yo _ =a, 


Milan 3 为 直线 外 -点 , 则 M SUV HA AUR S 


Xiz YQ Yi Yo Bu Yn £740 


qoom 8 d, ion p i i. m 
m? nip 
6. 两 条 异 面 直线 的 距离 
BARF IAR Ld 的 方程 为 
A Y-y 2-24 
m ^ nm — p 
XX; Y-yY2 2z—22 
m ë M — pi 
则 L, 生产 之 间 的 距离 为 
XX; oA a-i 
m, n) PI 
mp Fo P7 mE 
iN m "P [m ml? [e mi? 
n; pn pi m 
7. 直线 与 平面 的 夹 角 
当 直线 与 平面 不 垂直 时 , R L 与 上 在 平面 上 的 
/ 投影 直线 间 的 夹 朋 pl0< pu 了 ) 称 为 该 直线 上 与 平 


/A 面 的 夹 角 { 见 图 5-6) .直线 三 志平 面 , 则 规定 
Fn 
9-5. 


TEES 8] I5] DI Dm e pl PEREIGA 


L FA, B, CE, MI 
sing = An+ Bn * il — 
图 5-6 VA EB. CV mtn ep 
直线 垂直 于 平面 一 全 E. 


n 


AT m re 


6.1 # 球 É 
1. 槛 球面 的 标准 方程 


a bjBíÓ sU 

Ae tr ia] Ei 6 BR TE (6) 8] A ,坐标 轴 是 它 的 对 称 输 L3 ARADR] 6 D SER C x a. 
0,0), (0, + 5,0),(0,0, + 0) 是 它 的 顶点 . (参见 第 7 章 序 和 38.) 

2， 旋 转机 球面 

2 1 

M a = bat BYEHS 2X e = BERE HI a0: HERREG + 性 
= 1 NEU ilie fei 

3. 球面 

Ma-sbzce-cHj Ji ER -2-)GkpbhndsERH mS. 
因此 球面 是 椭 球 面 的 特例 ， 

4， 杰 球面 与 平面 的 截 线 

椭 球 面包 含 在 由 6 个 面 x= +a:y= + 上 .z= +e | 于 国 的 长 方 体内 .在 此 范围 
内 用 生 一 平面 裁 椭 球面 , 截 线 均 为 椭 轿 . 


Mc IRI + + 5 =] 用 垂直 于 dB EHAN TÉ zh Ab ck) E 


A 


z-hÉ. 
6.2 3X HN 面 
1， 单 叶 邓 曲面 的 标准 方程 
单 叶 双 曲面 前 标准 方程 为 
x* X z 
dtp ETN 


Bede |i d XT AIEA EER, 53 x Shy 轴 分 别 次 于 (+ 上 a,0:.0)， 
(0,+ 上 0) ,与 z 轴 不 相交 .( 和 参见 第 了 章 序 号 38.) 

2. 单 叶 双 曲面 与 平面 的 截 线 

用 平行 于 O 面 的 平面 := 上 去 截 上 述 单 叶 双 曲面 , 久 裁 线 为 椭 图 
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用 平行 十 xDz 面 的 平面 y= 去 截 上 述 单 叶 双 曲面 , 截 线 方程 为 


x — zt 大 
[5 tdg 
yz kh. 
Heleh 时, 截 线 为 实 轴 平 行 于 x 轴 的 双 曲 线 ; 当 Il > 5 时, 截 弘 为 实 轴 平行 于 
z 轴 的 双 有 曲线 ; 当 | 坟 1 = 时, 截 线 为 两 条 直线 ,这 两 条 直线 EUN MULA MEER 
05. 
用 平行 于 yO: 面 的 平面 *= 大 戴 单 叶 双 有 曲面 ,情形 与 用 平面 y = 上 所 截 完 全 类 
ie. 
3. XSDTOX HBIEIB SER E73 Ez 
xxu X9 dir n Bag dE 77 e 28 
xoy cg 
t'y g 
其 中 心 在 原点 LECT ee Se br P e e DEER, H5 x 轴 , ) 轴 不 交 , 但 与 ; 轴 交 于 
(0,0, + e). XAA z^z c^ ERE 0 AE, TAT. (参见 第 7 EXPE SI 40). 
4. 观 针 双 曲 面 与 平面 的 截 线 
用 平行 于 rOy 面 的 平面 z= A ALME EXEXXTTEXS fllii, Hed ER DURS IR 


2 


人 X.E 


-z-] 


dg g 
ich. 
当 1z1= BT IINE ARS A. 
用 两 坐标 面 y 205 x-0 pA EXEOUH OR B D CECRR AR 57 RID CHR 


2 2 z 
[9 ath 与 [apt 
y=0. x -Ü. 
用 平行 于 s 面 和 ?0z 面 的 平面 y = hCIRI E b). x — kilk) e a) TR EXEOUIT- 
XX Boni , 8x 2x d A d e. 


6.3 dà 物 面 
1. 酉 男 抛 物 面 的 标准 方程 
椭 画 抛物 面 的 标准 方程 为 
x oy 
z= aM 


此 曲面 对 称 于 x0z IEEE yOz 面 ,z 轴 为 对 称 轴 ,40.0,0) 是 项 点 ,由 于 2220, ERI TER 
TE xOy 面 上 方 . (参见 第 7 章 序 号 42.) 

2. NE RT A E ES ELE RE EE 

用 平行 于 xOy 面 的 平面 z= OA > REER RULES PERI 


2 2 

xx 
LOC 
z-À. 


im SHIP 
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用 平行 于 x0: HEPR y= k EX OLYABUSDUPAT E. RE OV UTR Ex 


2 
[el 和 


yzk. 


2. a? 
当 Lco ARAL? 70" Tos eR. 
用 平行 于 yO: 面 的 平面 * -ok REREH de 2S FOE y= ok PERROS 
ft. 
3. 双 曲 抛物 面 的 标准 方程 
双 曲 抛物 面 的 标准 方程 为 


" 
此 曲面 ( gk E dp XS xOz 面 , yO 面 以 及 z DUE ER fELXDE ER GOL (参见 第 7 
章 序号 43.) 
4. 双 曲 抛物 面 与 平面 的 截 线 
用 坐标 平面 y=0 和 x=6 截 上 述 双 曲 抛 物 面 分 别 得 抛物 线 
x*- ats, y! 2 - biz, 
MK 和 Us 
称 此 抛物 线 为 双 曲 抛物 面 的 主 抛物 线 . 
用 坐标 平面 xOy 截 上 述 双 曲 抛物 面 , 截 线 为 两 条 相信 十 原点 的 直 误 
B " £ ET, 
a^ b , 
z —0. 
用 平行 于 xOy 面 的 平面 : = ACA 0)88 EXEOOLHE INL US p] ES DAL BR £x 
[ar _ 1 


zz h. 
用 平行 于 r 面 的 平面 y= 上 截 上 述 双 有 曲 抛 物 面 , 截 线 为 扫 物 线 


[^ song) * 
yxk. 


6.4 二 次 锥 面 与 二 次 桂 面 


1. 二 次 稚 面 的 标准 方程 
mE q2/ 9E: 
xo y c 
p" * "m =0 
表示 顶点 在 原点 ,以 z MAMM Rn. SLAT AF E y.) 
H3 1$ 23] ÉL f B PAR EPI HEE TELE 7 AE [8T , E E ET EX . 
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2. 二 次 锥 面 是 双 曲 面 的 渐 近 面 
过 z 轴 的 任 一 平面 x 与 单 叶 双 曲面 或 双 叶 双 昌 面 
2 
和 + 

的 截 线 是 双 曲 线 ,而 x 与 上 述 二 次 锥 面相 截 截 出 两 条 直线 ,这 两 条 直线 怡 为 双 有 曲 
线 的 渐 近 线 ,因此 , 称 上 述 二 次 锥 面 是 单 叶 双 曲 面 或 双 叶 双 曲 面 的 渐 近 面 . 

3. 二 次 柱 面 

二 次 柱 面 是 直 纹 面 , 它 有 三 种 情形 


P 本 圆柱 面 ( 见 图 6-1(a)) Scl. 
2 双 曲 柱 面 ( 见 图 6-1(b)) 4 - S.L 
> 抛物 柱 面 ( 见 图 6-1(0)) 


(b) 
6-1 


6.5 二 次 曲面 的 一 般 方程 及 其 讨论 


|. 二 次 曲面 的 一 般 方程 
由 x,y 的 一 般 实 系 数 二 次 方程 
aux” *2apxy 42a5xz t ap Y. + 2ünyz + ayz + 
Zaya 2034 y * 2032 044,70 

所 确定 的 曲面 都 称 二 次 曲面 . 

2. 二 次 曲面 的 分 类 

按 上 述 二 次 曲面 方程 中 系数 所 取 的 一 切 可 能 值 , 二 次 曲面 可 分 为 17 种 标准 形 
状 , 其 中 

I 椭 球 面 2 种 ( 实 的 和 虚 的 ); 

2 双 曲 商 2 种 ( 单 叶 的 和 双 叶 的 ); 

3 抛物 面 2 种 (椭圆 的 和 双 曲 的 ); 

二 次 锥 面 2 种 ( 实 的 和 虚 的 ); 
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5» 二 次 柱 面 3 种 { 准 线 为 9 种 二 次 有 曲线 ). 
3. 二 次 曲面 的 判定 
在 二 次 曲面 的 一 般 方 程 中 ,为 判定 已 知 曲 面 为 何 种 曲 而 , 特 引 进 下 列 记 号 : 


f= aut an+ dn 


dl 好过 üu — Gn ün tn 
h= + + ， 
12 ay Gi ay üy Cu 
Guo Cp a 
h= |63 ap anj, 
ün ap ta 
du GR o dip; ay 
tz — 5 üy Ga 
Hc M 
I anp O03 ty 
Ta 03 Gy üy 
K » M är üy y Ay 
| 一 ? 
Gu ay Ou ay ay ay 
diuo dyp i4 jj fg — Gg n 1 4 
K= |p Gn Gul + la Ga Ga + |as da ay 
Ty Ty Gy tuy — 0744 Ay Gg Gy Gy 


于 大 ,有 下 列 判 定 结果 : 
LAE 52»20.5/20,4,«0; 
r ERRE 520,5 5»20. 520; 
3 A NERRO E S 520.5h120.4-0: 
P ARAE 7460, hatl 7,140), 1,20; 
59 双 叶 双 曲 面 h0, hg ahg, h0 
6 二 次 锥 面 5:20, 5 O0 7 40), h 0; 
Tad n-0,1«0; 
8 XX pl H6 79 ET 20,1, > 0; 
9 HAHET h=hL=0,h>0,hK<0; 
IP RABH h=i=0,/4>0, AK >00; 
Ie 直线 h-Hh-K-20,h»0; 
12? RAER I2 7-70, 5 «0, K0 
t? 一 对 相交 平面 h2h-K-6b5«6 
14 ffi h=h=h=0, K0; 
1F 一 对 平行 平面 n24n2452K;0,K,«06; 
16 -~ 对 虚 平 行 平面 == 了 = KK=0,K>0; 
I7 一 对 重合 平面 Lhá-2Lh-h-E&K-kK,-0. 
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7 各 种 重要 图 形 与 方程 


EI 
s 十 4a a 
x= Zacutl 


y= 


(att y! Y aat — y^) 


e = a^ cos20 
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(y ca (b — y) 8 ey, 
(b » n! 

p= aest + b aX p= acscü — b 
CELLY CO, - a) AEM x h 
方向 E) 


DT 
i x2 auos 8 x y 2ay - y! 
正 z= alf - sind) 
是 U: atf - cos? 
= RR, EE =8a 
A 面积 = 3na" 
«22ausin ] 2 " 
oO N. 2a 
8 Vay- y 
[z= at + sing} 
y= all- cosd) 


Se A XE OE EE TN 
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HE 


p= a(t — owt) 
= asmütanó 


YL " yiz al? 


xt - 2xy + Y* - 2ax — 2ay + a* - 0 


m " yiz gt? 


U = aeos 
Y = asim 8 


(ax Y? + (ay? z (a! - 557 
[77 400, Aa =g -$ 
y= Bsim 0, Hb — a? — t 


星 
JÉ 
£k 
Hi 
的 
14 浙 
局 
线 


(x! y^ vac = af x y) 
pafl - eosg ) 
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续 表 


. 3SasinfonsG 


— gin? Ü e oos 8 


E 


(x7 a y= ax! y 


p= asin eos! 


(GC € y! ag m MC e y^) 
pz b ucost 

{PA= AP E b) 

EI ab 


5 18 FI. X ach 


让 一 于 
人 = x 
utx 


p = ecoslüsecd 
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E 


(x24 434] = a? Carctan -T-)? 


pza 成 p= -a(0rx) 


EARNE 


x4 y! zoglelaretan t) 


p=- priit) 
p= etU tirhan E: 
Ino = a Ñ 


In( - 9? 2 aif en) 


Rt SE ue an ESSE 


(a? 十 y )Caretan TP - a 


i-a y o(0 ex) -8 
BE pift) =a 


Xe e E a E a E a 


(p- a)! - 4ak8 


NAFS 


7 各 种 重复 图 形 与 方程 * 1037 ， 


(x e y? eu Y Aa) mrt 


EBEDE a c IP NR 


方程 和 29 好 曲线 相同 ， 
Ji xU ace 
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BR 


5 (a b)onf - bom Eo 


y = {a+ b)sinB — bain g 


b roi + rÜ sint 
y 7 rsing — rÜcosd 


Ab IH SEDE 


为 奇数 时 ,图 形 有 = 个 叶片 
p= aco) 


图 中 n 3, HB p= acos38 


n 为 代数 时 ,图 形 有 2n 个 叶片 
p = asinn? 
图 中 a -2, Bf p= msir28 


A x IE 


x aamsech T- — a! - y! uf 
Ł t 
x=- manh — , y= asch — 
a a 


M KH a HR PT W T 
点 在 x A EER P 点 所 成 的 
gk 
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* = xlang 一 Idea 
| = {mesa )£ 


y = (ngsina }è — ES 
Ht: = HE m/s 
g = 重力 加 速度 - 9. 8m 
£ = 时 人 间 ,s 


-2 Z 


AX 
di 
m 
物 
面 


附录 4 


解析 几何 


未 引 


使 用 说 明 :1. 本 索引 收录 了 二 蠢 正 文中 用 黑体 排 印 的 大 部 分 下 语 。 
2. 本 语 依 第 一 字 的 读音 接 汉语 寿 音 字母 表 顺 序 排 列 。 如 果 托 音 相同 LU 
所 音调 , 按 阴 平阳 平 上 声 、 去 声 , 轻 声 的 次 序 排 列 。 如 杂音 和 音调 也 
18 F] , i 5 3E, PCENA 
NUEILENCLEIREILIAR RT S AN AF TEE AF 
顺序 ,分 别 全 中 排 在 以 测字 起 戎 的 术语 前 面 , 其 中 字母 依 首 写字 母 按 


字母 的 顺序 排 到 。 
4. 以 数学 察 译名 为 首 的 术语 (例如 ,请 里 叶 变 撞 ), 依 译名 按 汉 字 的 排 法 
排列 。 
5, 术 语 后 面 的 数字 ,表示 该 术语 出 现在 本 节 中 的 页 更。 
n 级 距离 783 
以 拉丁 字母 起 首 的 术语 n 阶 贝 塞 尔 方程 ”559 
n BrüulsE SEE 481,559 
aT m 的 指数 846 n 阶 差分 597 
a AR m ARR B46 n EtA 170 
a jàf mold 831 n 阶 非 齐 次 线性 蔡 分 方程 005 
a tibt m Ea 831 n RARE aA 605 
C PREX 12 n 7E TUN MES 
她 判别 曲线 543 n HEX MEHR 326 
Lk 652 n 维 线性 空间 14 
LDR 4f — 196 pi^? 9 
空间 340 p a 
Da E 341 户 判 别 曲 线 — 545 
LRA 196 PF 887 
LS 测度 354 QR 分 解 195 
LS 积分 354 RS 积分 355 
m 阶 极点 ”287 r 所 的 高 斯 求 积 公式 ”691 
M ERE 207 Z 变换 494,623 
5 次 阶乘 密 项 式 600 Z 道 变换 504 
n UKBrAXE PRAE 599 
n 次 谐 波 736 以 希腊 字母 起 首 的 术语 
n ERE gI 


n 级 e- Sb 783 -Ë 379 


" 1042. : 


-MPE 902 
了 代数 324 
c-A RME 3524 
w TR 666 


以 汉字 起 首 的 术语 


A 


陪 内 尔 - 泊 松 和 91 
ENRE 282 
阿 页 尔 积分 方程 654 
BENE 69 
阿 贝 尔 群 ”872 
阿达 马 矩 阵 192 
MECTOKTEARNIN 409 
埃 尔 米 特 核 657 
埃 尔 米 特 年 阵 192 
Takes 126 


ak 360 
ERE 644 


aE EARR 386 


半 正 定 644 

半 直 积 879 
伴随 矩阵 174 
包 络 542 

包 络 面 246 
EATE 766 
TA 30 
FE 303 

Ul 塞 尔 函 数 38I 
W Ef 366 
mHE 67 
贝 特 朗 曲线 222 
倍数 824 

本 性 奇 点 287 
本 原作 用 888 


经 上 典 数学 卷 


本 征 函 数 300 
本 征 值 ”39 

通 近 方 程 675 
B 672 

比较 定理 755 
比较 判 着 法 “全 
LEES iE 6s 
IEEE 66 
闭 包 321 

闭 集 321 

闭 区 域 267 

闭 曲线 267 

闭 型 求 积 公式 67 
边界 对 应 原理 305 


边界 淋 件 534,715,74 
边 值 问题 535,735,812 


变 分 784 
FMRE 873 
变量 代 换 法 536 
变量 代 换 公式 3 
FERMI 32 
ARGUS 728 


MERKRA DAL 829 


标准 正 交 基 156 
波动 方程 728 


怕 恩 赛 德 轨道 计数 引 理 ”886 


信 克 和 霍 夫 定理 895 
伯 努 利 方程 538 
HEFE 73 
MHRA 312,746 
FEAT 187 
FETE 149 
FEM eo 

不 定 积分 27 

不 可 分 群 879 
AIEO 125 
不 可 约 和 矩阵 206 


C D 
参 变 积分 98 ini 219 
测 地 平行 网 OM 达 衣 由 尔 公式 ”745 
测 地 曲率 ”235 大 数 分 解 ”866 
测 地 线 236 代数 法 ”632 
测度 ”324 代数 余子 式 131 
MEZE 324 带 柯 西 核 的 奇异 积分 方程 686 
测度 收 人 证 ”329 带 弱 表 性 的 线性 积分 方程 653 
差分 方程 60l 带 余 除法 ”121,825 
ža rA 601 待定 系数 法 549,563,611 
差分 方程 的 特 解 ”602 Reg su 
差分 方程 的 通 解 ”602 单 边 序列 450 
差分 公式 ”598 单调 有 界 收 全 原理 s 
ZAAT 598 "UH 6 
EAA 598 单 连通 域 267 
常数 变易 法 536,551,607 单 群 876 
常 狂 分 方程 53 单位 阵 170 
常 系数 方程 728 划 向 变 分 3804 
超 几 柯 函 数 414 单 连 通 柯 西 定理 ”275 
超 可 解 群 ”903 HAJA 2773 
HRES 271 RAR 267 
REME 338 YEERE W 
REMEM 44 导数 12,269 
初等 方 阵 133 等 度 绝 对 连续 积分 “336 
初等 因子 188 等 积 映 射 ”233 
初 积 分 786 A4 fg 24 
初始 条 件 534,715,733 atf] 232 
初 值 定理 465 等 距 映 射 ”232 
初 值 问题 534,605,735 EI CET 
楚 列 斯 基 分 解 195 FARFALLE 226 
HERR 477 等 局 条 件 806 
BS YRIET HE 855 等 周 问题 782 
次 正规 列 380 RHEES 103,366 
次 正规 子 群 880 狱 利 克 雷 卷 和 836 
从 可 展 曲 面 ”248 犹 利克 和 雷 判 别 法 69 
从 切 平面 217 狂 利 克 人 第 问题 30 
MTS UE 536 HEH 74 


递 推 会 趟 359 
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弟 推 关系 式 601 

第 二 格 条 会 式 756 

第 二 积分 中 值 定 理 32 

第 二 类 半 齐 次 边 值 问题 587 
POŽIERA 383,560 

第 二 类 通 近 解 709 

第 二 类 边界 条 件 ( 诸 伊 妆 条件) 734 
38 —3 ree e Cr pras n] 735 
2B —BGp RE RUBORE To 687 

第 二 类 勒 让 德 函数 ”558 

第 二 者 曲面 积分 4 

第 二 型 曲线 积分 “4 

GI BED NORMEN HRS 652 
第 二 种 齐 次 线性 积分 方程 62 

第 二 种 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 653 

第 二 种 线性 积分 方程 602 

第 三 类 边界 条 御 ( 罗 宾 条 件 ) 734 
第 三 类 边 值 问 题 ( 罗 宾 问 题 } 735 
第 一 格林 公式 756 

第 一 积分 中 值 定理 3 

第 一 类 半 齐 次 边 值 问题 587 
F-RA 382,560 

第 一 类 逼近 解 ”709 

第 -一 类 边界 条 件 ( 狭 利克 当 条 件 ) 734 
第 一 类 边 值 问题 ( 犹 利克 雷 问 题 ) 735 
第 一 类 弗 雷 德 复 姆 算 子 687 

第 一 类 勒 让 德 画 数 558 

第 一 类 椭圆 积分 311 

第 一 型 曲面 积分 43 

第 一 型 曲线 积分 38 

第 -一 种 弗 雷 德 瞧 姆 积分 方程 652 
第 -- 种 沃 尔 秦 拉 积 分 方程 653 

第 一 种 线性 积分 方程 652 

典 则 函数 689.697 

典 则 解 697 

点 集 320 

调和 方程 73 

HARA 312 

iik 629 


ERR 656 

和 登 加 原理  547.611,714 
定 积分 31 

定 解 条 件 534.715 
定 解 向 题 733 

定义 集合 ( 域 ) 267 
动能 809 

EEEE 155 
短程 线 问题 782 
HPE 157 
对 称 多 项 式 127 

对 称 核 “的 7 

对 称 群 873 

对 称 形 式 583 

对 称 原 理 297 

对 称 阵 173 

XPÉRER 170 
HAE 153 
XS EE 151 
XH] 15t 

对 数 函 数 272 

对 数 积 分 370 

对 数 留 数 296 

ET ET LET 
FEME 503 
EEE 267 

多 连通 域 宁 西 定理 275 
ms uds o 
ES E Wird ER 


多 项 式 的 辑 转 相 险 法 122 


条 项 式 的 重 因 式 125 
mammas 122 
Win 12 
ip 267 


E 


EBREHE 8H 
二 次 变 分 787 
二 次 非 剩 余 838 


二 次 互 反 律 3840 
二 次 入 法 867 
ZK 838 

二 次 同 余 方程 842 
二 次 型 的 和 矩阵 161 
二 阶 差分 597 

二 重 级 数 eoe 
Eni 587 


法 十 方程 74 

法 平面 217 

法 曲率 235 

法 图 定理 335 

法 线 228 

法 向 其 228 

RERA 278 

上 反对 称 阵 173 

上 反 演 公式 460 

皮 转 定理 455 
ig 73 

证 图 782 

iEHSBUHEAH 784 

范 德 蒙 德行 列 式 130 
范 数 ”535 

上 方程 的 阶 ，533 

Ame 72 

方向 导数 15 
AEN 172 
dEfRXBEE — 206,642 

非 负 最 小 剩余 826 

非 齐 次 边 值 问题 587 
非 齐 次 定 解 条 件 735 
非 齐 次 偏 微分 方程 728 
非 齐 次 线性 方程 组 ”560 
非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 


非 齐 次 线性 微分 方程 ”546 


Jp WEE 173 
非 线性 积分 方程 652 


5| 


jEx: dp ER 420 

非 自 治 差 分 方程 组 638 
非 涅 耳 积 分 I 
ETE 90l 

Pira EME 885 

费 马 数 825 
SHEER 833 
SERO 90 
分 部 积分 法 28 
分 离 变 量 法 75 

Ax 273 
PRETE 902 
AE BEITA 675 


弗 雷 德 霍 姆 择 - 667 


弗 雷 内 - 塞 芋 公 尺 218 
辐 角 266 

辐 角 原理 296 

fü 64 

复 变 函数 267 

复 测 度 350 
复 初 等 畏 数 270 
TEPE 169 

复 平 面 265 

复 球 面 267 

复数 ”265 

副 法 线 。 ”217 

副 法 向 量 217 
HEBER 339 

傅 里 叶 { 积 分 ) 疫 换 。 433 
情 里 叶 - 贝 塞 汞 绕 数 展开 


392 


情 里 呈 变 搞 的 反 演 公式 433 


情 蜂 叶 级 数 35 

fne 430 
傅 里 叶 系 数 85,387 
HENRETTE 434 
WETERE 434 


G 
WEAR 359 
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ZEA 185 
概率 积分 368 
高 阶 导数 ”12 

高 和 阶 奇 异 积分 280 
高 斯 - 凯 尼 公式 ”249 
高 斯 定理 ”243 
高 斯 公式 48 
高 斯 -柯达 奇 方程 243 
高 斯 判别 法 67 
高 斯 求 积 公式 67 
BS UH 324 
格林 公式 ”各 
格林 函数 ”591,757 
格式 函数 法 740 
根 式 函 数 272 
FHE 66 
共生 变换 160 
itg 793 
EARMA 313 
EAE 657 
JESEM 3X 265 
KEEA 4H 
HH 657 
AER 173 
kø 24 


JESUGHEPBUTR Y 657 


孤立 奇 点 287 
固定 边界 784,796 
Bis 793 
固有 函数 法 739 
固有 频率 736 
惯性 定理 162 
惯性 和 矩 张 量 262 
广义 参 变 积分 9 
广义 测度 350 
J XB 9 


D X*hmsÁREH 422 
广义 雅 可 比 权 耳 数 ”700 


广义 重 积 分 97 


£e fede 


归纳 过 程 824 
归纳 基础 ”824 
归纳 原理 ”823 

归 一 化 算 子 “701 
归 一 北条 件 411 ,706 
规范 形 575 

轨道 ”884 
HEER 142 


哈恩 分 解 351 
哈密 顿 原理 809 
EREHE 681 
亥 姆 起 兹 方程 ”730,753 
函数 的 变 分 784 
函数 的 邻 域 783 
函数 恒等式 62] 
函数 间 的 距离 ”783 
函数 矩阵 199 
函数 矩阵 的 导数 200 
函数 矩阵 的 积分 200 
HERRE 19 
函数 项 级 数 75 
HREH 480 
RERBA 384 
合成 核 656 
CABLE 420 
合 数 825 

合同 矩阵 161 
HEE 279,682 
核子 空间 146 
赫 尔 德 条 件 279,683 
赫 尔 德 指 数 279,683 
替 尔 姆 格林 定理 768 
赫 维 赛 德 展开 式 467 
WE 38 

互 能 量 谱 密度 447 
HEAR 447 
换 人 世子 群 900 


换 元 法 ”站 

混合 边 值 问题 735 

混合 问题 { 初 边 值 问题 } 735 
混合 型 方程 T 

ERTH 902 


J 


机 械 求 积 公 式 67 
积分 2753 

积分 变换 ”4 和 27 

积分 方程 651 
积分 方程 的 核 652 
积分 方程 的 自由 项 652 
积分 公式 757 
积分 判别 法 95 
积分 型 约束 条 件 ”806 
积分 因子 582 

积分 因子 法 536,541 
积分 余 项 18 

积分 与 路 径 无 关 的 条 忻 49 
积分 中 值 定理 31 
积分 主 值 279 

积 性 函数 ”835 

基 141 

基本 解 773 
ERREF 562,635 
基本 解答 阵 expAt 563 
基本 解 组 547,606 
EEE 2017 
基本 向 量 217 

AW 736 

基础 解 系 134 

基 频 429 

BTE 476 

级 数 变换 428 

组 数 的 乘法 规则 64 
级 数 发 散 28I 
Rek 280 

极 大 元 677 


* 
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极点 287 

极 分 解 195 

极限 6,268 
ERAY 72 
极限 互 换 定 理 73 
极 小 化 序列 sis 
极 小 曲面 245 
RE 22 

极 值 函数 786 
WAH 786 
极 值 曲线 场 ”793 
几乎 处 处 收 颌 329 
几乎 一 臻 收 全 ”329 
FERE 8 

计数 调度 324 
加 法 公式 389 
ANE XS 194 
间接 解析 开拓 300 
MOS) Xx 192 
简单 函数 ”329 


{间接 ) 垦 近 方 程 708 
(间接 ) 数 值 方程 709 


B^» 851 
新近 公式 70 
BDUETAS 304 
部 伸 线 224 

渐 缩 线 224 
渐 小 ，645 
ZWEEM 304 
交错 群 883 
变换 群 872 
fürs 803 
EPBODOBER 182 
fü 128 


解 的 存在 唯 - :性 定理 546 


解析 270 

fU IER 270 
RAAE 299 
解析 开拓 297 


* 1047 * 


”1o0d48 > 


MESE 301 
THEM Il 
紧 算 子 655 
£e SR 644 
居 利 判 据 640 
矩形 脉冲 函数 序列 435 
ABE 169 
ABI 4 的 范 数 197 
矩阵 乘法 ”171] 
矩阵 的 初等 变换 178 
矩阵 的 等 价 178 
矩阵 的 等 价 标准 形 183 
定 阵 的 极限 198 
ERFARA 174 
IBEEBUE ES 175 
矩阵 的 秩 141 
EREET 172 
定 阵 级 数 发 散 201 
矩阵 级 数 绝对 收 敏 ”201! 
矩阵 级 数 收 侣 ”201 
算 阵 加 减法 170 
矩阵 刊 级 数 202 
卷 积 445 
BPE y5 
绝对 极 小 ( 太 ) 值 783 
绝对 极 值 783 
绝对 可 积 95 
AERAR 347 
绝对 连续 性 333 
HA 63,95,28t,661 
绝对 最 小 剩余 326 

K 
ERFITT 006 
FÆ 267,321 
开 型 求 积 公式 ”671 
凯 莱 -哈密 顿 定理 ”634 
康 托 尔 集 32 
康 托 洛 维 奇 法 817 


经 典 数 学 着 


柯 瓦 列 夫 斯 卡 姓 剖 方程 组 768 
柯 西 不 等 式 278 

柯 西 核 279,653 

柯 西 积分 276 
柯 西 积分 公式 276 

柯 西 - 柯 瓦 列 去 期 卡 娅 定理 768 
柯 西 - 歼 押 条件 270 
柯 西 奇异 积分 算 684 
柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 虑 154 
HERSEN 8,64 
PERECA) 735 
柯 西 型 积分 277 

柯 西 余 项 18 
柯 西 中 值 定 理 17 
HAERA 682 

柯 西 主 值 积分 的 反 演 公式 (对 合 公式 ) 
685 

aAA 327 

可 测 空 间 324 

可 除 群 ”899 

可 导 260 

可 动 边 界 796 

可 分 群 879 

可 积 275 

RHA 583 

可 解 群 902 

可 迁 作 用 884 

HH 782 

可 取 曲 线 782 

可 去 育 点 287 

可 数 集 319 

可 微 ”269 

可 约 答 阵 206 

可 展 曲 面 245 

可 重 贺 排 列 问题 837 
克 莱 罗 方程 59 
克 莱 默 法 则 132 
克里斯托弗 尔 记 ' 256 
yg 175 


控制 收 伍 定理 335 
库 洛 什 子 群 定理 ”897 
快速 傅 里 叶 变换 455 


L 


拉 阿 伯 判 别 法 67 

拉 东 - 尼 古 东 姆 导数 ”352 
拉 东 - 尼 古 东 姆 定理 352 
拉 盖 尔 才 项 式 422 
husBHBGENE 24 
BHRBHH GE. 805 
bri BHH EH 875 

拉 格 并 日 多 项 式 插值 算 子 ”702 
拉 格 朗 日 方程 539 
PLEBE HM ROO 
BiBHH- Ib S 725 
AREAN 18 
ijumBSH PEDES 16 
拉 善 拉 斯 变换 45 

拉 普 拉 斯 方程 ”399.730 
拉 普 拉 斯 积分 401 

拉 普 拉 斯 道 变换 ”0 
控 普 拉 斯 算 子 312 

拉 普 近 斯 灾 开 定理 131 
拉 氏 变换 法 549,555 
拉 氏 道 变 换 555 
EMER 13 
APERAR 69 
朗 斯 基 行 列 式 546 
勒 贝 格 点 348 
Eis 332 
勒 让 德 变 换 491 
EMETA 400,558 
和 勒 让 德 方程 558 
勒 让 德 符号 838 
HEAR 399 

勘 让 德 加 强 条 件 ”788 
勒 让 德 条 御 788 
勒 维 定理 334 
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离散 傅 里 叶 变 换 对 453 
离散 化 矩阵 704,705 
离散 化 算 子 702 
离散 频谱 430 
SANIES 493 
葡 曼 边 值 问题 688 
IEE 35 
FIRE 254 

Xi 300 

Jeg HEKut 258 
黎 兹 定理 ”330 

李 芍 普 诺 夫 轴 数 047,644 
EREHE 540,621 
里 兹 法 815 
HERRARTE 535 
HEERA M8 
iE pie 403 
连 分 数 850 

连通 集 267 

连续 ”269 
ENERET 66l 
连续 接 652 
连续 可 微 消 数 12 
连续 频谱 440 
连续 任 10 

链 规则 13 
良 序 性 公理 323 
PEP 170 

PRAM 415 

零 测 集 324 

零点 284,389 
RSS es- 邻 域 783 

霍 级 号 离 783 

零 解 的 稳定 作 638 
留 数 289,466 

留 数 定理 289 

鲁 赛 定理 ”330 

卵 形 面 250 

饥 形 面 的 阿达 六 定理 250 
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卵 形 面 的 汪 - 话 森 定 理 250 
PREM 15 
ikk 17 

深度 级 数 285 
深度 级 数 法 468 

党 朗 展 式 ”285 ,468 


M 


满 身分 解 ”195 
梅林 变换 478 
梅森 数 825 
x iR 22 
米 勒 测试 ”8364 
密切 平面 ”217 
FR 19 
EAM 272 
FRR T 
等 零 群 %0 
TAB 191 


模 数 32 

ARAME 278 

默 比 乌 斯 反 演 公式 837 
默 比 乌 斯 函数 a36 
FAR 387,614 


N 


内 闭 一 致 收 敏 ”73,281 
内 测度 327 

HA 267 

内 积 154 
内 切 寻 性质 755 
内 问题 754 

内 直 积 879 
HE 219 
HEF 219 
R 89 

能 量 积 分 445 
能 董 密度 函数 445 


经 典 数 学 着 


能 量 谱 密 度 445 
尼尔森 - 施 莱 尔 定 理 893 
拟 弗 雷 德 直 姆 积分 方程 ”67 
BISIBIGGRARELGE T 687 
拟 线性 偏 微分 方程 (组 ) 714 
拟 循环 群 899 

WERE 175 
牛顿 . 莱 布 尼 兹 公 或 ”3 了 2,276 
诸 特 定理 ”的 3.695 
Wem i oso 


O 


欧 拉 常 教 36) 

欧 拉 第 一 类 积分 365 
欧 拉 定理 833 

欧 拉 方程 548.785 
欧 拉 函数 832 

欧 拉 积分 102,359 
欧 拉 判 据 838 

欧 氏 空间 154 


P 


巾 塞 瓦尔 等 式 87,444 
Sisi 730 

EHS 237 

抛物 线 公 式 3x 
抛物 型 方程 BI 

抛物 型 方程 的 标准 形式 ”732 
EE — 375 

ERREF 610 
RFH 12 

偏 微分 方程 713 

仿 微 分 方程 的 解 (或 积分 } 714 
偷 微分 方程 组 73:3 

频谱 439 

MRA 430 

MHE 455 

平凡 解 657 

平均 曲率 ”237 


普 莱 梅 公 式 685 

普通 端 结 ) 点 597 
谱 半 径 185,640 

谱 分 解 ”1%6 


Q 


JrÓGMMBIRIES 587 
齐 次 定 解 条 件 ”735 

章 次 化 原理 {冲服 法 ) 739,745 
齐 次 歼 曼 边 值 问题 689 
齐 次 偏 微分 方程 728 
FRR 792 

齐 次 线性 方程 组 560 
齐 次 线性 方程 组 的 通 解 ”134 
齐 次 线性 微分 方程 546 
ÄSS 270 

奇 阶 群 定理 903 

SH 543 

奇异 积分 算 子 686 
奇异 解 { 奇 异 积分 ) 716 
奇异 求 积 算 子 YD 
奇异 阵 TD 
奇异 值 分 解 196 
脐 点 237 

强 的 相对 极 值 783 
RRA 784 
强 极 值 原理 755 
BRAT 655 
SEQUI SR 864 
Wu 418 
WESE 241 

切 平面 228 

HESE o0 

WE 217 

HAE 217 

求 和 基本 公式 603 

求 积 公 式 代 数 精 确 度 671 
求 积 公式 的 节点 67 
求 积 公式 的 系数 671 
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求 积 公式 的 余 项 671 
求 积 会 式 节 点 多 项 式 on 
求 积 和 他 1 

[hk 267 

曲率 213 

曲率 半径 219 

HER 241 

曲率 张 量 258 

曲率 中 心 “223 

曲率 轴 249 - 

曲面 227 
曲面 的 第 二 基本 形式 ”233 
曲面 的 第 三 基本 形式 234 
曲 而 的 第 一 基本 形式 230 
蜡 面 唯一 存在 定理 244 
曲线 211 
曲线 的 天 本 公式 218 
曲线 网 241 
曲线 的 唯一 存在 定理 214 
FLAME 27 

EER 890 

全 变 基 345 

全 曲率 237 

全 微分 13 

全 微分 方程 582 

De 670 

Ht 872 

群 同 态 875 

FE 895 

热 导 方程 729 


TREE 782 

容许 曲线 782 
融合 积 897 

癸 可 夫 斯 基 显 射 310 
WKE 206 
SB LL 784 
弱 极 值 784 
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验 极 值 党 理 755 双边 序列 450 
ATER 653 又 曲 点 ”237 
弱 奇 性 核 的 积分 方程 668 双 曲 型 方程 731 
S 双 遇 型 方程 的 标准 形式 731 
XX desk 272 
ZRK 85 双 曲 余弦 积分 372 
RE 47 WHER 272 
商 群 877 双 曲 正 汞 积分 372 
上 极限 9 双 钱 性 型 ”164 
LE-ÉmM 170 B AAE 219 
舍 尔 克 极 小 曲面 245 斯 蒂 尔 切 斯 积分 353 
伸缩 率 302 斯 特 林 公 式 365 
剩余 类 ”831 斯 托 克 斯 公式 48 
施 莱 尔 加 继 定 理 880 四 顶点 定理 225 
施 密 特 正 交 化 程序 156 XU 8325 
施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 尔 积分 310 素性 测试 ”865 
实 部 265 算术 基本 定理 828 
实测 度 350 算 子 多 项 式 617 
实 二 次 无 理 数 855 算 于 解法 549,55: 
XERE 169 孙子 定理 834 
史密斯 标准 形 187 缩 系 832 
适 定性 769 
KIKI 78,282 T 
KARKI 78 FARR 7 
HARE) 282 泰勒 系数 39 
首次 积分 582,717 FHAA 80 
全 尔 - 查 森 浩 斯 定理 8381 泰勒 展 并 式 79 
输出 量 476 泰勒 展 式 ”283 
输入 量 476 特 解 534 
数量 场 46 特殊 端 ( 结 ) 点 697 
数列 发 衣 280 特征 (函数 ) 系 677 
数列 收 和 化 280 特征 带 7107 
数论 变换 859 FESTA 183 
HCA 835 特征 方程 547,610,687 
数 项 级 数 6l 特征 方程 组 717 
数学 归纳 法 1 32 特征 根 547,610 
数学 归纳 法 2 824 特征 函数 ”320,657 
数值 方程 672 特征 矩阵 183 


数值 解 67 特征 曲线 717,72 
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特征 算 子 687 

特征 向 量 183 

特征 值 657 
特征 值 ( 根 ) 183 
特征 值 的 代数 重 数 ”136 
特征 什 的 几何 重 数 ” 186 
特征 子 空间 149,657 
特征 子 群 377 

梯度 15,47 

梯形 公式 33 
FIFRE 804 

条 尾 收 语 63,281 
BEAS 344 
PERRIER 685 

跳跃 问题 688 

通 解 ”534 

通 解 结构 547 

同 构 变 换 150 

同 态 375 

同 态 基本 定理 877 
同一 性 技术 709 

同 余 方程 833 

HAR 21,549 
EJE 656 

椭圆 点 ”237 

MEER 372 
HANSE 7 

椭圆 型 方程 的 标准 形式 732 


wW 


外 测度 325 

外 问题 754 

外 直 积 878 

完备 测度 34 

完全 补 和 矩阵 305 

完全 非 线性 偏 微分 方程 (组 ) 714 
完全 积分 (完全 和 解 ) 716 
完全 积 性 函数 ”335 

完全 解析 函数 ”300 


完全 可 可 性 ”332 
完全 奇异 积分 方程 68 
完全 椭圆 积分 372 
完 系 831 
威 尔 森 定理 ”333 
微分 12,269 

微分 规则 13 

微分 算 子 553 
微分 型 约束 条 件 805 
围 道 积分 363 
唯一 分 解 定理 828 
维 数 141 

(XR 864 

位 能 800 

位 称 算 子 513 

委 尔 斯 特 科 斯 判别 法 75 
魏 因 加 和 尔 担 曲面 250 
活 尔 泰 拉 核 653 
沃 斯 分 解 195 
EAER 7 
AAK 267 
无 穷 太 量 8 

无 穷 级 数 6l 
Xs 8 
EFLA 267 

无 限 简单 连 分数 S51 
无 限 连 分 数 351 
误差 函数 308 


X 


FEE pP- 子 群 887 

西 罗 定 理 3%8 

下 极限 9 

下 三 角 阵 170 

线性 变换 ”145 
线性 变换 s 可 对 角 化 149 
HFEA 150 

线性 积分 方 和 的 2 
线性 积分 算 D 655 
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线性 空间 138 
线性 无 关 140,546,605 
线性 相关 140,546,605 
线性 子 空 间 143 
JBfERBREX 705 
相伴 奇异 求 积 算 子 对 703 
相伴 线 代 方程 664 
相对 极 小 (大 ) 值 ”783 
相对 极 值 783 
相关 上 函数 ”447 

相关 原理 307 
相继 值 601 

相 角 频谱 ”439 

相 联 方程 687 
HRAT 687 

相 联 问题 692 
EGER 184 
MaA 476 

问 量 + 的 范 数 197 
[fim 5,46 

向 量 的 长 155 
HEH 155 
HRAS 625 
AHP 140 

向 量 组 的 最 大 线性 无 关 组 140 
FA 268 

象 子 空间 145 
HER 628 

消 元 法 562,563 
ERRI 79% 

行 波 法 74 

frie 170 

HAB 265 

虚 单 位 265 

WERT 47 

旋转 角 30 

循环 眷 积 857 
循环 连 分 数 855 
TEIE 874 
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循环 阵 191 
Y 


压缩 映 象 原理 678 
雅 可 比 欠 项 式 416 
雅 可 比方 程 794 
雅 可 比 符号 840 
雅 可 比 加 强 条 件 794 
雅 可 比 条 件 793 

雅 可 比 椭圆 菠 数 ”375 
雅 可 比 行 列 式 14 
亚 纯 函数 ”270 
延迟 定理 464 
PERERXEfIEDABES 207 
叶 果 罗 夫 定理 330 
一 般 积分 { 通 解 ) 716 
一 次 变 分 784 

一 次 不 定 方程 8329 
一 次 同 余 方程 组 834 
一 级 e- 郭 域 783 
一 级 距离 。783 

一 阶 差分 597 

一 阶 差分 方程 组 —626 


一 阶 差 分 方程 组 的 解 ”526 
MEEME I 675 


一 元 多 项 式 119 
一 致 连续 性 定理 lI 
RA 73,281 
一 重 可 解 587 
因数 824 
BAXE 14 
应 变 张 量 200 

应 力 张 量 259 
Bil 268 
AFFAR 345 
有 少 表 写 群 8394 
有 限 长 序列 ”450 
有 限 单 群 分 类 定理 882 
有 限 和 603 


有 限 积分 变换 482 
有 限 简单 连 分 数 si 
有 限 连 分 数 851 


有 限 生 成 交换 群 结构 定理 900 


有 限 型 约束 条 件 804 
丁 交 变换 159 
HERF 19] 
画 空间 158 
Aux 12 
AAR m 
RAAS 271 
REE XH 
RAAP 88 
预 解 核 659 
LRE 874 
AAR 27 
原 象 点 268 
园 周 位 各 455 
贺 柱 函数 ”384 
MERR 216 
约 当 标准 形 188 
约 当 分 解 ”351 
约 当 - 赫 尔 德 定理 站 1 
约 当 型 矩阵 188 
约束 算 子 TI 


z 


在 = 点 的 留 数 290 
辑 转 相 队 法 ”827 

真 因数 ”825 

EAH 270 

正 ( 负 ) 定 二 次 型 ”163 
正 变 差 ( 负 变 差 ) 351 
正定 644 

正规 矩阵 198 
正规 列 880 

正规 收 敏 ”659 
正规 子 群 876 
Emn) — 351 


EZF 158 
IE $R 157 
FÆR 67i 
正 变 归 一 性 424 
EZRA ”402 
EXA 4 

正 变 向 量 155 
ER 206 
EHAR 274 
IF RAR 271 
ERA 371 
ERY 88 
正 项 级 数 6l 
正则 测度 325 
正则 化 算 子 654 
正则 奇 点 420 
正则 型 奇异 积分 方程 


687 


正则 型 奇异 积分 算 子 ”687 


正则 型 杀 件 ”487 
nat Mr 
Xam 27 

支线 273 

HI 878 


直接 积分 法 (分 离 变量 法 ) 536 


直接 解析 开拓 ”300 
直 纹 面 244 
(EELSE 707 
直接) 数值 方程 707 
指标 697,849 
指标 方程 420 

JR PAR 271 

指数 积分 369 
置换 群 873 
HRH 19] 

中 心 场 793 

终 值 定理 465 

重 积分 3 

重 可 主 性 8&9 
周期 函数 271 
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周期 信号 ”429 自由 度 688 
局 期 性 序列 450 自由 积 896 
EH 2107 自由 积 的 斌 性质 896 
主 法 向 量 2107 自由 极 盾 22 
主 曲 率 236 自由 交换 群 000 
柱 面 螺 线 221 自由 群 s9 
POBRE 172 自由 项 728 
EIRE 176 自治 差分 方程 组 638 
子 空间 “143 最 大 公 因 式 122 
子 空间 的 和 143 最 大 会 因数 826 
子 室 间 的 充 143 最 大 模 原 理 284 
子 空间 的 直 和 144 最 大 元 原理 824 
THE 873 最 速 降 线 问题 78 
子 群 对 应 定理 878 最 小 多 项 让 i89 
自然 边界 ”300 最 小 公 售 数 ”826 
自然 边界 条 件 796 最 小 位 能 原理 sl 
自然 参数 213 最 小 元 原理 824 
自然 定 解 条 件 760 左 导数 12 
自然 方程 21 坐标 ”142 
HE 8323 坐标 变换 142 
自 同 构 群 ”876 坐标 函数 815 


自 HXLERÓN 447 
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